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Vorwort. 

Als  der  Verlag  an  den  Unterzeichneten  mit  der  Anregung 
herantrat,  die  Herausgabe  von  Pascals  Repertorium  zu  über- 
nehmen, war  der  erste  Teilband  bereits  seit  mehr  als  zwölf  Jahren 
erschienen.  Auch  der  Plan  des  Ganzen  lag  seit  langem  fest,  doch 
war  seine  Ausführung  durch  mannigfache  Schwierigkeiten,  mehr*^ 
fachen  Wechsel  der  Herausgeber  und  Mitarbeiter,  dann  durch  die 
Hemmungen  der  Kriegs-  und  Inflationszeit  nur  sehr  ungleich- 
mäßig gefördert  worden:  neben  Beiträgen,  die  im  Reindruck  fertig 
Vorlagen,  standen  andere  in  Pahnenkorrektur,  während  etwa  die 
Hälfte  noch  völlig  ausstand  und  die  dafür  früher  gewonnenen 
Mitarbeiter  sich  zerstreut  hatten. 

Nur  mit  mancherlei  Bedenken  konnte  ich  an  den  Versuch 
herangehen,  diesen  Torso  zu  einem  abgerundeten  Ganzen  zu  ver- 
vollständigen. Die  nähere  Kenntnisnahme  des  bereits  vorliegenden 
Stoffes  indessen  brachte  mich  zu  der  Überzeugung,  daß  es  ein 
schwerer  Schaden  für  das  mathematische  Publikum  sein  würde, 
wenn  die  wertvolle  Arbeit  dieser  reizvollen,  meist  monographisch 
in  sich  geschlossenen  Darstellungen  verloren  gehen  würde.  Die 
treue  Mitarbeit  der  bisherigen  und  die  freudige  Zusage  der  neu 
gewonnenen  Autoren  ermöglichte  es,  trotz  aller  Schwierigkeiten 
das  Ganze  nun  doch  noch  zu  einem  Ende  zu  führen,  das  dem  ur- 
sprünglichen Plane  fast  ungeändert  entspricht,  wobei  aber  die 
Entwicklung  doch  bis  zu  dem  jetzigen  Stande  der  Wissenschaft 
geführt  werden  konnte. 

Von  der  Absicht,  die  ausstehenden  Beiträge  in  einem  Schluß- 
band zu  vereinigen,  mußte  abgegangen  werden;  sollten  die  ein- 
zelnen Autoren  nicht  gar  zu  sehr  in  ihrer  persönlichen  Dar- 
stellungsform beeinträchtigt  werden,  so  durfte  die  durch  äußere 
Gründe  gebotene  Kürze  nicht  über  ein  gewisses  Maß  hinaus  er- 
zwungen werden.  Somit  war  es  nötig,  den  vorliegenden  Stoff  in 
zwei  Teilbände  lg  und  I3  zu  zerlegen,  wobei  in  den  vorliegenden 
Band  lg  — aus  sachlichen  und  drucktechnischen  Gründen  — alles 
das  eingeordnet  wurde,  was  zu  den  „klassischen^*  Gegenständen 
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der  Analysis  gehört,  insbesondere  die  analytischen  Funktionen, 
während  der  Schlußband  I3  die  „modernen“  Entwicklungen,  die 
„reellen  Funktionen“  enthalten  wird.  Daß  dabei  einige  Gegen- 
stände, insbesondere  die  Differentialgleichungen,  in  beiden  Bänden 
auftreten,  ist  vom  Standpunkte  einer  systematischen  Anordnung 
zu  bedauern,  aber  bei  der  von  mir  Vorgefundenen  Sachlage  nicht 
gut  zu  vermeiden  gewesen. 

Es  war  in  Aussicht  genommen,  die  Teilbände  lg  und  I3 
gleichzeitig  hinausgehen  zu  lassen,  schon  weil  erst  beide  zu- 
sammen zeigen,  was  die  Herausgeber  der  zweiten  Auflage  des 
Repertoriums  erstrebt  hatten.  Leider  ist  dies  nicht  möglich,  da 
ein  Mitarbeiter,  auf  dessen  Beitrag  seit  Jahren  gerechnet  werden 
durfte,  im  letzten  Augenblicke  ausgeschieden  ist.  Es  ist  indessen 
mit  Sicherheit  zu  erhoffen,  daß  auch  der  fehlende  Band,  der  schon 
jetzt  fast  vollständig  gedruckt  vorliegt  und  dessen  Anordnung  dem 
Inhaltsverzeichnis  des  vorliegenden  Bandes  angefügt  ist,  in  Kürze 
erscheinen  kann. 


Hannover,  März  1927. 


E.  Salkowski. 
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Kapitel  X. 

dewölinliclie  Differentialgleicliuiigeii  und  Differenzen- 
gleichungen. 

Von  A.  Guldberg  in  Christiania. 

§ 1.  Definitionen,  Existenz  der  Lösungen. 

Jede  Relation  zwischen  einer  unabhängigen  Veränderlichen 
X,  einer  Funktion  y {x)  dieser  Veränderlichen  und  ihren  Ab- 
leitungen bis  zur  Ordnung  wird  eine  gewöhnliche  Differential- 
gleichung Ordnung  genannt.  Wenn  m Relationen  zwischen  x^ 
den  m Funktionen  «/i?  • • • 2/m  dieser  Veränderlichen  und  ihren 
Ableitungen  bis  zu  einer  gewissen  Ordnung  vorliegen,  so  ist 
dies  ein  System  von  m gewöhnlichen  Differentialgleichungen. 

Eine  Relation  zwischen  den  unabhängigen  Veränderlichen 
x^  ...  x^.,  den  Funktionen  y^  > • . y^  dieser  Veränderlichen  und 
einer  endlichen  Zahl  ihrer  partiellen  Ableitungen  nach  den  x 
heißt  eine  partielle  Differentialgleichung.  Eine  Gesamtheit  solcher 
Relationen  heißt  ein  System  von  partiellen  Differentialgleichungen. 

Ein  System  von  Differentialgleichungen  integrieren  oder  auf- 
lösen,  heißt:  alle  Funktionen  y^  • • - ym  bestimmen,  die  diesem 
System  Genüge  leisten. 

Jedes  System  von  gewöhnlichen  Differentialgleichungen  kann 
ersetzt  werden  entweder  durch  eine  Gleichung 


oder  durch  ein  System  von  Gleichungen  1.  Ordnung,  die  nach 
den  Ableitungen  aufgelöst  sind: 


(2) 


(z  = l, 


WO  die  /j.  gegebene  Funktionen  von  30.,  y^.  . . y^  sind.  Die  Zahl 
n heißt  die  Ordnung  des  Systems  (siehe  § 5). 

Pascal,  Eepertorium.  I.  2.  2.  Aufl. 
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Wenn  ein  System  von  Funktionen  - " Vn  ^ Konstanten 
abhängt,  so  kann  man  durch  Elimination  der  Konstanten  aus 
den  Funktionen  und  ihren  Ableitungen  ein  System  (2)  ableiten, 
dem  die  vorgelegten  Funktionen  genügen.  Umgekehrt  besitzt  ein 
System  (2)  immer  Lösungen,  die  von  n willkürlichen  Konstanten 
abhängen.  Genauer  ausgedrückt;  Das  System  (2)  gestattet  eine 
und  nur  eine  Lösung  y^{^  . . . yj^o^  von  der  Art,  daß  die  Funk- 
tionen y^  für  einen  vorgegebenen  Wert  x — X-^^  willkürlich  vor- 
geschriebene Werte  y^  annehmen.  Dieser  Satz  wurde  von  den 
Mathematikern  des  18.  Jahrhunderts  als  unmittelbar  klar  hin- 
gestellt, aber  alle  Beweise  desselben  fehlten,  und  die  Bedingungen, 
denen  die  f^  genügen  mußten,  blieben  zu  präzisieren.  Oauchy  hat 
zuerst  diese  Lücke  ausgefüllt  und  dadurch  der  allgemeinen  Theorie 
der  Differentialgleichungen  eine  sichere  Grundlage  gegeben.  Seit- 
dem sind  Oauchys  Esistenzbeweise  vielfach  neu  bearbeitet  und 
dabei  teils  vereinfacht  (Lipschitz,  Ziehrbuch  d.  Analysis,  S.  504 
(1880);  Volterra,  Giorn.  di.  mat.  19,  333  (1881))  in  bezug  auf  die 
für  die  f.  erforderlichen  Bedingungen  und  teils  erweitert  (Picard, 
TraiU  2,  291  sq.;  Painleve,  Bull.  soc.  math.  27,  151  (1899))  in 
bezug  auf  die  Konvergenzgebiete  der  für  die  Lösungen  benutzten 
Eeihen.  Die  Existenzbeweise  lassen  sich  ihrer  Methode  nach  in 
drei  Gattungen  einteilen; 

1.  Methode  der  BotenzreihenentwicMungen  und  Yerwendumg 
des  Calcul  des  limites  mit  einer  Majorante. 

2.  Interpolationsmefhode,  bei  der  die  Differentialgleichung 
näherungsweise  als  Differenzengleichung  aufgefaßt  wird. 

3.  Methode  suTczessiver  Approximation. 

Alle  drei  Methoden  gehen  auf  Cauchy  zurück.  Bei  der 
Methode  des  Oalcul  des  limites  wird  das  System  (2)  als  ana- 
lytisch vorausgesetzt,  die  als  holomorphe  Funktionen  der  Ver- 
änderlichen. Bei  der  zweiten  Methode  wurde  von  Cauchy  voraus- 

d f 

gesetzt,  daß  die  und  ihre  ersten  Ableitungen  reelle  ein- 
deutige stetige  Funktionen  der  reellen  Veränderlichen  seien;  diese 
Bedingungen  sind  von  Lipschitz  (a.  a.  0.)  erweitert  worden. 
Bei  der  dritten  Methode  sind  die  Lipschitz  sehen  Bedingungen 
für  die  maßgebend.  Beide  Methoden  lassen  sich  auf  komplexe 
Variablen  übertragen,  die  werden  dann  als  holomorphe  Funk- 
tionen der  Veränderlichen  vorausgesetzt  (vgl.  Painleve,  EnzyM. 
2,  190ff.).  Vgl.  Stäckel,  MatKVer.  15,  576  (1906);  16,  279 
(1907). 

Untersuchungen  der  Lösungen  in  der  Umgebung  singulärer 
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Punkte  der  f.  verdankt  man  Briot  und  Bouquet,  J.  ec,  polyi. 
21,  161  (1856),  Picard,  Traite  d’an.  3,  23,  61,  P'oincare, 
These,  1879,  Koenigsberger,  Lehrbuch  d.  Th.  d.  Liff.  Gl.  1889, 
Bendixon,  Stole,  öp.  1898,  Horn,  J.  f.  Math.  116 — 119  (1896 
— 98),  Lindelöf,  Acta  Fenn.  22  (1897),  Boy,  C^  B.,  Jan.  1899, 
Kneser,  J.  f.  Math.  115,  308  (1895);  118,  186  (1897),  Birke- 
land, Arch.  Math,  og  Nat.  30,  1 (1909),  Boutroux,  Bend. 
Palermo  29,  265  (1910). 

Unter  dem  allgemeinen  Integral  des  Systems  (2)  versteht 
man  eine  Lösung 


(3) 


Vi  = «1  • • • «»)> 


(»  = !...«) 


die  von  n willkürlichen  Konstanten  a^  . . . a^  abhängt. 

Cauchy  {G.  B.  2,  85  (1836))  und  Jacobi  {J.  f.  Math.  23, 
119  (1841))  haben  gezeigt,  daß  die  Integration  von  (2)  mit 
der  Integration  der  homogenen  linearen  partiellen  Differential- 
gleichung 


i = n 


äquivalent  ist  Man  weiß  seit  Lagrange  {Bert.  nouv.  mem.  (1779) 
121),  daß  die  Auflösung  der  Gleichungen  (3)  nach  den  Kon- 
stanten ein  Fundamentalsystem  von  Lösungen  von  (4)  gibt,  d.  h. 
ein  System  von  n unabhängigen  Lösungen  dieser  Gleichung.  Um- 
gekehrt erhält  man  das  allgemeine  Integral  von  (2),  indem  man 
n Punktionen  z^{x,y^.  . . yj,  . . . zj^x,y^.  . . y^,  die  ein  Punda- 
mentalsystem  von  (4)  bilden,  willkürlichen  Konstanten  gleichsetzt 
(vgl.  Kap.  XI).  Erstes  Integral  oder  Integral  ohne  Beiwort  von 
(2)  heißt  jede  Gleichung,  die  man  erhält,  indem  man  eine  Lösung 
von  (4)  einer  willkürlichen  Konstante  gleichsetzt.  Die  Differential- 
gleichung n^^^  Ordnung  (l)  wird  auf  ein  System  n^^^  Ordnung 
zurückgeführt,  indem  man 

du  ä^~^y 

(5)  = = 

setzt. 

Ein  erstes  Integral  von  ( 1 ) ist  also  eine  Belation 
Q{x,y,y' .. . y^^~'^">)  — a,  die  von  jeder  Lösung  von  (5)  für  einen 
entsprechenden  Wert  der  a erfüllt  wird.  Das  allgemeine  Integral 
von  (l)  ist  definiert  durch  eine  Belation  (p  (x,  y,  a^  . . . a^  ==  0 
und  stellt  folglich  eine  Pamilie  von  oo^  ebenen  IntegraTkurven 
vor.  Ein  partikuläres  Integral  von  (1)  erhält  man  aus  dem 

34* 
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allgemeinen,  indem  man  den  Konstanten  spezielle  Werte  beilegt. 
Ein  singuläres  Integral  von  (1)  ist  ein  Integral,  das  nicht  aus 
dem  allgemeinen  Integral  durch  Partikularisierung  der  Kon- 
stanten hervorgeht. 


§ 2.  Differentialgleichungen  erster  Ordnung. 

Die  Fälle,  in  denen  man  eine  Differentialgleichung  auf 
Quadraturen  reduzieren  kann,  sind  äußerst  selten  und  müssen 
als  Ausnahmen  betrachtet  werden.  Wir  führen  hier  einige  der 
wichtigsten  Fälle  an,  in  denen  die  Integration  einer  Differential- 
gleichung 1.  Ordnung  auf  diese  Weise  gelingt. 

Die  Differentialgleichung 

(1)  Mdx  + Ndy  = 0, 


wo  M und  N Funktionen  von  x und  y sind,  heißt  eine  exaMe 
Differentialgleichung,  wenn  die  linke  Seite  der  Gleichung  ein  voll- 
ständiges Differential  d TI  {x,  y^  ist.  Die  Bedingung  dafür  ist 


dM _ dJsr 

dy  d X 


In  diesem  Falle  erhält  man  das  Integral  unmittelbar  aus  der 

Formel  ^ ^ v 

dj  Mdx\  , 

— ^ J dy  = const. 


jMdx  + ßw 


Zerfällt  die  Bedingung  (a)  in  die  folgenden  zwei 


8M 

dy 


= 0, 


dN 

dx 


0, 


so  sind  die  Variablen  getrennt. 

Wenn  Mdx  -{-Ndy  nicht  ein  vollständiges  Differential  ist, 
so  gibt  es  immer  einen  Integrationsfaktor  oder  Multiplikator  y, 
von  der  Eigenschaft,  daß  {iMdx-{-fiNdy~dU(x^y)  ist 
(Euler,  N.  Comm.  Petr.  8,  3 (1760)). 

Der  Multiplikator  yi  genügt  der  linearen  partiellen  Diffe- 
rentialgleichung 


(!>) 


M 


d y 
dy 


(dN  dM\ 
dx  ^ \dx  dy) 


Es  gibt  unendlich  viele  integrierende  Faktoren. 

Kennt  man  einen  von  ihnen  y,  so  sind  alle  anderen  in  der 
Form  yf(TJ)  enthalten,  in  welcher  dU  = yMdx  -|-  yNdy. 

Sind  zivei  verschiedene  Integrationsfaktoren  y,  y bekannt,  so 
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liefert  ihr  Yerhältnis,  wenn  es  einer  Konstanten  gleichgesetzt  wird, 
das  Integral  der  Gleichung. 

Die  Integration  der  Gleichung  (b),  die  g bestimmt,  ver- 
langt im  allgemeinen  die  Integration  der  Gleichung  (l),  von 
welcher  g ein  Integrationsfaktor  ist.  Es  gibt  aber  eine  Reibe 
besonder  er  Fälle,  wo  man  g direkt  bestimmen  kann;  die  wich- 
tigsten sind  die  folgenden: 

Wenn  einer  der  beiden  Äusdi'ücke  Mx-^-Ky  und  Mx  — Ny 
identisch  verschwindet,  so  ist  der  reziproke  Wert  des  anderen  ein 
Integrationsfahtor  der  Gleichung  Mdx  -f  Ndy  = 0. 

Wenn  keiner  dieser  beiden  Ausdrüc'ke  verschwindet,  so  ist 


Ny  Integrationsfahtor  der  Gleichung  Mdx  Ndy  = 0, 
sobald  M und  N homogene  FunTäionen  von  x,  y von  demselben 


Grad  sind,  und 


ein  Integrationsfdktor,  sobald  die  Glei- 


Mx  — Ny 

(l)  auf  die  Form  F-^{xy)ydx  + F^(xy)xdy  = 0 gebracht 
werden  kann  (Boole,  Diff.  equ.,  p.  63). 

Wenn  Funktion  ip(x)  von  x allem  ist, 

so  ist  g = ein  Integrationsfaktor. 

Die  lineare  Gleichung 


dx 


-fP^-ö  = 0, 


wo  P und  Q Funktionen  von  x sind,  bat  den  Integrations- 
faktor |it  = e Ihr  Integral  ist 


y = e Qd^  + const.)  . 


Wenn 


_L 

M \dx  cy  J 


eine  Funktion  ^(y)  von  y allein  ist. 


so  ist  g = ein  Integrationsfaktor. 

Untersuchungen  über  Differentialgleichungen,  die  gegebene 
Integrationsfaktoren  besitzen,  finden  sich  bei  Malmsten  (Journ. 
de  Math.  (2)  7,  314  (1862)),  Winckler  (Wien.  Ber.  99,  457, 
875  (1890)),  Laguerre  {(Euvres  1,  409).  Für  die  Methode  von 
Lie  vgl.  Kap.  XIII,  § 5. 

Die  bereits  oben  besprochene  Gleichung  Mdx  -j-  Ndy  = 0, 
bei  der  M und  N homogene  Funktionen  von  x,  y von  demselben 

Grad  sind,  heißt  homogen;  setzt  man  ~ so  bringt  man  sie 
leicht  auf  die  unmittelbar  integrierbare  Form 
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^ . 
X ^ M(l,  s)-\-zN{l,  «)  ■ 

Die  Gleichungen  von  der  Form 

dx  ' \a  X h' y c' ) 
mit  der  Determinante 

a h 


werden  auf  den  Typus  der  homogenen  Gleichung  gebracht,  in- 
dem man 

ax  hy  c = X ^ a x + h'y  e = y 

setzt.  Verschwindet  aber  die  Determinante,  so  wird 

a X -f  h' y -f-  c'  = m {ax  hy  c)  n ^ 

und  man  erhält,  wenn  man  die  Variable  x allein  an  Stelle  von 
X einführt,  eine  Differentialgleichung,  in  der  die  Variablen  ge- 
trennt sind. 

Die  Jacobische  Gleichung  (J.  f.  Math.  24,  1 (1842);  Dar- 
boux.  Bull.  SOG.  math.  (1878)  p.  72) 

{A  Ä X Ä"y')  (xdy  — ydx)  — (B-\-  B'x  -f  B"y)  dy 
+ (0  -f-  G'x  + C"y)  dx  = 0 
reduziert  sich  mittelst  der  Substitution 

^ « + ß'sc  + y'y  ^ cc"  -]-§"x-\-  y'y 
a-\-ßx-\-yy  ’ a-[-^x-\-yy 

auf  eine  homogene  Gleichung;  die  a,  /3,  . . . sind  näher  zu  be- 
stimmende Konstanten. 

Die  Bernoullische  Gleichung 

in  welcher  P und  Q Funktionen  von  x sind,  wird  in  eine  lineare 
Gleichung  durch  die  Substitution  y^~''^  = Z verwandelt. 

Die  Riccatische  Gleichung  (vgl.  Study,  Arch.  Math.  Phys. 
16,  113  (1910)) 

||  = + Q{x)n  + M (x) 
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verdankt  ihren  Namen  dem  speziellen  Falle: 

hy^  = ax^  (a,  & Konstante), 

der  von  Riccati  {Acta  erud.  (1722))  untersucht  wurde.  Diese 
letztere  Gleichung  läßt  sich  durch  elementare  Funktionen  inte- 
4 Ä/ 

grieren,  wenn  m ==  — ganze  positive  Zahl)  ist. 

Die  allgemeine  Riccatische  Gleichung  läßt  sich  nicht  durch 
Quadraturen  integrieren.  Sie  hat  interessante  Eigenschaften: 

1.  sie  läßt  sich  auf  den  Typus  der  B er noulli sehen  zurück- 
führen, wenn  man  ein  partikuläres  Integral  ii  von  ihi*  kennt 
und  y = ii  setzt,  wo  v die  neue  unbekannte  Funktion  ist; 

2.  das  allgemeine  Integral  hat  die  Form 

Ccp{x)  -|-  ip  (x) 

^ c X {oc)  <0  (x)  ’ 

wenn  c die  Integrationskonstante  bedeutet;  m.  a.  W.  das  Doppel- 
verhältnis von  irgend  vier  partikulären  Integralen  ist  konstant 
(Picard,  An.  ec.  norm,  (l)  6,  341  (1877);  Weyr,  Prag.  Äbh. 
(6)  8,  30  (1875)); 

3.  mittels  der  Substitution 

1 d\ogz 
^ dx 


wird  sie  zu  einer  linearen  Differentialgleichung  2.  Ordnung. 

Ist  eine  Differentialgleichung  1.  Ordnung  in  unaufgelöster 

Form 

Fix,  y,  y)  = 0 

gegeben,  so  muß  man  sie  im  allgemeinen  erst  nach  y auflösen. 
Man  vermeidet  dieses  oft  durch  die  folgende  Methode,  die  man 
Integration  durch  Differentiation  nennt. 

Man  bilde  die  drei  Gleichungen: 


Fix,  y,  /)  = 0 , 


d¥  , , dF  , , dF  . , . 

^dx+j^dy+^dy  =0, 

dy  — y dx  = 0 


und  eliminiere  aus  denselben  y und  dy.  Man  erhält  dadurch 
eine  Differentialgleichung  1.  Ordnung  zwischen  x und  y'  von  der 

Form ==  /'(ic, /),  sucht  ihr  allgemeines  Integral  (p{x., y\  a)  = 0, 
und  hat  dann  y zwischen  iF  = 0 und  9 = 0 zu  eliminieren. 
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Diese  Methode  führt  zum  Ziele  bei  der  d'Alemb er t sehen 
Gleichung 

+ »(Z)  = o, 

die  auf  diese  Weise  in  eine  lineare  Gleichung  übergeht.  Ein  spe- 
zieller Fall  ist  die  0 lairaut  sehe  Gleichung: 

y — xy  (p{y)  =--  0 


mit  dem  allgemeinen  Integral 

y — ax  (p{a)  = 0. 

Lagrange  {CEuvres  10,  220)  hat  ferner  gezeigt,  daß 
Gleichungen  von  der  Form 

F{XJ{x,  y,  y),  V (x,  y,  y'))  = 0 

unmittelbar  integrabel  sind,  wenn  U und  V zwei  erste  Integrale 
einer  Gleichung  2.  Ordnung  sind.  Ihr  allgemeines  Integral  er- 
gibt sich  durch  Elimination  von  y'  zwischen  U = a,  V — b, 
wo  man  F(a,  b)  = 0 hat.  Die  Bedingung,  der  Z7,  V genügen 
müssen,  ist 


Gleichungen  vom  Typus 


X = q)  (y) 

werden  integriert,  indem  man  y aus  ihnen  und  aus 
y =J^y  (p'  (y)  dy  const. 

eliminiert. 

Gleichungen  vom  Typus 


y = ?>(/) 

werden  integriert,  indem  man  y aus  ihnen  und  aus 


X = j* ^ ^ ^ dy  const. 

eliminiert. 

Wir  betrachten  eine  algebraische  Differentialgleichung 
zwischen  x,  y,  y \ 

(a)  F(x,y,y')  = 0. 


Man  erhält  die  singulären  Integrale  oder  Lösungen  von  F’  = 0, 
indem  man  die  Bedingung  dafür  aufstellt,  daß  die  Gleichung  (a) 
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in  y eine  mehrfache  Wurzel  besitzt.  Man  hat  also  y zwischen 


dF 


F{x,y,y')  = 0,  ^ = 0 

er  Eelation 
Q{x,  y)=^0 


zu  eliminieren.  ' ' ' 

Man  ist  dann  zu  einer  Eelation 


geführt,  die  aus  mehreren  Kurven  zusammengesetzt  sein  kann. 
Die  singulären  Lösungen  müssen  (o:)  genügen;  die  Gleichung 
Q = 0 liefert  aber  im  allgemeinen  keine  so  beschaffene  Funktion 
y von  0?,  daß  sie  (a)  befriedigt.  Eine  algebraische  Bifferential- 
gleichwng  1.  Ordnung  besitzt  im  allgemeinen  heine  singuläre  Lösung^ 
Die  Kurve  Q — 0 ist  im  allgemeinen  der  geometrische  Ort 
der  Spitzen  und  BoppelpunMe  der  Integralkurven  der  Gleichung  (a). 
Die  singuläre  Lösu/ng  ist,  wenn  sie  existiert,  die  Einhüllende 
der  Integralkurven  von  {a). 

Man  erhält  auch  die  singuläre  Lösung  von  (a),  indem  man 
von  dem  allgemeinen  Integral  von  (a),  das  in  der  Form  gefunden 
sein  möge, 

(ß)  9 ip,  y,  a)=^0 


ausgeht.  Lagrange  (CEJwwes  4,  5)  hat  schon  bemerkt,  daß  diese 
Kurvenschar  eine  Einhüllende  besitzt,  welche  die  Gleichung  (a)  be- 
friedigt und  eine  singuläre  Lösung  von  (e)  darstellt.  Die  singuläre 
Lösung  von  («)  ergibt  sich  also  durch  Elimination  von  a zwischen 

(f  (x,  y,  a)  — 0 und  — 0 . 


Es  scheint  dann  unter  diesem  Gesichtspunkt,  daß  eine  Diffe- 
rentialgleichung 1.  Ordnung  im  allgemeinen  eine  singuläre  Lösung 
besitzt.  Die  Erklärung  dieses  Paradoxons  liegt  darin,  daß  einer- 
willkürlichen  Differentialgleichung  F{x^  y^  y')  — 0 nicht  als  all- 
gemeines Integral  eine  Kurvenschar  9?  (x,  y,  a)  = 0 entspricht,, 
auf  welche  man  die  Theorie  der  EinhMenden  anwenden  kann 
(vgl.  Picard,  Traite  d' Analyse  3,  44). 

Der  Begriff  des  singulären  Integrals  kommt  schon  bei 
Leibniz  und  Taylor  vor;  Olairaut  und  Euler  stellen  ihn 
in  helles  Licht.  Lagrange  (a.  a.  0.)  gibt  eine  erste  ausführ- 
liche Behandlung  der  Frage.  Der  oben  erwähnte  scheinbare 
Widerspruch  ist  erst  von  Oayley  {lless,  2,  17  (1873);  6,  29 
(1877)  und  Darboux  (C.  JR.  70,1332  (1870))  gehoben.  Spätere 
ausführliche  Behandlung  gaben  Picard  (a.  a.  0.),  Hamburger 
{J.  f.  Math.  112,  205  (1893))  und  Painleve  (Legons  sur  la  tK 
anal,  des  eq.  diff.,  p.  49  (1897)).  Vgl.  die  geschichtliche  Dar- 
stellung von  Eothenberg,  Äbh.  Gesch.  math.  20  (1907), 
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§ 3.  Differentialgleichungen  höherer  Ordnung. 

Die  allgemeinste  Methode  zur  Integration  einer  Gleichung 
^ter  Ordnung 

F{x,  y,ij  . . -2/”)  = y,y  . . . ^0  2/^”^ 

4-  § (ir,  2/,  2/'  • • • ^ 

besteht  in  der  Aufsuchung  eines  ersten  Integrals,  das  .man  dann 
ebenso  behandelt  usw.  Man  nennt  die  Gleichung  (l)  exakt, 
wenn  Fdx  ein  exaktes  Differential,  d.  h.  das  totale  Differential 
einer  Funktion  ü (x,  y,y  . . . 2/^” “ ^0  notwendige  und 

hinreichende  Bedingung  dafür  ist,  daß 

^ r_1>—  ^ = 0 

dy  dx  dy'~^  dx^  dy"  ^ ^ dx^  dy^ 

sein  muß.  Die  Auffindung  eines  ersten  Integrals  TI  — const.  ist 
dann  reduziert  auf  die  Integration  eines  exakten  Differentiales 
von  (n  + l)  Variabein  (vgl.  XI,  § 4;  vgl.  Boole,  Differential 
equations  222  (1872)).  Wenn  die  Gleichung  (l)  nicht  exakt  ist, 
kann  man  mit  L.  Euler  (Inst.  calc.  int  2,  97)  einen  Multipli- 
kator M(x,  y,y  . . . 2/^”“^^)  von  der  Art  bestimmen,  daß  MFdx 
ein  exaktes  Differential  wird.  Euler  hat  hiervon  mehrere  An- 
wendungen auf  Gleichungen  2.  und  3.  Ordnung  durchgeführt. 
Die  interessanteste  bezieht  sich  jedoch  auf  lineare  Gleichungen. 
Buchen  wir  nämlich  zu  der  linearen  Gleichung: 

+ . . . p^{x)y  = 0 

einen  Multiplikator  M,  der  nur  von  x abhängt,  so  muß  er 
der  ebenfalls  linearen  Gleichung  genügen  (Lagrange,  Güuvres, 
1,  471): 

^ + •••+(-  1)"  = 0, 

welche  die  zur  gegebenen  Gleichung  adjungierte  Differential- 
gleichung oder  Lagrangesche  Adjungierte  genannt  wird. 

Die  partiellen  Differentialgleichungen,  denen  iüf  genügen  muß, 
sind  im  allgemeinen  sehr  kompliziert.  Ein  anderes  Verfahren  zur 
sukzessiven  Reduktion  der  Integration  der  Gleichung  (l)  ist  von 
Guldberg  {J.  f.  Math.  118,  158  (1898))  auseinandergesetzt. 

In  einigen  Fällen  läßt  sich  die  Ordnung  der  Gleichung  (l) 
-erniedrigen;  wir  führen  die  wichtigsten  an: 

Die  Gleichung  hat  die  binomische  Form 

2/W  = f{x) , 
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ihr  allgemeines  Integral  lautet: 

y J.  • -J f(x)dx^  + 4- 

wo  Cj  . . . Integrationskonstanten  sind. 

Die  Gleichung  hat  die  Form 

2/(«)  = , 

man  erhält  hieraus 


+ 


kann  man  diese  Integration  ausführen,  so  bekommt  man  eine 
Gleichung  von  der  Form  = 0(x,  c),  deren  Integration 

n — 1 weitere  Quadraturen  verlangt. 

Die  Gleichungen  vom  Typus 

yin)  _ /•(«/(« -2)) 

geben,  wenn  man 


setzt. 


y{n  - 2)  _ ^ 


/(«-!)  = 


~q^=J‘ f{p)dp 

x=/ 


+ const. 


const. 


Hat  man  zuerst  p und  dann  ~ als  Funktion  von  x ge- 
funden, so  ergibt  sich  schließlich  y durch  sukzessive  Integrationen. 
Die  Gleichungen,  in  denen  eine  der  Variablen,  z.  B.  «/,  nicht 
explizit  auftritt,  erhalten  eine  niedrigere  Ordnung,  wenn  man  y' 
als  Variable  einführt. 

Ist  die  Gleichung  homogen  in  bezug  auf  y und  seine  Ab- 
leitungen, so  führt  die  Substitution  x — zu  dem  eben  er- 
wähnten Fall. 

Ist  die  Gleichung  homogen  in  bezug  auf  x,  y,  dx,  dy,  d^y,  ...d^y^ 
so  führt  ebenfalls  die  Substitution  o:  = e“,  y — ve^  auf  diesen  Fall. 

Liouville  (J ourn.de Math.  {1)  8,134  (1844)  hat  gezeigt,  daß 
das  Integral  der  Gleichung: 

y"  + f(?:)y  + fp{y)y^  = o , 

die  Form 


't  hat. 
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Jacobi  (vgl.  Boole,  Diff.  equat.,  p.  228)  hat  bewiesen,  daß, 
wenn  man  ein  erstes  Integral  y — g)(x^  y,  c)  der  Differential- 


gleichung 


/'  = /■(», ») 


kennt,  das  allgemeine  Integral  die  Form  hat: 


Differentialgleichungen  höherer  Ordnung  können  wie  die 
Gleichungen  1.  Ordnung  singuläre  Integrale  oder  Lösungen  be- 
sitzen, d.  i.  Integrale,  die  nicht  aus  dem  gewöhnlichen  Integrale 
durch  spezielle  Wahl  der  Konstanten  hervorgehen.  Ihre  Theorie 
ist  behandelt  von  Lagrange  {(Euvres  4,  5,  585)  und  Le- 
gendre  (Memoires  de  VAc.  Boy.  des  Sciences.,  1790,  p.  218)*, 
von  späteren  Arbeiten  zitieren  wir  Goursat  {Amer.  J.  of  Math. 
11,  329  (1889))  und  Hamburger  {Berl.  Ber.  (1899)  140;  J.  f. 
Math.  121,  265  (1900)).  Wie  bei  den  Gleichungen  1.  Ordnung 
lassen  sich  die  singulären  Integrale  sowohl  aus  der  Differential- 
gleichung selbst  wie  aus  ihren  Integralgleichungen  ableiten. 

§ 4.  Die  linearen  Differentialgleichungen. 

Die  Gleichung 


H f-  P„{x)y  = 0, 


in  welcher  die  Funktionen  p nur  von  x abhängen,  heißt  eine 
lineare  homogene  Differentialgleichu/ng  n^^^  Ordnung.  Eine  lineare 
homogene  Differentialgleichung  heißt  nach  Frobenius  (J.  f. 
Math.  76,  236  (1873);  vgl.  für  den  Begriff  vollständig  reduMibel 
Loewy,  Math.  Ann.  62,  89  (1906))  irreduhtihel,  wenn  sie  mit 
keiner  linearen  homogenen  Differentialgleichung  von  niedrigerer 
Ordnung  und  mit  gleichartigen  Koeffizienten  (d.  h.  von  demselben 
Eationalitätsbereich)  ein  Integral  gemein  hat;  anderenfalls  heißt 
sie  für  den  betrachteten  Eationalitätsbereich  reduMibel.  Ein 
Eationalitätsbereich  wird  von  irgendeinem  derartigen  vollstän- 
digen oder  in  sich  abgeschlossenen  System  von  Funktionen  der 
unabhängigen  Variablen  x gebildet,  daß  man  die  Funktionen  des 
Systems  unbeschränkt  untereinander  addieren,  subtrahieren,  mul- 
tiplizieren und  dividieren  (ausgenommen  der  Division  durch  Null), 
sowie  eine  jede  differentiieren  kann,  ohne  hierdurch  das  vorgelegte 
Funktionen  System  zu  verlassen  (vgl.  Loewy,  a.  a.  0.  S.  90). 

Die  Eigenschaften  der  linearen  homogenen  Differential- 
gleichung Ordnung  bieten  die  größte  Analogie  zu  denen  der 
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algebraischen  Gleichung  Grades.  Wir  werden  einige  von 
den  wichtigsten  hier  anführen  (vgl.  L.  Schlesinger,  Handh.  d. 
Th.  d.  lin.  JDiff.-Gl.  (1905),  mit  ausgezeichnetem  Literaturnachweis). 
Der  Taylor  sehen  Formel  bei  den  algebraischen  Gleichungen  ent- 
spricht hier  die  Formel:  — 


1 dz 


d^z 


1 dn  z 


p(,.)  = + . . . + 


wo  P'y-f  P 'y  . . . aus  Fy  nach  einem  der  Derivation  ganz 
analogen  Algorithmus  abgeleitet  sind.  Kennt  man  eine  parti- 
kuläre Lösung  y^  der  Gleichung  (l),  so  ermöglicht  diese  Formel 
die  Ordnungserniedrigung  derselben  um  eine  Einheit.  Genügt  2/1 
zugleich  den  Gleichungen  Py  = 0,  F'y  = 0 . . . P^^^y  = 0,  m.  a. 
W.  sind  2/n  gleichzeitig  Lösungen,  so  er- 

niedrigt sich  die  Ordnung  um  h Einheiten;  dieser  Fall  entspricht 
dem  einer  Ä- fachen  Wurzel  bei  den  algebraischen  Gleichungen. 

Kennt  man  ferner  h linear  unabhängige  partikuläre  Lö- 
sungen, so  kann  man  die  Ordnung  der  Gleichung  um  k Ein- 
heiten erniedrigen  (Lagrange). 

Die  Bedingung,  daß  Je  Lösungen  yn  y^  . . • y^  unab- 

hängig.^  d.  h.  durch  keine  homogene  lineare  Relation  mit  kon- 
stanten Koeffizienten  verknüpft  sind,  ist,  daß  die  Wronskische 
Determinante 


yi 

■ • Vk 

II 

< 

yt  

■ • Vk 

■ ■ 

nicht  identisch  Null  ist  (vgl.  S.  154).  Ein  System  von  n linear 
unabhängigen  Lösungen  nennt  man  ein  Fundamentalsystem 
(Fuchs,  J.  f.  Math.  66,  121  (1866)).  Lagrange  (jFuvres  1, 
473)  hat  bewiesen,  daß  die  allgemeine  Lösung  durch 

y = + C22/2 . . . + c^,yn 

dargestellt  wird,  wenn  yi  ...  y^  ein  Fundamentalsystem  bilden 
und  . . . CJ^  willkürliche  Konstanten  sind.  Die  lineare  Unab- 
hängigkeit der  Lösungen  eines  Fundamentalsystems  schließt  nicht 
aus,  daß  zwischen  denselben  homogene  Relationen  höheren  Grades 
bestehen.  Es  ist  nur  erforderlich,  daß  die  Anzahl  dieser  Be- 
ziehungen höheren  Grades  ^n  — 2 sei  (Fuchs,  Acta  Math.  1, 
321  (1882);  Schlesinger,  Biss.  Berlin  1887;  Wallenberg, 
J.  f.  Math.  113,  1 (1894)). 
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Aus  ztvei  Imearen  homogenen  Dlfferentialgleichmigen  Ay  = ^ 
und  By  = 0 von  den  Ordnungen  m und  n (<  m)  von  der  Beschaffen- 
heit, daß  alle  Integrale  der  zweiten  auch  die  erste  befriedigen^  hann 
man  immer  ohne  Integration  eine  dritte  lineare  Gfleichu/ng  Cy  = 0 
von  der  Ordnung  m — n bilden,  so  daß  die  Gleichumg  m^^'’  Ordnumg 
in  zwei  andere  von  der  Ordnung  n und  m — n zerlegt  erscheint 
Ay  = CBy  (Libri,  J.  f.  Math.  10,  185  (1833)). 

Eine  lineare  homogene  Differentialgleichung  Py  ==0,  die  mit 
einer  irr  eduziblen  linearen  homogenen  Differentialgleichung 
Qy  — 0 mit  gleichartigen  Koeffizienten  ein  Integral  gemein  hat., 
wird  durch  jedes  Integral  von  Qy  = 0 erfüllt  (Frobenius,  J.  f. 
Math.  76,  236  (1873)). 

Haben  zwei  lineare  homogene  Differentialgleichungen  Py  = 0, 
Qy  = 0 mit  gleichartigen  Koeffizienten  hein  Integral  gemeinsam, 
so  gibt  es  eine  lineare  homogene  Differentialgleichung  Ny  = 0 
mit  gleichartigen  Koeffizienten,  deren  Ordnung  gleich  der  Summe 
der  Ordnungen  von  Py  = 0 und  Qy  — 0 ist  und  die  durch  alle 
Integrale  von  Py  — 0 und  Qy  = 0 erfüllt  wird  (Brassine  in 
Sturm,  Cours  d' Analyse  2,  Kote  3,  p.  347,  Ausgabe  von  1868; 
Heffter,  J.  f.  Math.  116,  157  (1896),  Loewy,  Math.  Ann.  56, 
549  (1903)).  Der  lineare  homogene  Differentialausdruch  Ny 
wird  das  Meinste  gemeinsame  Vielfache  von  Py  und  Qy  genannt. 
Man  setzt  symbolisch 

N=APy,  N=BQy, 

w'o  Ay  und  JBy  lineare  homogene  Differentialausdrücke  mit 
gleichartigen  Koeffizienten  bedeuten.  Über  die  Zerlegung  eines 
linearen  homogenen  Differentialausdrucks  in  irreduzible  Faktoren 
siehe  Arbeiten  von  Frobenius,  Landau  und  Loewy  {J.  f.  Math. 
80,  326  (1875);  124,  117  (1904);  Math.  Ann.  62,  112  (1906)). 

Die  lineare  homogene  Differentialgleichung  Pz  = 0 von 
n^^^  Ordnung  ist  mit  der  linearen  homogenen  Differentialgleichung 
Qy  = 0 von  Ordnung  mit  gleichartigen  Koeffizienten  von 
derselben  Art,  falls  man  von  den  Integralen  von  Qy  = 0 zu 
denen  von  Pz  = 0 durch  die  Beziehung; 

2 = %{x)y  + «iC»)/  + . . . + 

Übergehen  kann;  die  a gehören  zu  demselben  Rationalitätsbereiche 
wie  alle  Koeffizienten  von  Pz  = 0 und  Qy  = 0. 

Gehören  von  zwei  linearen  homogenen  Differentialgleichungen 
derselben  Ordnung  die  eine  mit  der  anderen  zu  derselben  Art,  so 
sind  sie  gegenseitig  von  derselben  Art  (Fuchs,  Berl.  Sitzungsber. 
1888,  S.  1274). 
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Ist  eine  lineare  homogene  Differentialgleichung  irredumbel^ 
so  sind  alle  linearen  homogenen  Differentialgleichungen,  die  mit 
ihr  von  derselben  Art  sind,  ebenfalls  ausnahmslos  irreduzibel  und 
von  derselben  Ordnumg  (Fuchs,  Berl.  Sitzung sb er.  S.  1274). 

Die  lineare  homogene  Differentialgleichung  Ordnung,, 
die  ein  gegebenes  Fundamentalsystem  von  Lösungen  y-^  . . . y^. 
besitzt,  läßt  sich  in  Determinantenform  darstellen,  wobei  die 
Koeffizienten  Pi{x)  durch  die  Lösungen  2/i  • • • Vn  ausgedrückt 
werden : 


y 

y' 

y"  . . 

.y») 

Fy  = 

yi 

yi 

ff 

yi 

yn 

yn 

ff 

yn  •• 

■ yJf’ 

= A(y,  2/i,  = 0. 


Speziell  hat  man  die  Formel  von  Liouville  {Journ.  de 
Math.  (1)  3,  349  (1838)) 

pA^)  log  A (2/12/2...  2/ J dx 


Po  (^) 


dx 


Die  Determinante  A(p^y2  • . . y^  genügt  also  einer  linearen 
homogenen  Differentialgleichung  1.  Ordnung.  Ferner  genügen  alle 
aus  denselben  m Zeilen  von  A entnommenen  Minoren  einer  und 
derselben  linearen  homogenen  Differentialgleichung  und  bilden 
von  ihr  ein  Fundamentalsystem  von  Lösungen;  ersetzt  man  die 
m Zeilen  durch  m andere,  so  erhält  man  Gleichungen  derselben 
Art;  die  Gleichung,  die  A (2/12/2  • • heißt  die  (n  — my^ 

Assoziierte  von  Dy  = 0 (vgl.  Schlesinger,  a.  a.  0.  2 I,  125,. 
Loewy,  Trans.  Amer.  M.  S.  5,  61  (1904)).  Jacobi  hat  ge- 
zeigt, daß  die  erste  Assoziierte  in  naher  Beziehung  zu  der 
Lagrangeschen  Adjungierten  (vgl.  § 3)  steht. 

Auch  die  Galoissche  Theorie  (vgl.  Kap.  V,  § 12)  der 
algebraischen  Gleichungen  hat  ihr  Analogon  in  der  Theorie  der 
linearen  homogenen  Differentialgleichungen.  Das  allgemeinste 
Fundamentalsystem  , ^2  • • • Gleichung  (l)  läßt  sich  aus- 

einem  speziellen  2/ij  • • • durch  die  Gleichungen: 

k = n 

Vi  ^ ^ikyk  (e  = 1,  . . .,  «> 

* = 1 

ableiten,  die  die  allgemeine  lineare  homogene  Gruppe  G (vgl. 
S.  222)  definieren.  Diese  Gruppe  spielt  hier  dieselbe  Eolle^ 
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wie  die  Gruppe  der  Vertauschungen  von  n Buchstaben  für  die 
algebraische  Gleichung  Grades  (vgl.  S.  298). 

Die  Quotienten  ~ sind  als  Funktionen  der  y und  ihrer 

Ableitungen  Differentialinvarianten  (vgl.  Kap.  Xin,  § 3)  der 
Gruppe  Gj  und  jede  mit  den  y und  ihren  Ableitungen  ge- 
bildete Differentialinvariante  von  G ist  Funktion  der  ~ wid  ihrer 

Ableitungen  allein  (Appell,  Ann.  ec.  norm.  (2)  10,  400  (1881)). 

Einer  linearen  homogenen  Differentialgleichung  n^^^  Ordnung 
mit  rationalen  Koeffizienten  entspricht  eine  Untergruppe  JT  der 
allgemeinen  homogenen  linearen  Gruppe  in  n Veränderlichen  mit 
folgender  Doppeleigenschaft:  Jede  rationale  Funktion  V von 
yf’Vn  ihren  Ableitungen,  die  eine  rationale  Funktion  von  x 
istj  ändert  bei  allen  Transformationen  von  F ihren  Wert  nicht. 
Jede  rationale  Funktion  von  y-i  . • .y^  umd  ihren  Ableitungen,  die 
bei  den  Transformationen  von  F ihren  Wert  nicht  ändert,  ist  eine 
rationale  Funktion  von  x (Picard,  C.B.  96,  1131  (1883);  Traite 
d' Analyse  3,  531;  Vessiot,  Ann.  ec.  norm.  (3)  9,  197  (1892), 
vgl.  Loewj,  Math.  Ann.  65,  129  (1908)). 

Diese  Gruppe  heißt  die  Transformationsgruppe  oder  Matio- 
nalitätsgruppe  der  Gleichung.  Durch  eine  solche  Gruppe  I ist 
jede  Gleichung  charakterisiert.  Fine  lineare  homogene  Differential- 
gleichung ist  dann  und  nur  dann  durch  Quadraturen  integrier- 
bar, wenn  ihre  Bationdlitätsgruppe  eine  integrable  Gruppe  ist 
(vgl.  Kap.  XIII;  Vessiot,  a.  a.  0.). 

Die  allgemeine  lineare  homogene  Differentialgleichung  Ord- 
nung für  n';>l  ist  nicht  durch  Quadraturen  integrierbar 
a.  a.  0.). 

Durch  algebraische  Funktionen  integrierbar  ist  eine  lineare 
homogene  Differentialgleichung  dann  und  nur  dann,  wenn  ihre 
Bationalitätsgruppe  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Transformationen 
enthält  (Vessiot,  loc.  cit.). 

Hat  die  Gleichung  (l)  konstante  Koeffizienten,  also  die  Form: 

By  = 2/^”^  + + . . . = 0, 

wo  die  a Konstanten  sind,  so  läßt  sie  sich  durch  elementare 
Funktionen  integrieren.  Setzt  man 

f(x)  = x^  -jr  + . . . + 

und  bezeichnet  m eine  Konstante,  so  hat  man 
' P(e”‘*)  = , P'  (e“»)  = 
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Jede  Wurzel  m der  cJiaraJcteristischen  Gleichung  f(x)  = 0 
gibt  eine  Lösung  y = und  jede  Ä-fache  Wurzel  Ä Lösungen 
Die  so  erhaltenen  n Lösungen  sind  linear 
unabhängig  (Euler,  Mise.  Ber.  7, 193  (1743),  d’Alembert).  Sind 
die  Koeffizienten  reell.,  so  kann  man  die  2Ä;  Partikularlösungen, 
die  zwei  konjugiert-komplexen  Ä;-fachen  Wurzeln  m = cc  ^ ßi  der 
Gleichung  f{x)  = 0 entsprechen,  durch  Lösungen  der  reellen  Form 

cos , X^e^^  SVÜ.ßx  (ä  = 0,1,2, ..  1) 

ersetzen. 

Lineare  homogene  Differentialgleichungen  von  der  Form 
{a  + -f-  B{a  'bxY~'^y^^~^'^ 

wo  die  h,  A,  B . . . L Konstanten  sind,  reduzieren  sich  durch 
die  Substitution  a 3,uf  eine  lineare  Gleichung  mit 

konstanten  Koeffizienten. 

Eine  andere  Klasse  linearer  Gleichungen,  die  sich  durch 
elementare  Funktionen  integrieren  lassen,  hat  Halphen  (G.  B. 
9*2,  779  (1881))  angegeben.  Liouville  (Jowrw.  de  Math.  6, 
5 (1841))  hat  gezeigt,  daß  die  Gleichung 

y + 2%  + J y = 0, 

wo  h eine  Konstante,  n eine  ganze  Zahl  ist,  sich  durch  ele- 
mentare Funktionen  integrieren  lasse. 

Die  nicht  homogene  lineare  Differentialgleichung  (Gleichung 
mit  ziveitem  Glied)  hat  die  Form 

(2)  P^  = ä(®), 

WO  g{x)  eine  Funktion  von  x ist. 

Kennt  man  von  ihr  ein  partikuläres  Integral  Zq  und  setzt 
^ -\r  Vi  SO  kommt  man  auf  By  = 0 ?iurück.  Das  allge- 

meine Integral  von  (2)  ist  dann: 


k = n 


k = l 


WO  yi-  ‘ .y^  ein  Fundamentalsjstem  von  Lösungen  von  Py  = 0 ist. 

Durch  seine  Methode  der  Variation  der  Konstanten  hat 
Lagrange  {(Euvres  4,  111;  5,  123)  gezeigt,  daß  man,  wenn 
man  das  allgemeine  Integral  von  Py  = 0 kennt,  das  von  Glei- 
chung (2)  durch  Quadraturen  bestimmt. 

Pascal,  Eepertorium.  1.2.  2.  Aufl. 


35 
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Sei  nämlich  das  allgemeine  Integral  von  Py  = 0: 


k = n 


y 


^%kyk  j 


k = l 


de 


so  löse  man  die  folgenden  linearen  Gleichungen  nach  den  ^ auf: 


dx 


= 0.  ^ 


dx 


0 . . . 


4^  dx 

(l{x) 


dx  Po  (^)  ’ 

integriere  die  sich  ergebenden  Beziehungen: 


de^ 

dx 


= 9>i  (»)  • • 


= 


und  findet  durch  n Quadraturen  die  ...  e^,  die,  in  den  Aus- 
druck für  y eingesetzt,  das  allgemeine  Integral  von  (2)  liefern. 
Kennt  man  ein  partikuläres  Integral  von  Py  = 0,  so  reduziert 
die  Integration  von  (2)  sieb  auf  die  Integration  einer  anderen 
nicht  homogenen  Gleichung  von  niedrigerer  Ordnung. 

Die  linearen  Systeme,  deren  allgemeine  Form  ist 

k = n 

k = n 


haben  analoge  Eigenschaften  wie  die  linearen  Gleichungen.  Sind 
die  g).  gleich  Null,  so  heißt  das  System  homogen’^  es  besitzt  Fun- 
damentalsysteme, gebildet  aus  n Lösungen  y.j^  (iÄ  = 1,2...«),  deren 
Determinante  A = | y-^^  \ nicht  identisch  Null  ist.  Die  allge- 
meine Lösung  ist  n 

Vi  ^ y!  h'dki  1 {i  = l...n) 

k^l 


WO  die  e Konstanten  sind.  Sind  die  fik  konstant,  so  läßt  das 
homogene  System  sich  durch  elementare  Funktionen  integrieren. 
Das  nicht  homogene  System  läßt  sich  durch  Quadraturen  in- 
tegrieren, sobald  das  entsprechende  homogene  System  integriert  ist 
(vgl.  Schlesinger,  Vorl.  über  lineare  Differentialgleichungen , 
Leipzig  1908). 

Die  linearen  Systeme  sind  ein  spezieller  Fall  von  Differential- 
gleichungen mit  Fundamentallösungen,  d.  h.  Gleichungen,  deren  all- 
gemeine Lösung  sich  vermittelst  einer  bestimmten  Anzahl  parti- 
kulärer Lösungen  und  willkürliche  Konstanten  ausdrücken  läßt; 
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sie  sind  behandelt  von  Königsberger  (Acta  Math.  3,  1 (1883)); 
Vessiot  (Ann.  ec.  norm.  (3)  10,  53  (1893);  G.  B.  116,  1112 
(1893));  Bohlmann  (J.  f.  Math.  115,  89  (1895);  Guldberg 
(J.  f.  Math.  115,  111  (1895))  und  Lie  (Leipz.  Ber.  45,  341 
(1893);  48,  394  (1896);  vgl.  Lie-Scheffers: 

Gruppen,  Kap.  XXIV). 

Da  eine  lineare  Differentialgleichung  n^^^  Ordnung,  wenn 
^ > 1 ist,  sich  nicht  durch  Quadraturen  integrieren  läßt,  hat 
man  ihre  Integrale  in  Beihen  entwickelt.  Bei  Aufstellung  der 
Reihen  und  Untersuchung  ihrer  Konvergenzgebiete  hat  man  auf 
die  singulären  Stellen  zu  achten.  Die  Singularitäten  der  Integrale 
einer  Differentialgleichung  werden  in  feste  und  bewegliche  singuläre 
Stellen  eingeteilt,  je  nachdem  sie  von  den  Koeffizienten  der  Diffe- 
rentialgleichung allein  abhängen,  oder  auch  von  den  willkürlichen 
Integrationskonstanten.  Die  Integrale  einer  linearen  Gleichung 
haben  nur  feste  Singularitäten,  was  auch  bei  den  Integralen  der  oben 
genannten  Gleichungen  mit  Fundamentallösungen  der  Fall  ist. 

Im  Jahre  1884  bestimmte  Fuchs  (Bert.  Sitzxmgsb.  (1884) 
699)  sämtliche  algebraischen  Differentialgleichungen  1.  Ordnung, 
deren  Integrale  feste  singuläre  Punkte  besitzen.  Bald  darauf 
zeigte  Poincare  (Acta  Math.  7,  1 (1885)),  daß  diese  Gleichungen 
sich  entweder  durch  Quadraturen  lösen  oder  auf  lineare  Diffe- 
rentialgleichung 2.  Ordnung  reduzieren  lassen.  Picard  (Acta 
Math.  17,  297  (1893))  betrachtete  zuerst  die  algebraischen  Diffe- 
rentialgleichungen 2.  Ordnung,  deren  Integrale  feste  singuläre 
Punkte  besitzen.  Painleve  (Acta  Math.  25,  1 (1902))  gab  dann 
eine  allgemeine  Methode,  sämtliche  solche  Gleichungen  2.  Ord- 
nung zu  bestimmen.  Seine  Resultate  sind  von  Gambier  (Acta 
Math.  33,  1 (1909))  vervollständigt. 

Sind  in  der  linearen  homogenen  Gleichung  Py  — 0 die 
Koeffizienten  eindeutige  Funktionen  von  Xy  die  nur  eine  endliche 
Anzahl  von  singulären  Stellen  besitzen,  und  läßt  man  die  Variable  x 
einen  geschlossenen  Umlauf  in  der  iC-Ebene  ausführen,  so  erleiden 
die  verschiedenen  Fundamentalsjsteme  verschiedene  lineare  Sub- 
stitutionen. Zu  jedem  singulären  Punkt  gehört  eine  Fundament 
talsubstitution.  Die  Gesamtheit  aller  Fundamentalsubstitutionen 
der  Gleichung  erzeugt  die  Substitutionsgruppe  oder  Monodromie- 
gruppe  der  Gleichung. 

Bei  einem  geschlossenen  Umlauf  um  einen  einzigen  singu- 
lären Punkt  X = a erleidet  jedes  Fundamentalsystem 
eine  lineare  Substitution,  also 

Vt  = H 1-  »i«-  <•■  = 1. 2 • • • ») 

35* 
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Soll  ein  Integral  bei  einem  solchen  Umlauf  sich  bis  auf 
einen  konstanten  Faktor  fi  reproduzieren,  so  muß  die  Glei- 
chung Grades: 


9') 

«21,  . . ., 

^22  ’ ' • • ? 

^w2 

= 0 

^In') 

^2«>  • • •) 

befriedigen;  diese  Gleichung  heißt  die  m dem  Funkte  gehörige 
Fundamentalgleichung  (Fuchs,  J.  f.  Math.  66,  133  (1866))  oder 
charakteristische  Gleichung;  sie  ist  unabhängig  von  der  Wahl  des 
Fundamentalsystems  Vi  • • • Vn- 

Wenn  die  Gleichung  (a)  nur  verschiedene  Wurzeln  besitzt, 
so  gibt  es  ein  Fimdamenialsystem  u^,  ...  u^,  das  multipliziert 
mit  den  Konstanten  ftg»  • • • reproduziert.,  wenn  x sich 

um  a bewegt.  Die  n Integrale  haben  die  Form 

u^=  (x  — afi  q)i{x')  (i  = 1,  2 . . . «) 

9 eindeutige  Funktionen  von  x 

in  der  Umgebung  von  a sind. 

Sind  aber  die  Wurzeln  der  Gleichung  {a)  nicht  sämtlich  ver- 
schieden., ist  vielmehr  g eine  X-fache  Wurzel,  so  tritt  an  Stelle  von 
X Integralen  von  der  eben  angegebenen  Form  die  folgende  Gruppe 
von  Integralen^ 

= (®  - «)"  {?>0«(»)  + - «)  2.,.;,) 
+ • • • + W [iog(*  - «)T“M  > 

wo  V = log  g,  und  die  q)  in  der  Umgebung  von  x = a ein- 
deutige Funktionen  sind;  die  i Funktionen  cpQ^,  gojg,  • • • ^i-i  i 
der  letzten  Kolonne  unterscheiden  sich  nur  durch  konstante  Faktoren. 

Ein  Integral  u besitzt  in  einem  Punkte  x = a eine  Stelle 
der  Bestimmtheit,  wenn  die  Laurent  sehen  Eeihen  für  die  Funk- 
tionen QD  keine  oder  eine  endliche  Anzahl  Potenzen  von ent- 

^ X — a 

halten.  Im  andern  Fall  ist  x = a eine  Stelle  der  Unbestimmtheit. 

Damit  eine  lineare  homogene  Differentialgleichung  mit  ein- 
wertigen Koeffizienten,  die  man  immer  in  der  Form 

(x  — aYy^^^  + (ic  — + • • • Pnip)y  = ^ 

ansetzen  kann,  ein  Fundamentalsystem  von  Integralen  besitzt,  für 
die  die  Stelle  x = a eine  Stelle  der  Bestimmtheit  ist,  ist  notwendig 
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und  hinreichend,  daß  die  FtmJcfionen  p^{x)  . . . p^^ix)  für  x^a 
eindeutig  und  stetig  sind,  diso  sich  nach  ganzen  positiven  -Potenzen 
von  X — a entwichekb  lassen. 

Die  linearen  Gleichungen  von  der  Form 

+ • • • + ^«2/  = 0,  - 

wo  — (x  — a^) . . .(x  — a^)  und  g^  eine  ganze  rationale  Funk- 
tion von  X vom  Grade  ^^(n — l)  ist,  werden  als  Fuchsscher 
Typus  bezeichnet.  Dieser  ist  charakterisiert  als  diejenige  Gattung 
linearer  homogener  Differentialgleichungen  mit  eindeutigen  Ko- 
effizienten, deren  Integrale  nirgends  eine  Stelle  der  Unbestimmt- 
heit besitzen.  Einen  besonderen  Fall  (n  = 2,  drei  singuläre 
Punkte)  bildet  die  Differentialgleichung  der  Riemannschen 
P- Funktion,  die  im  wesentlichen  mit  der  Differentialgleichung 
der  Gaußschen  Reihe  übereinstimmt.  Ferner  hat  Fuchs  darauf 
hingewiesen,  daß  jede  algebraische  Funktion  einer  Variablen 
einer  linearen  Differentialgleichung  dieser  Art  genügt.  Das 
Problem  der  algebraisch  integrierbaren  linearen  Differential- 
gleichungen ist  insofern  mit  der  Aufstellung  aller  endlichen 
Gruppen  linearer  Substitutionen  verknüpft,  als  für  die  algebrai- 
sche Integrabilität  notwendig  und  hinreichend  ist,  daß  die  be- 
treffende Differentialgleichung  zum  Fuchs  sehen  Typus  gehört, 
und  daß  ihre  Substitutionsgruppe  endlich  ist. 

Thome  (J.  f.  Math.  83,  89  (1877))  hat  gewisse  einfachste 
Fälle  von  Integralen,  die  in  x ~ a unbestimmt  werden,  entdeckt 
und  eingehend  untersucht;  es  sind  dies  Integrale  der  Form 

e9{^)[x  — ay(p(x), 

wo  g(x)  eine  ganze  rationale  Funktion  von  (x  — öt)“\  9>(ic) 
eine  gewöhnliche  Potenzreihe  von  x — a bedeutet.  Thome  nennt 
sie  Normalintegrale.  Die  Reihen  q)(x)  sind  im  allgemeinen  diver- 
gent. Die  Bedeutung  dieser  divergenten  Reihen,  die  der  Diffe- 
rentialgleichung formell  genügen,  hat  Poincare  (0.  B.  101, 
939,  990  (1885);  Am.  Journ.  7,  203  (1885))  untersucht.  Er 
zeigte,  daß  eine  solche  Normalreihe  vom  Range  jp,  wobei  p der 
Grad  der  ganzen  Funktion  giß).,  stets  gewisse  Lösungen  asymp- 
totisch darstellt,  wenn  sich  die  Variable  x dem  Punkte  a in  einer 
bestimmten  Richtung  annähert.  Über  die  Anzahl  der  in  x — a 
sich  bestimmt  verhaltenden  Integrale  einer  linearen  Differential- 
gleichung mit  rationalen  Koeffizienten  vgl.  Perron,  Acta  math. 
34,  139  (1910),  Math.  Yer.  19,  129  (1910). 

In  dem  Falle,  wo  die  Normalreihen  divergieren,  geben  sie 
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über  das  funktionentheoretische  Verhalten  der  Lösungen  in  der 
Umgebung  der  betreffenden  Stelle  keinen  unmittelbaren  Aufschluß. 

Für  die  Bestimmung  der  wahren  Exponenten  (oder  der 
Wurzeln  der  zu  dem  betreffenden  Punkte  gehörigen  Fundamental- 
gleichung) und  der  Koeffizienten  jener  Laurentschen  Keihen,  für 
die  sich  lineare  Kekursionsformeln,  aber  in  Form  von  unendlich 
vielen  Gleichungen  mit  unendlich  vielen  Unbekannten  ergeben, 
hat  zuerst  Hamburger  (J.  f.  Math.  83,  185;  84,  264  (1877)) 
eine  Methode  angegeben.  Eine  zweite  Methode  besteht  in  der  An- 
wendung der  unendlichen  Determinanten  (v.  Koch,  Acta  Math.  15, 
33  (1891);  16,  217  (1892);  vgl.  Horn,  Gew.  Diff.,  Leipzig  1905, 
S.  206).  Neben  dem  Fall,  wo  das  allgemeine  Integral  einer  linearen 
Differentialgleichung  algebraisch  ist,  hat  man  auch  die  Fälle  be- 
trachtet, wo  weniger  als  n linear  unabhängige  Integrale  algebraisch 
sind.  Ist  für  eine  lineare  Differentialgleichung  nur  ein  partikuläres 
Integral  algebraisch,  so  ist  dieses  die  Wurzel  einer  rationalen  Funk- 
tion. Lame  {Legons  sur  les  fonctions  inverses  des  transcendants  et 
les  surfaces  isothermes.,  1857)  stellte  die  Frage,  wann  die  Differential- 
gleichung 

^ ll  “ = 0 

Bix)  = (1  — (1  — 

durch  eine  ganze  rationale  Funktion  von  x befriedigt  werden 
kann.  Es  zeigt  sich,  daß  n eine  ganze  Zahl  sein  muß  und  h 
als  Wurzel  einer  gewissen  algebraischen  Gleichung  zu  wählen  ist. 
Hermite  (C.  B.  85,  689,  728f.  (1877))  hat  dann  an  die  Lame- 
sche  Gleichung  die  Aufgabe  geknüpft,  das  allgemeine  Integral  für 
den  Fall  zu  bestimmen,  daß  h beliebig,  während  n noch  eine 
ganze  Zahl  ist.  Die  Untersuchungen  von  Hermite  sind  später  von 
Picard  (C.  B.  90,  128,  293 f.  (1880))  und  anderen  fortgesetzt. 

In  betreff  eingehender  Untersuchungen  der  linearen  Diffe- 
rentialgleichungen und  der  Leistungen  der  hier  tätigen  Mathe- 
matiker siehe  Schlesinger,  Handh.  d.  Th.  d.  lin.  Differen- 
tialgl.  und  , ^Bericht  üb.  d.  Entwicklung  d.  Th.  d.  lin.  Differentialgl. 
seit  1865‘\  (Math.-Ver.  18,  133  (1909)),  samt  Schlesinger, 
Vorlesungen  üb.  lin.  Differentialgl.  (1908). 

Bei  gewissen  Fragen  der  mathematischen  Physik  handelt 
es  sich  um  die  Integration  von  linearen  Differentialgleichungen 
aus  anderem  Gesichtspunkt;  so  führt  z.  B.  das  Problem  einer 
schwingenden  ungleichförmigen  Saite  auf  die  Gleichung 

y"  = l<f{x)y, 
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wo  g}{x)  eine  gegebene  positive  Funktion  von  x bedeutet.  Im  Jahre 
1763  wurde  von  d^Alembert  gezeigt,  daß  man  den  Parameter 
X so  bestimmen  kann,  daß  die  Gleichung  eine  Lösung  zuläßt, 
welche  in  den  Punkten  x — a und  x = h verschwindet,  ohne 
identisch  zu  verschwinden.  Die  grundlegende  Abhandlung  in 
dieser  Art  von  Fragen  ist  von  Sturm  (Journ.  de  Math.1,  106 
(1836)).  Er  betrachtet  die  lineare  homogene  Differentialgleichung 
2.. Ordnung,  welche  er  in  der  Gestalt  schrieb: 


d 


-f  (^2/  = 0. 


Hierbei  bedeuten  K und  G beliebige  Funktionen  von  x und 
von  einem  Parameter  1,  welche  in  dem  Intervall  a^x^h 
nicht  unendlich  werden  dürfen.  Er  beweist  das  folgende  so- 
genannte Oszillationstheorem:  Lassen  wir  X zwischen  zwei  (end- 
lichen oder  unendlichen)  Werten  X'  und  X"  variieren  (X'  < l"). 
Hierbei  möge  mit  wachsenden  X die  Funktion  G monoton  ab- 
nehmen, K aber  monoton  wachsen;  und  zwar  möge  das  Ver- 
hältnis GjK  von  -1-  oo  bis  — oo  abnehmen.  Seien  ferner  /’i(l) 
wnd  zwei  willkürliche  gegebene  Funktionen.,  lü eiche  mit  X 

monoton  wachsen.  Dann  gibt  es  einen  und  nur  einen  Wert 
X — X^  für  welchen  die  gegebene  Gleichung  eine  Lösung  y besitzt, 
welche  in  dem  Intervall  a x <ib  eine  beliebig  vorgeschriehene 
Anzahl  von  Malen  verschwindet,  und  für  welche  die  Funktion 

F^jy  in  den  Punkten  a und  b bzw.  die  Werte  /’i(X)  und 
— f^ik)  annimmt. 

Die  Resultate  von  Sturm  sind  später  teils  auf  ihre  Gültig- 
keit (Bocher)  untersucht,  teils  in  mehreren  Richtungen  erwei- 
tert (Lord  Rayleigh).  Im  Jahre  1881  betrachtete  Klein  die 
Lame  sehe  Gleichung  in  der  Form 


Ax-VB  _ 

^{x  — ef)  {x  — e^)  {X  — ef)  ^ 


wo  e^<i  e2<C.  Cg  ist.  Er  betrachtet  zwei  Segmente  der  ic- Achse 
a^b^  und  agb^,  von  denen  jedes  in  einem,  und  zwar  nicht  beide 
in  demselben,  der  Intervalle  ^3  ^ stellt 

folgendes  Theorem  auf  (Math.  Ann.  18,  410  (1881);  vgl.  Bocher, 
Bull.  Amer.  Soc.  (1898),  307): 

Man  kann  die  reellen  Parameter  A und  B , und  ztvar  nur 


552  Kapitel  X.  Gew.  Differentialgleich,  u.  Differenzengleich. 


in  einer  Weise,  so  bestimmen,  daß  die  gegebene  Gleichung  ztvei 
Lösungen  und  besitzt,  von  denen  y^  in  den  Punkten 
und  b^  verschwindet  und  ztvischen  diesen  Punkten  eine  beliebig 
vorgeschriebene  Anzahl  von  Nullpunkten  besitzt,  während  y^  in 
den  Punkten  a^  und  b^  verschivindet  und  zwischen  diesen  Punkten 
eine  beliebig  vorgeschriebene  Anzahl  von  Nullpunkten  besitzt. 

Ein  allgemeineres  Theorem  ist  später  von  Bocher  {Bull, 
of  Amer.  Soc.  1898,  Mai  u.  Okt.)  aufgestellt.  Die  Untersuchungen 
von  Hilbert  {Gott.  Nachr.  1904 — 1906)  über  die  Fredholm- 
seben  Integralgleichungen  hat  auf  die  Sturm  sehen  Sätze  und  das 
Kl  ein  sehe  Oszillationstheorem  neues  Licht  geworfen  und  eine  Er- 
weiterung dieser  Sätze  gestattet  (vgl.  Hilb,  Math.-Ver.  16,  279 
(1907);  Math.  Ann.  68,  24  (1909);,  Weyl,  Math.  Ann.  68,  220 
(1910);  Eichardson,  Math.  Ann.  68,  279  (1910)).  Siehe  auch  , 
Picard,  Bend.  Palermo  29,  79  (1910).  In  betreff  Literatur  | 
und  weiterer  Untersuchungen  auf  diesem  Gebiet  vgl.  man  den 
Artikel  von  Bocher  in  Enzykl.  2,  437. 

§ 5.  Systeme  von  simultanen  Differentialgleichungen. 

Es  liege  ein  System  von  n Differentialgleichungen  vor, 
welches  eine  unabhängige  Variable  x,  n abhängige  Variablen 
y^  ' ■ ‘ Vn  Ableitungen  nach  x bis  zu  einer  gewissen 

Ordnung  enthält.  Ein  solches  System  wird  ein  System  simul- 
taner Differentialgleichungen  genannt.  Wenn  Ableitungen  höherer 
als  der  1.  Ordnung  vorhanden  sind,  so  setze  man 

^ ^ 
dx  ~ dx  dx^  u,..  . 

und  vereinige  diese  neuen  Gleichungen  mit  den  gegebenen;  auf 
diese  Art  wird  das  System  auf  ein  System  von  Gleichungen 
1.  Ordnung  reduziert. 

Wir  betrachten  im  folgenden  ein  System  von  Gleichungen 
1.  Ordnung,  die  nach  den  Ableitungen  aufgelöst  sind  (vgl. 
Jordan,  Cours  d’ Analyse  3,  § 3): 

(1)  ^ = (i=l,2.,.») 

Die  Zahl  n heißt  die  Ordnung  des  Systems  (l).  Das  klassi- 
sche Verfahren  zur  Integration  des  Systems  (l)  besteht  in  der 
sukzessiven  Erniedrigung  der  Ordnung  des  Systems.  Zu  diesem 
Zweck  bestimmt  man  ein  erstes  Integral  (p{x,  y^^  . . . y^  = a 
und  eliminiert  mit  dessen  Hilfe  eine  der  Unbekannten  z.  B.  y^ 
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aus  dem  System  (l).  Man  erhält  so  ein  System  (n  — 1)*®^ 
Ordnung  in  man  ebenso  weiter  behandelt  usw. 

Die  Aufsuchung  eines  ersten  Integrals  q){x^y^  ...  y^  kann  mit 
Hilfe  von  Multiplikatoren  geschehen;  da  (p  durch  eine  Identität 
der  Form  n 


dcp 


fiäx) 


1 


definiert  ist,  kann  es  durch  eine  Quadratur  erhalten  werden,  so- 
bald die  ja/  so  bestimmt  sind,  daß  die  rechte  Seite  der  letzten 
Gleichung  ein  vollständiges  Differential  wird.  Diese  Multipli- 
katoren sind  von  Jacobi  (Werke  4,  236)  untersucht. 

Ein  Jacobischer  Multiplikator  M des  Systems  (l)  wird 
durch  folgende  Gleichung  definiert: 


Für  n — 1 reduziert  er  sich  auf  den  gewöhnlichen  Euler- 
schen  Integrationsfaktor. 

Ist  M ein  Multiplikator  des  Systems  (l)  und  (p  = c ein 
erstes  Integral,  so  ist  auch  M • cp  ein  Multiplikator  desselben. 
Stellen  cp^  = , (p2  = c^,  . . . cp^  = ein  allgemeines  Integral  dar, 

so  sind  alle  Multiplikatoren  des  Systems  in  der  Form  enthalten: 

9>2>  • • ■ 

Der  Quotient  zweier  Multiplikatoren  des  Systems  ist  ein 
Integral  des  Systems. 

Wenn  man  n — 1 Integrale  und  einen  Multiplikator  kennt, 
bestimmt  sich  das  letzte  Integral  durch  eine  Quadratur  (Satz  vom 
letzten  Multiplikator). 

Ist  M ein  Multiplikator  des  System  (l)  in  den  Veränder- 
lichen X,  y^  . . . y^^  und  führt  man  in  das  System  die  neuen 
Veränderlichen  Wj  . . . ein,  so  hat  das  transformierte  System 
den  Multiplikator 

d{z,u^...u„)  d{x,y^...y^) 

Jacobi  hat  seine  Theorie  auf  lineare  Systeme  angewendet. 
Andere  Anwendungen  gibt  Malmsten  (Journ.  de  Math.  (2)  7, 
257  (1862)),  Andrejewski  (C.B.  68,  716  (1869))  undWinckler 
(Wien.  Der.  80,  948  (1879)). 

Das  System  wird  oft  in  der  symmetrischen  Form  gegeben 
dx  dy.  dy^  dy^ 
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Sind  hier  speziell: 

X = üqX  + + • • • ttnVn  + <^«  + 1 

Ti  = %iX  + a^^y^  H h (i  = i,2...») 

SO  liefert  das  System,  wenn  man  jedes  der  n 1 Verhältnisse 
gleich  ^ setzt,  als  Integrale  ^ + 1 Ausdrücke  vom  Typus 

^ + KiVi  + . • . + + 

worin  die  Größen  \ die  n 1 Wurzeln  der  Gleichung 

% ^ t ^011  ^02  » • • • ^ 

^15  — Ä:,  ^in 

%n  j M ^nn  ^ 

bezeichnen  und  die  Werte  von  sich  aus  den  Gleichungen 
ergeben ; 


^0*^0 

+ hi«oi 

+ • 

' ‘ K + l^i%n 

— 

+ ^i“ii 

+ • 

' * + K-hl,i^ln 

• 11 

. 

,1  + * 

' ’ ^n  + l,i^n  + l,n  ^n  + l,i^i 

Eliminiert  man  t aus  den  w + 1 so  erhaltenen  Ausdrücken, 
so  findet  man  n Integrale  mit  n Konstanten.  Ein  etwas  all- 
gemeineres System  ist  von  Hesse  {J.  f.  Math.  25,  171  (1843)) 
integriert  worden. 

Bei  der  Integration  eines  Systems  von  der  Form  (l)  kann 
man  immer  n — 1 der  unbekannten  Funktionen  samt  ihren  Ab- 
leitungen eliminieren  und  eine  gewöhnliche  Differentialgleichung 
^ter  Ordnung  ableiten,  die  mit  n Konstanten  zu  integrieren  sind 
(vgl.  Jacobi,  J.  f.  Math.  2,  317  (1827)). 


Ein  simultanes  System  von  Differentialgleichungen  kann 
wie  die  einzelne  Differentialgleichung  singuläre  Lösungen  be- 
sitzen, die  sich  sowohl  aus  dem  System  selbst  als  aus  ihrem 
allgemeinen  Integral  ableiten  lassen;  im  allgemeinen  besitzt  es 
keine  singuläre  Lösung  (vgl.  Picard,  Tratte  d'Analyse  3,  52). 

In  betreff  der  ausgedehnten  Literatur  über  Differential- 
gleichungen wie  einer  eingehenden  Würdigung  der  Leistungen 
der  verschiedenen  Mathematiker  auf  diesem  Gebiete  sei  auf  die 
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Eeferate  der  EmyJcl.  2,  189  und  230  von  Painleve  und  Vessiot 
hingewiesen.  Ebenso  gibt  das  Werk  von  Hagen,  Synopsis  der 
höheren  Mathematik^  Bd.  3,  eine  übersichtliche  Darstellung  der 
Theorie  der  Differentialgleichungen. 

§ 6.  Die  Differenzengleichungen. 

Eine  Differenzengleichung  ist  eine  Eelation  zwischen  einer 
Funktion  y^^  ihren  sukzessiven  Werten  y^^^i  • • • ^^r 

unabhängigen  Variabein  X‘. 

2/x+i.  • • • Vx^-n)  = 0. 

Enthält  die  Gleichung  sowohl  y^  als  Glei- 

chung von  n^^^  Ordnung.  Eine  Funktion  die  der  Gleichung 
genügt,  heißt  ein  Integral  oder  eine  Lösung  der  Gleichung.  Eine 
allgemeine  Lösung  einer  Gleichung  Ordnung  ist  eine  solche, 
die  von  n wesentlichen  „Konstanten“  (d.  h.  periodischen  Funk- 
tionen von  der  Periode  1)  abhängt.  Eine  partikuläre  Lösung 
enthält  weniger  als  n „Konstanten“. 

Die  einzige  Klasse  von  Differenzengleichungen,  die  einiger- 
maßen untersucht  sind,  sind  die  linearen  Differenzengleichungen, 
die  die  Form  haben: 

Vx  + n + P}^'^yx  + n-l+  + -) H + + = 0. 

WO  die  p^  Funktionen  von  x sind;  ist  = 0,  so  heißt  die 

Gleichung  homogen.  Ist  y^  eine  partikuläre  Lösung  dieser  Glei- 
chung, und  setzt  man  yx  — Vx'^^x'i  Lösung  der 

linearen  homogenen  Gleichung: 

(1)  ^Vx  = Vx  + n+P^’-'^yx  + n-l  -I +pj-”'^yx  = 0. 

Die  Theorie  der  linearen  homogenen  Gleichung  (l)  bietet 
eine  ausgedehnte  Analogie  zu  der  Theorie  der  linearen  homo- 
genen Differentialgleichungen.  Die  meisten  in  § 4 aufgestellten 
formalen  Sätze  über  lineare  homogene  Differentialgleichungen 
übertragen  sich  ohne  weiteres  auf  die  Gleichung  (l).  In  betreff 
der  Existenz  der  Lösungen  einer  linearen  homogenen  Differenzen- 
gleichung siehe  Nörlund  (C.  B.  15.  Nov.  1909)  und  Wallen- 
berg {Berl.  Math.  Ges.  9,  1,  25.  Nov.  (1909)). 

Man  hat  die  Formel 

Hyx^x)  = ^xPyx  + ^»xP'yx+^^^xP"yx  H 

WO 
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-P'2/x  + 

Diese  Formel  ermöglicht  die  Ordnungserniedrigung  von 
(l)  um  eine  Einheit,  sobald  man  eine  partikuläre  Lösung  j 
kennt;  genügt  zugleich  den  Gleichungen  P^^  = 0, 

P'Vx  = p,  . . . = 0,  d.  h.  sind  2/^(1),  xyj>\  . . . 

gleichzeitig  Lösungen  von  (l),  so  erniedrigt  sich  die  Ordnung 
um  h Einheiten.  Man  kann  so  die  Ordnung  um  h Einheiten  er- 
niedrigen, wenn  man  Ic  partikuläre  Lösungen  kennt;  aber  man 
muß  voraussetzen,  daß  diese  Lösungen  linear  unabhängig^  d.  h. 
durch  keine  homogene  lineare  Relation  mit  „konstanten“  Koeffi- 


zienten,  verknüpft  seien.  Die  Bedingung 

dafür  ist, 

daß  die 

Determinante 

yß--- 

yx^'^^  ■ • • 

yx% 

V 0) 

ffx+k-1  * 

nicht  identisch  Null  ist,  Casorati,  Hom.  Att.  L.  Mem.  5 (1880). 
(Vgl.  S.  154.)  Ein  System  von  n linear  unabhängigen  Lösungen 
nennt  man  ein  Fwndamentalsystem.  Die  allgemeine  Lösung  von 
(1)  ist 

yx=  + <^2yx^  + ■ • ■ + 
wenn  . . . yj-^^  ein  Fundamentalsystem  bilden,  und 
willkürliche  „Konstanten“  bedeuten.  Die  lineare  Unabhängigkeit 
der  Lösungen  eines  Fundamentalsystems  schließt  nicht  aus,  daß 
zwischen  denselben  homogene  Relationen  höheren  Grades  be- 
stehen. 

Man  kann  die  Ordnung  der  Gleichung  Py^  = 0 auch  jedes- 
mal erniedrigen,  wenn  man  eine  andere  lineare  homogene 
Differenzengleichung  Qy^^  0 kennt,  die  mit  ihr  Lösungen  ge- 
mein hat  (Pincherle,  Jfem.  del.  B.  Äc.  di  Bologna  (5),  5, 
87  (1895)). 

Eine  lineare  homogene  Differenzengleichung  heißt  nach 
Pincherle  irreduhtibel^  wenn  sie  mit  keiner  linearen  homogenen 
Differenzengleichung  von  niedrigerer  Ordnung  mit  gleichartigen 
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Koeffizienten  eine  Lösung  gemein  fiat ; anderenfalls  fieißt  sie 
reduktibel.  Für  den  Begriff  vollständig  reduktibel  vgl.  Guldberg 
{Arcli.  f.  Math,  og  Natur.  27,  15  (1906)). 

Eine  lineare  Gleicfiung  Py^  — 0.,  die  mit  einer  irreduk- 
tiblen  Gleicfiung  Qy^  = 0 mit  gleicfiartigen  Koffizienten  eine 
Lösung  gemein  fiat,  wird  durcfi  jede  Lösung  von  Qy^.  = 0 
erfüllt  (vgl.  Pincfierle,  Le  Operadoni  Distributive  e le  loro 
Applicazioni  alVÄnälisi,  Cap.  X;  Guldberg,  Monatsh.  f.  Math. 
16,  214  (1905)). 

Das  Tdeinste  Vielfache  Uy^  und  der  größte  gemein- 

same Teiler  von  zwei  linearen  homogenen  Differenzenausdrücken 
Py^  und  Qy^  wird  ebenso  wie  die  Zerlegung  eines  Ausdruckes 
Py^  analog  wie  bei  den  linearen  homogenen  Differentialausdrücken 
definiert  und  bestimmt,  über  die  Vertauscfibarkeit  linearer  homo- 
gener Differenzenausdrücke  s.  Wallenberg  {Arch.  Math.  Phys. 
(3)  15,  151  (1909)). 

Die  lineare  Differenzengleicfiung  Pz^  = 0 von  Ordnung 
ist  mit  der  linearen  Differenzengleicfiung  Qy^  = 0 von  Ord- 
nung mit  gleicfiartigen  Koeffizienten  von  derselben  Art.,  falls 
man  von  den  Integralen  von  Qy^  = 0 zu  denen  von  Pz,^  = 0 
durcfi  die  Beziehung 


mit  gleicfiartigen  Koeffizienten  übergehen  kann.  Es  bestehen 
analoge  Sätze  wie  bei  den  linearen  Differentialgleichungen  (Guld- 
berg, Palermo  Circ.  mat.  19,  167  (1905));  Wallenberg  (^Arch. 
Math.  Phys.  (3),  14,  210  (1909)). 

Die  lineare  Gleicfiung  ^*®^  Ordnung  Py^  — 0 , die  ein  ge- 
gebenes Fundamentalsystem  von  Lösungen  yj^^  . . . yj'^^  besitzt, 
läßt  sich  in  Determinantenform  darstellen,  wobei  die  Koeffizienten 
pj^^  durcfi  die  Lösungen  ausgedrückt  werden 

= Mux,  Vx^K  • • • Vx”'')  = 0 


mit  der  oben  angegebenen  Bedeutung  von  A.  Speziell  fiat 
man  die  Hey  mann  sehe  Formel: 


(-  = 


^x  + l 


--S/xW) 


^x(2/x(‘>---2/x«) 

(Heymann,  J.  f.  Math.  109,  114  (1892)). 

Alle  aus  denselben  »-Zeilen  von  ent- 

nommenen  Minoren  genügen  einer  und  derselben  linearen  homo- 
genen Differenzengleicfiung  und  bilden  von  ihr  ein  Fundamental- 
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System;  die  Gleichung,  der  A genügt,  heißt  die 
{n-rnf^  Assoziierte  von  Py^  = 0 (Guldberg,  Arch.  Math.  Phys. 
(3)  8,  278  (1904)). 


i 


Die  Minoren  letzter  Zeile  von  Py^^i  dividiert  durch 
+ Multiplikatoren  von  Py^  und  genügen  \ 

der  „adjun gierten“  Differenzengleichung  P'z^  = 0;  es  besteht  die  j.' 
Beziehung  y^P'z^=  AP(y^,  gj;  P(y^,  g^  heißt  der  he- 

gleitende  bilineare  Differenzenausdruck  (Bartolotti,  Pom.  Att. 

L.  Pend.  (5)  5,  349  (1896);  Wallenberg,  Perl.  Math.  Ges. 

7,  50  (1908);  8,  22  (1908)). 

Auch  die  P i c a r d - V e s s i o t sehe  Theorie  der  linearen  I 
Differentialgleichungen  hat  ihr  Analogon  in  der  Theorie  der 
linearen  homogenen  Differenzengleichungen.  j 

Eine  gegebene  lineare  homogene  Differenzengleichung  j 

Ordnung  mit  rationalen  Koeffizienten  entspricht  einer  Unter-  I 
gruppe  6r  der  allgemeinen  homogenen  linearen  Gruppe  in  n Ver- 
änderlichen n 


^ (.•  = 1, 2 . . . ») 
1 


mit  folgender  Doppeleigenschaft: 

1.  Jede  rationale  Funktion  F von  ihren  sukzes- 

siven Werten  und  x,  die  eine  rationale  Funktion  von  x ist,  ändert 
bei  allen  Transformationen  von  G ihren  Wert  nicht.  2.  Jede 
rationale  Funktion  von  yj^^  . . . ihren  sukzessiven  Werten 
und  X,  die  bei  allen  Transformationen  von  G ihren  Wert  nicht 
ändert,  ist  eine  rationale  Funktion  von  x (Guldberg,  Ann.  Ec. 
Norm.  (3)  21,  320  (1905);  Epsteen,  Bull.  Am.  Math.  Soc.  (2), 
10,  499  (1904)). 

Die  lineare  Differenzengleichung  1.  Ordnung: 

Dx  + l — PxVx  = Qx 

hat  die  allgemeine  Lösung 

Vx  = ^^x-l  { ^ jip^  + ? 

wo  C eine  „Konstante“  ist.  Untersuchungen  über  die  Natur  der 
Lösungen  der  linearen  Differenzengleichung  1.  Ordnung  sind  an- 
gestellt von  Guichard  (Ann.  Ec.  Norm.  {3).,  4,  361  (1887)); 
Appell  (Journ.  de  Math.  (4),  7,  157  (1891));  Mellin  (Acta 
Math.  15,  317  (1891));  Hurwitz  (Acta  Math.  20,  285  (1897)); 
21,  243  (1898));  Barnes  (Lond.  Math.  Soc.  (2),  2,  280,  483 
(1904))  und  Böhmer  (Math.  Ann.  68,  338  (1910)).  Speziell  hat 
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Holder  (Math.  Änn.  28,  1 (1886))  bewiesen,  daß  die  J’-Fünktiony 
die  die  lineare  homogene  Differenzengleichung  = 0 

befriedigt,  deswegen  keiner  algebraischen  Differentialgleichnng 
genügen  kann;  Moore  {Math.  Ann.  48,  70  (1897))  nennt  eine 
derartige  Funktion  transzendental-transzendent.  Hölders  Eesultat 
ist  verallgemeinert  von  Barnes  (a.  a.  0.). 

Die  lineare  homogene  Differenzengleichung  Ordnung 
mit  konstanten  Koeffizienten 

Vx  + n-^  ^Vx  + n-l  + 1"  ^nVx  = ^ 

hat  die  allgemeine  Lösung: 

y.  = + C'2»-2"  + ■ • • 

wo  die  G „Konstanten“  sind,  und  wo  die  n verschiedenen 

Wurzeln  der  charakteristischen  Gleichung 

f{x)  = x^  + a^x^-'^  H \-  a^  = 0 

sind. 

Hat  die  Gleichung  f{x^  = 0 eine  Ä’-fache  Wurzel  so- 
entsprechen  ihr  Tc  Lösungen:  xr^^,  ...  der  gegebenen 

Gleichung. 

Lag  ränge  {(Euvres  4,  156)  hat  gezeigt,  daß  man,  wenn 
man  die  allgemeine  Lösung  von  = 0 kennt,  analog  wie  bei  den 
linearen  Differentialgleichungen  mittels  Variation  der  Konstanten 
durch  Summationen  die  allgemeine  Lösung  von 
erhalten  kann. 

Die  Laplacesche  Differenzengleichung 

(v  K)yx+n  + (a„_iX  \-{aoX  + h)^x=^r 

wo  die  a und  h Konstanten  sind,  wurde  zuerst  von  Laplace 
{Theorie  anal,  des  probabilites,  p.  121)  durch  bestimmte  Integrale 
integriert.  Sie  ist  später  öfters  untersucht  worden:  Thomae 
{Zeitschr.  f.  Math.  u.  Phys.  14,  349  (1869)),  Hejmann  {Studien 
üb.  d.  Trans f.  u.  Int.  d.  Differential-  u.  Differenzengl..^  S.  310 
(1891)),  Barnes  {Mess,  of  Math.  34,  52  (1904)),  Webb  {Mess, 
of  Math.  34,  40  (1904)).  Die  Methode  von  Laplace  wurde 
von  Poincare  {Am.  Journ  7,  203  (1885))  beim  Studium  der 
Lösungen  einer  homogenen  linearen  Differenzengleichung  im  Un- 
endlichen angewandt.  Seine  Resultate  sind  von  Perron  {J.  f. 
Math.  137,  6 (1909),  Math.-Ver.  19,  130  (1910),  Acta  Mat 
34,  109  (1910))  erweitert  worden.  Horn  {Math.  Ann.  53,  177 
(1900))  studiert  die  asymptotische  Darstellung  der  Lösungen. 
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Seine  Resultate  sind  verallgemeinert  von  Ford  (Ann.  di  Mai, 
(3)  13,  313  (1907);  Am.  Math.  Soc.  10,  319  (1909)). 

Die  der  Ri cca tischen  Differentialgleichung  entsprechende 
Differenzengleichung 

(“)  + -Px^/x  + l + + ^«x  = 0 

wird  auf  eine  lineare  Gleichung  2.  Ordnung  zurückgeführt. 


setzt;  man  erhält  die  Gleichung 

«x+2  + («X  - -Px+lK  + l + (-ßx  - ■Px§x)«x  = 0. 

Die  allgemeine  Lösung  von  (a)  hat  die  Form: 

WO  c eine  „Konstante“  und  irgend  drei  parti- 

kuläre Lösungen  sind.  Kennt  man  eine  partikuläre  Lösung  der- 
selben, so  reduziert  sich  ihre  Integration  auf  die  Integration 
einer  linearen  Differenzengleichung  1.  Ordnung.  Das  Doppel- 
verhältnis von  irgend  vier  partikulären  Lösungen  ist  konstant, 
vgl.  Guldberg  {J.  f.  Math.  127,  175  (1905)). 

Tietze  {Monatsh.  f.  Math.  16,  329  (1905))  hat  gezeigt, 
daß  eine  analytische  Funktion,  die  eine  Differenzengleichung 
y^y^j^x  — yx~^^x^^i  keine  rationale  Lösung  hat,  und  wo 
im  Unendlichen  verschwindet,  befriedigt,  transzendental- 
transzendent ist. 

In  betreff  einschlägiger  Untersuchungen  siehe  man  den  Ar- 
tikel über  Differenzenrechnung  von  Selivanoff-Andoyer  in 
der  französischen  Ausgabe  der  EmyM.  t.  I,  4,  66,  wo  ein  aus- 
führliches Verzeichnis  der  Literatur  sich  befindet.  Als  die  wich- 
tigsten Lehrbücher  über  diese  Lehre  zitieren  wir:  Lacroix, 
Traite  des  calcul  diff.  et  integral,  t.  3;  Boole,  A treatise  on  the 
calculus  of  finite  differences;  Mark  off,  Differenzenrechnung; 
Pascal,  Calcolo  delle  differenze  finite;  Pincherle  und  A mal  di, 
Le  Operazioni  distributive  e le  loro  applicazioni  alV  Analisi; 
Selivanoff,  Lehrbuch  der  Differenzenrechnung ; Guldberg  und 
Wallenberg,  Theorie  der  linearen  Differenzengleichungen  (in 
Vorbereitung). 


Kapitel  XL 

Partielle  nnd  totale  DilFerentialgleicliuiigen. 

• Yon  A.  Guldberg  in  Christiania, 

§ 1.  Definitionen,  Existenz  der  Lösungen. 

Eine  Gleichung,  welche  eine  Beziehung  aufstellt  zwischen 
den  unabhängigen  Variablen  den  unbekannten  Funk- 

tionen 8^  ...  Zp  dieser  Variablen  und  einer  endlichen  Anzahl 
von  partiellen  Differentialquotienten  der  letzteren  in  bezug  auf 
die  ersteren,  heißt  eine  partielle  Differentialgleichung -.i  als  ihre 
Ordnung  bezeichnet  man  die  Ordnung  der  höchsten  darin  auf- 
tretenden Ableitungen.  Wenn  beliebig  viele  solcher  Gleichungen 
gegeben  sind,  so  ist  dies  ein  System  partieller  Differential- 
gleichungen. Gibt  es  p analytische  Funktionen  . . . 8^  der 
Variablen  rCj  . . . die  sich  an  einer  Stelle  a^  ...  a^  in  ge- 
wöhnliche Potenzreihen  entwickeln  lassen  und  das  gegebene 
System  von  Gleichungen  identisch  befriedigen,  so  bezeichnet  man 
sie  als  ein  Integral  oder  Lösung  des  Systems,  und  das  System 
heißt  ein  integrdbles  System.  Das  System  integrieren  heißt,  alle 
seine  Lösungen  bestimmen. 

Die  Frage  nach  der  Existenz  von  analytischen  Lösungen 
für  ein  gegebenes  System  ist  von  Cauchy  (CEuvres  (1)  7,  17) 
in  Spezialfällen,  von  Sophie  v.  Kowalewski  (J.  f.  Math.  80, 
1 (1880)),  der  Beweis  ist  reproduziert  in  Goursat,  JEgua- 
tions  aux  derivees  part.,  p.  1),  allgemeiner,  sodann  für  ein  System 
mit  beliebig  vielen  Gleichungen  von  Ri  q ui  er  (Änn.  de  VJEcole 
Norm.  (3)  11,  65  (1893),  Les  systemes  d’eguations  partielles  1909) 
und  Tresse  (Acto  Math.  18,  1 (1894))  gelöst  (vgl.  v.  Weber, 
Ensyhl.  2,  294). 

Das  Problem  der  Integration  einer  partiellen  Differential- 
gleichung zweiter  und  höherer  Ordnung  unter  vorgegebenen 
Grenz-  und  Stetigkeitsbedingungen  — die  sogenannte  Randwert- 
aufgabe — ist  vor  allem  von  Fourier  {Th.  anal,  de  la  chaleur 
1822)  in  Angriff  genommen.  Die  Grundlage  einer  systematischen 
Theorie  der  Randwertaufgabe  verdankt  man  (1885)  Schwarz 

Pascal,  Kepertorium.  1.2.  2.  Aufl.  36 
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(^G-es.  Abh.  1,  241).  Bei  der  weiteren  Ausbildung  dieser  Theorie 
sind  in  erster  Linie  PiCard  (J.  de  Math.  (4)  6 (1890);  (5) 
2 (1896))  und  Poincare  (Th.  anal,  de  la  propagation  de  la 
Ghaleur  (1895))  tätig  gewesen  (vgl.  Sommerfeld,  EnzyTd. 
2,  504). 

Ein  Eunktionensystem  ...  welches  durch  ein  irgend- 
wie von  Parametern  und  arbiträren  Funktionen  abhängendes 
Gleichungssystem  zwischen  den  Variablen  ...  ... 

definiert  ist,  beißt  nach  Ampere  (Journ.  ec.  pölyt.  10  Cab.  17, 
p.  549  (1815))  das  allgemeine  Integral  des  gegegebenen  Systems, 
wenn  es,  solange  die  willkürlichen  Elemente  keinen  Bedingungen 
unterliegen,  nur  dem  gegebenen  System  genügt.  Jede  Lösung 
z^  ...  z^^  die  durch  Partikulisation  aus  dem  allgemeinen  Integral 
hervorgeht,  heißt  ein  partikuläres  Integral. 

Die  Begriffe  vollständiges,  intermediäres.,  singuläres  Integral 
werden  wir  unten  bei  Besprechung  der  verschiedenen  Klassen 
von  Gleichungen  erörtern. 


§ 2.  Partielle  Differentialgleichungen  erster  Ordnung. 

Beim  Studium  der  partiellen  Differentialgleichungen  sucht 
man  vorzugsweise  ihre  Integration  auf  die  Integration  eines 
Systems  von  gewöhnlichen  Differentialgleichungen  zurückzuführen. 
Für  partielle  Differentialgleichungen  1.  Ordnung  ist  dies  Problem 
vollständig  gelöst.  Wir  betrachten  zunächst  die  linearen  par- 
tiellen Differentialgleichungen  1.  Ordnung,  deren  Theorie  die 
einfachste  ist.  Diese  Theorie  ist  im  wesentlichen  von  Lagrange 
geschaffen;  sie  ist  vervollständigt  von  Oauchy  und  Jacobi. 

Wir  betrachten  zuerst  eine  lineare  homogene  partielle  Diffe- 
rentialgleichung 1.  Ordnung: 

zwischen  der  unbekannten  Funktion  f und  den  n unabhängigen 
Variablen  x^  . . . x^.,  die  Größen  X sind  Funktionen  von  . . . x^. 
Die  Integration  der  Gleichung  (l)  und  die  Integration  des 
folgenden  Systems  gewöhnlicher  Differentialgleichungen 

, V d^  ^ d^  ^ ^ d^ 

^ \ X,  X,  • • • X„ 

sind  zwei  äquivalente  Probleme  (Lagrange,  (Euvres  5,  543; 
4,  585).  Sind  die  n — 1 Integrale  von  (2): 

fi  (*i  • • • = const /„-iC®!  ■••»„)  = eonst. , 
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SO  ist  das  allgemeine  Integral  von  (1)  durch  die  Formel 


gegeben,  wo  n eine  willkürliche  Fumktion  ist.  ^ 

Eine  willkürliche  Eelation  zwischen  den  /i  • • . defi- 
niert das  allgemeine  Integral  der  nicht  homogenen  linearen 
partiellen  Differentialgleichung 


(1') 


+ ^2 


dxn 

dx. 


mit  der  unbekannten  Funktion  x^  und  den  unabhängigen  Varia- 
blen x^  . . . x^_i  (Lagrange,  (Euvres  5,  543;  4,  585). 

Die  durch  (2)  definierten  n—1  fach  unendlich  vielen  Kurven 
des  Raumes  {x-^  . . . x^  heißen  die  Integralkurven  des  simultanen 
Systems  (2)  oder  die  Charakteristiken  der  partiellen  Differential- 
gleichung (l)  und  (!').  Die  allgemeinste  Integralfläche  von  (!') 
wird  also  von  oo^“^  Charakteristiken  erzeugt. 

Es  seien  gegeben  r lineare  homogene  Gleichungen 


(3)  + 


IL 

dx^ 


IL 

dx^. 


= 0 (/=l,2..*r) 


zwischen  der  unbekannten  Funktion  f und  den  unabhängigen 
Variablen  Xj^  ...  x^‘^  die  ^ sind  Funktionen  von  x^  . . . x^.  Ein 
Integral  von  (3)  genügt  auch  allen  durch  Klammeroperation 
daraus  entstehenden  linearen  homogenen  Gleichungen 

(Z,Z,)  ^ 2m,,  - ^ = 0 . 

Sind  die  Ausdrücke  für  jedes  /“lineare  Funktionen  von 

X^f...  X^fy  so  heißt  das  System  (3)  nach  Olebsch  (J.  f.  Math.  65, 
257  (1865))  ein  r-gliedriges  vollständiges  System.  Olebsch  nennt 
das  System  (3)  ferner  ein  Jacobisches  System^  wenn  die  {X^XJ^ 
identisch  verschwinden;  auf  diesen  FalP  kann  ein  vollständiges 
System  immer  zurückgeführt  werden. 

Die  Integration  eines  Systems  linearer  homogener  Glei- 
chungen läßt  sich  immer  auf  diejenige  eines  vollständigen  Systems 
zurückführen. 

Ei/n  r-gliedriges  vollständiges  System  (3)  in  n unabhängigen 
Veränderlichen  besitzt  genau  n — ,r  unabhängige  Integrale.  Um- 
gekehrt ist  auch  das  System  vollständig y wenn  es  gerade  so  viele 
unabhängige  Integrale  besitzt. 


36 
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Sind  Lösungssystem,  so  ist  das  all- 

gemeine Integral  des  Systems  eine  willkürliche  Funktion  von 


Durch  das  vollständige  System  ist  eine  Zerlegung  des 
Kaumes  ...  in  r-fach  ausgedehnte  Punktmannig- 

faltigkeiten 


definiert,  welche  nach  Lie  die  charakteristischen  Mannigfaltig- 
keiten heißen. 

Eine  Integrationsmethode  eines  r-gliedrigen  Jaco bischen 
Systems  in  n Veränderlichen  besteht  darin,  daß  man  eine  einzige 
Gleichung  des  Systems  integriert  und  dann  ihre  Integrale  als 
neue  unabhängige  Veränderliche  in  die  übrigen  Gleichungen  ein- 
führt. Dadurch  wird  die  Anzahl  der  Veränderlichen  und  die 
Gleichungen  jedesmal  um  eine  Einheit  vermindert;  das  neue 
System  ist  wieder  ein  Jacobisches  System,  und  ihre  gemein- 
samen Lösungen  sind  Lösungen  des  gegebenen  Systems;  r — 1- 
malige  Wiederholung  dieses  Verfahrens  führt  zur  Integration 
einer  Gleichung  mit  n — r -j-  1 unabhängigen  Variablen,  die  die 
gesuchten  Lösungen  ergeben. 

Andere  Methoden  sind  von  Lie  {Math.  Ann.  11,507  (1877)) 
und  Mayer  (Math.  Ann.  5,  448  (1872))  angegeben  (vgl.  Goursat, 
Legons  sur  les  equations  aux  derivees  part,  p.  46). 

Wir  wenden  uns  jetzt  zur  Theorie  der  nicht  linearen  par- 
tiellen Differentialgleichungen  1.  Ordnung. 

Im  Jahre  1772  gelang  es  Lagrange  (CEuvres  3,  549, 
vgl.  Goursat,  Legons,  p.  89),  die  Integration  einer  allgemeinen 
partiellen  Differentialgleichung  1.  Ordnung  mit  zwei  unabhängigen 
ic,  y und  einer  abhängigen  g: 


auf  die  Integration  einer  linearen  partiellen  Differentialgleichung 
1.  Ordnung  und,  durch  deren  Vermittlung,  auf  die  Integration 
gewöhnlicher  Differentialgleichungen  zurückzuführen. 

Die  Integration  einer  allgemeinen  partiellen  Differential- 
gleichung 1.  Ordnung  mit  n unabhängigen  Variablen  x^  . . . x^^ 
und  einer  abhängigen 


(4)  F{x^..  e,p^...p^  = Q 


wurde  von  Pf  aff  {Berl.  Abhdlgn..,  S.  76  (1814 — 15))  auf  die 
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Integration  gewöhnlicher  Differentialgleichungen  zurüQkgeführt. 
Andere  Integrationsmethoden  sind  von  Cauchy  {Bull.  Soc.  Phil. 
p.  10  (1819))  und  Jacohi  {WerTce  4,  166  u.  5,  1)  angegeben. 

Man  versteht  unter  einem  vollständigen  Integral  oder  einer 
vollständigen  Lösung  der  Gleichung  (4)  eine  Eelation  zwischen 
z,  x-^  ...  und  n willkürlichen  Konstanten 

F(ä,  Ci , . . cj  = 0 


von  der  Beschaffenheit,  daß  die  Elimination  der  aus 

7 = 0 und  aus  den  n Gleichungen 


dv  . dv 


dxi 

nur  die  Gleichung  (4)  liefert. 


(z  = 1,  2 . . . «) 


Wählt  man  z.  c. 


so,  daß  gleichzeitig 


^=0 

dc^ 


d V 

dc^ 


= 0 


und  eliminiert  ...  zwischen  diesen  n 1 Gleichungen,  so 
erhält  man  ein  Integral  z,  das  keine  willkürliche  Funktion  ent- 
hält, und  nach  Lagrange  das  singuläre  Integral  genannt  wird. 

Setzt  man  dagegen  eine  der  Konstanten  z.  B.  einer  will- 
kürlichen Funktion  0 aller  übrigen  gleich  und  eliminiert  die 
Konstanten  aus  dem  vollständigen  Integral  7=0,  c^==  O und 
den  n — 1 Beziehungen 


dci  dCn  dc^ 


= — 1) 


SO  erhält  man  eine  Lösung,  in  welcher  eine  willkürliche  Funk- 
tion vorkommt,  nach  Lagrange  die  allgemeine  Lösung  oder 
das  allgemeine  Integral.  Hat  man  h Kelationen  zwischen  den 
Konstanten,  so  erhält  man  in  analoger  Weise  eine  allgemeine 
Lösung,  die  h willkürliche  Funktionen  enthält. 

Ist  speziell 

Y {x,  y,  z,  a,  h)  = 0 


das  vollständige  Integral  der  Gleichung  f{x,  j?,  3')  = 0,  so 
ist  die  allgemeinste  Integralfläche  17  die  Enveloppe  von  irgend 
oc^  durch  eine  Eelation  h = 0{a)  aus  obiger  Schar  ausge- 
schiedenen Flächen,  von  denen  jede  die  benachbarte  nach  einer 
Charakteristik  schneidet  (Monge,  Applieations  de  Vanalyse  ä 
la  geometrie  5“®  ed.  p.  421  (1850);  vgl.  Lie,  Geometrie  der 


566  Kapitel  XI.  Partielle  und  totale  Differentialgleicliungen. 


Beruhrungstransformationen,  bearbeitet  von  Scheffers,  Kap.  11), 
die  Fläche  wird  also  von  oo^  Charakteristiken  erzeugt.  Die  singu- 
läre Integralfläche,  die  sich  ergibt  durch  Elimination  von  a 
und  h zwischen: 


7=0, 


dv 

dh 


= 0, 


ist  nicht  von  Charakteristik(?n  erzeugt. 

Kennt  man  ein  vollständiges  Integral,  so  lassen  sich  alle 
übrigen  Integrale  aus  ihm  ableiten. 

Jede  Lösung  ist  stets  in  einer  dieser  drei  Gattungen  von 
Integralen  enthalten. 

Eine  beliebig  vorgegebene  partielle  Gleichung  1.  Ordnung 
hat  im  allgemeinen  kein  singuläres  Integral  (Darboux,  Mem. 
sur  les  sol.  sing,  des  eg.  aux  der.  pari.,  p.  113  (1883);  vgl.  Gour- 
sat,  Legons,  p.  204). 

Es  ist  übrigens  zu  bemerken,  daß  kein  wesentlicher 
Unterschied  zwischen  dem  vollständigen  Integral  und  dem  all- 
gemeinen Integral  besteht  (Goursat,  Legons,  p.  87). 

Um  die  Gleichung  (4)  zu  integrieren,  ermittelt  man  nach 
Jacobi  {Werhe  5,  1)  weiWe  n — 1 ähnliche  Beziehungen  mit 
n — \ Konstanten 

■P/«.  »1  ■ • • ft  • • -ft)  = «i>  = 


welche  von  der  Beschaffenheit  sind,  daß  die  aus  den  n Glei- 
chungen sich  ergebenden  Größen  in  den  Ausdruck 

dz^^p^dx^  + . . . -\-p^dx^ 

eingesetzt  diesen  in  ein  exaktes  Differential  verwandeln.  Die  In- 
tegration dieser  letzten  Gleichung  ergibt  sodann  ein  vollständiges 
Integral  von  (4).  Die  Bestimmung  der  Funktionen 
hängt  von  der  Integration  von  linearen  partiellen  Differential- 
gleichungen ab.  Setzt  man 


so  ergibt  sich  aus  def  partiellen  Differentialgleichung 


i=  1 


und  alsdann  aus  den  beiden  Gleichungen:  [FF,^  = 0, 
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[jF\  = 0 ; JPg  aus  den  drei  Gleichungen : \FF^  = 0 , [P\  F^  = 0 , 
[F^F^]  = 0 usw. 

Die  für  die  einzelne  nicht  lineare  partielle  Differential- 
gleichung 1.  Ordnung  gefundenen  Integrationsmethoden  über- 
tragen sich  im  wesentlichen  auf  die  Theorie  der  solcher 

Gleichungen  (vgl.  Goursat,  Legons,  Kap.  7 und  8). 

§ 3.  Partielle  Differentialgleichnngen  zweiter  und  höherer 

Ordnung. 

Wir  wenden  uns  jetzt  zur  Theorie  der  partiellen  Differential- 
gleichungen höherer  Ordnung  als  der  ersten. 

Als  intermediäres  Integral  (oder  Zwischenintegrat)  einer 
Differentialgleichung  F = 0 bezeichnet  man  eine  Differential- 
gleichung f = 0 mit  denselben  Unbekannten  und  unabhängigen 
Variablen  dann,  wenn  das  allgemeine  Integral  von  f ==  0 die 
Gleichung  F = 0 erfüllt,  ohne  mit  dessen  allgemeinem  Integral 
identisch  zu  sein. 

Durch  rein  algebraische  Operationen  wird  man  immer 
entscheiden  können,  ob  eine  vorgelegte  Gleichung  2.  Ordnung 
intermediäre  Integrale  hat  oder  nicht.  Finden  sich  oo^  solche, 
so  werden  dieselben  durch  eine  homogene  partielle  Differential- 
gleichung 1.  Ordnung  in  drei  Variablen  bestimmt;  wenn  es  nur 
oo^  gibt,  werden  sie  durch  eine  gewöhnliche  Differentialgleichung 
in  zwei  Variablen  hergeleitet;  wenn  schließlich  intermediäre  In- 
tegrale nur  in  endlicher  Zahl  existieren,  so  gehen  dieselben  durch 
rein  algebraische  Operationen  hervor  (Bäcklund,  Math.  Änn. 
11,  229  (1877)). 

Hat  eine  partielle  Differentialgleichung  2.  Ordnung  in  zwei 
unabhängigen  Veränderlichen  a?,  y und  einer  abhängigen  Variablem 
ein  intermediäres  Integral  1.  Ordnung  von  der  Form 

« = ?>(«)), 

wo  cp  eine  willkürliche  Funktion,  u und  v Funktionen  von  x,  y, 
z,  p und  g sind,  so  muß  sie  die  Monge- Ampere  sehe  Form 
(vgl.  Goursat,  Legons  sur  Vintegration  des  eg.  aux  der.  part.  du 
2^^  ordre.)  p.  39  (1896))  haben: 

(5)  Br  Ss  Tt  ^ UXs^  - rt)  = V 

/ ^ _ d^z 

V d x"*  ^ dy'‘  ^ d ^ ^ dxdy'  dy^/'' 

wo  B,  S,  T,  U,  Y Funktionen  von  x,  y,  z.,  p und  g sind. 
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Es  ist  zu  bemerken,  daß  nicht  jede  Gleichung  von  der 
Form  (5)  ein  intermediäres  Integral  von  der  Form  u = (p(v) 
besitzt. 

Ist  u — <p(v)  ein  intermediäres  Integral  der  Gleichung  (5), 
so  genügen  u und  v zwei  partiellen  Differentialgleichungen  1.  Ord- 
nung von  der  Form  (Boole,  Treatise  on  Differential  equations, 
Suppl.  VoL,  p.  145): 

^ (lä)  (1^)  + ^ O + ^ {|^  (sO 
+ lfO)  = 0 

© g + s + - g g = « - 


wo 


» + »*£ 

dz 


gesetzt  ist. 

Diese  zwei  Gleichungen  für  u und  v lassen  sich  ferner  in 
zwei  Systeme  von  je  zwei  linearen  partiellen  Differential- 
gleichungen 1.  Ordnung  auf  lösen;  diese  Systeme  definieren  die 
Charakteristiken  1.  Ordnung  von  (5). 

Die  zwei  Systeme  lauten; 


(«) 


und 


{ß) 


(g)  + ^©  + ^g=o 
-^(D  + ^(g)  + ^g=«> 


wo  und  die  Wurzel  der  Gleichung: 

— Sm  ET  — UV  = 0 

sind. 

Wenn  eines  dieser  beiden  Systeme  der  „Charakteristiken^* 
zwei  Integrale  u und  v besitzt,  so  ist  die  Integration  von  (5) 
auf  die  Integration  der  Gleichung  u — (p(v)  zurückgeführt. 

Wenn  = Wg,  so  kann  das  System  der  Charakteristiken 

drei  Integrale  u = a.,  ^;  = 5,  iv  = c besitzen.  Eliminiert  man 
p und  q zwischen  diesen  drei  Gleichungen.,  so  erhält  man  die  Glei- 


§ 3.  Partielle  DifFerentialgleichungen  2.  und  höherer  Ordnung.  569' 


chungen  einer  FlächenscTiar,  die  von  drei  Parametern  ahJiängL 
Bas  allgemeine  Integral  von  (5)  ergibt  sich  dann,  wenn  man 
zwei  willkürliche  Belationen  zwischen  a,  b und  c aufstellt  und 
die  Enveloppe  der  so  erhaltenen  Flächen  bestimmt. 

Soll  eine  partielle  Differentialgleichung  3.  Ordnung  ein 
intermediäres  Integral  2.  Ordnung  von  der  Porm  haben: 

u = ep{v) 

{uy  V = Funktionen  von  x,  y,  z,  p,  g,  r,  s,  t)^  so  muß  sie  dio 
folgende  Form  besitzen: 

Äa-h  Bß  + Cy  + Bö  + E{ß^  - ay)  + F{y^  - ßö) 

+ G{ccö  -ßy)^Il^Oy 

wo 

d ^ ^ dx^dy'  ^ dxdy^^  dy^ 

und  A,  B ...  H Funktionen  von  x,  y,  z,  p,  g,  r,  s,  t sind. 
Nicht  jede  Gleichung  dieser  Form  besitzt  ein  intermediäres  In- 
tegral der  Form  u — Existiert  ein  solches,  so  hängt  seino 

Bestimmung  von  vier  partiellen  Differentialgleichungen  1.  Ord- 
nung ab  (Forsyth,  Theory  of  diff.  egudf.  Part.  4,  Vol.VI,  p.  456 
(1906)). 

In  betreff  dieser  Untersuchungen  partieller  Differential- 
gleichungen höherer  Ordnung  siehe  Bäcklund,  Math.  Ann.  11,. 
236;  13,  99  (1875  — 77);  Tanner,  Broc.  London  Math.  Soc.. 
8,  229  (1877);  Natani,  Bie  höhere  Analysis,  S.  380;  Falk, 
Nova  Acta  Begia  (1872);  Hamburger,  J.  f.  Math.  83,  201 
(1882);  Guldberg,  Chr.  Vid.  Skrif.  (1900);  Clariana,  Bevista 
de  Mat.  Ano  3,  67  (1904). 

Auf  ganz  anderen  Prinzipien  beruhende  Integrationsmethoden 
der  partiellen  Differentialgleichungen  zweiter  und  höherer  Ord- 
nung sind  von  Darboux  [Ann.  de  VEcole  Norm.  7,  163  (1870));. 
König  {Math.  Ann.  24,  465  (1884))  und  Lie  {Leipz.  Ber.y  S.  53 
(1895))  auseinandergesetzt. 

Hat  man  eine  partielle  Differentialgleichung  2.  Ordnung 
F{x,  y,  z,  p,  g,  r,  s,  t)  = 0 y 

so  kann  man,  analog  wie  bei  partiellen  Gleichungen  1.  Ordnung,, 
versuchen,  zwei  andere  partielle  Differentialgleichungen  2.  Ord- 
nung u ^ a,  V = b derart  zu  wählen,  daß  r,  s,  t aus  denselben 
und  F ==  0 bestimmt,  in  den  Gleichungen 

dz  = pdx gdy  y dp  = rdx sdy  y dg  = sdx-\-tdy 
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eingesetzt,  diese  Gleichungen  in  ein  vollständig  integrierbares 
System  totaler  Differentialgleichungen  verwandeln.  Gelingt  es, 
die  Funktionen  v derart  zu  bestimmen,  so  ist  die  Aufgabe 
gelöst,  denn  jedes  welches  diesem  System  allgemein  genügt, 
befriedigt  auch  die  Gleichung  = 0.  Man  erhält  zwei  simul- 
tane partielle  Gleichungen  1.  Ordnung  zur  Bestimmung  von  u 
und  Vy  sie  sind  im  Detail  diskutiert  bei  König. 

Über  Systeme  von  partiellen  Differentialgleichungen  höherer 
Ordnung  gibt  es  Arbeiten  von  Bäcklund,  Math.Änn.  15  (1879), 
Darboux,  C.  B.  70,  675,  746  (1870),  Die,  Leipz.  Ber.  47 
(1895)  und  v.  Weber,  Münch.  Ber.  25,  26  (1895,  1896),  vgl. 
Goursat,  Legons  2 (1898). 

Die  besonderen  Fälle  von  Gleichungen  höherer  Ordnung, 
welche  eine  eingehende  Behandlung  gefunden  haben,  sind  sehr 
zahlreich.  Wir  führen  hier  einige  der  einfachsten  an. 

Die  Gleichung 

+ _ 
dx^dy^ 

hat  das  Integral 

r„+  Y,x  + -..+  + + + 

+ 

WO  die  Y und  X willkürliche  Funktionen  bzw.  von  y und  x 
sind;  speziell  hat  die  Gleichung 


das  Integral 

Die  Gleichung 


dxdy  ~ 

^ = X + r. 


dxdg 


, dz  .-dz  , _ _ 

-f-  CJ  5 h h ^ \-  cz  = M. 

'dxdy  ’ 


wo  a,  h,  c und  M Funktionen  von  x und  y sind,  hat,  wenn 
die  Koeffizienten  a,  h,  c wenigstens  eine  der  Gleichungen: 

erfüllen,  ein  intermediäres  Integral,  das  von  einer  willkürlichen 
Funktion  abhängt. 

Besteht  die  Gleichung  (a)  identisch,  so  ist  das  allgemeine 
Integral  der  Gleichung: 
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Z 


e 


- J' ady 


/I-/- 


r hdx 

Me^  dx 


f ady  — 

e 


wo  X.  und  Y willkürliche  Funktionen  von  x und  y sind. 

Besteht  die  Gleichung  (ß)  identisch,  so  hat  das  allgemeine 
Integral  der  Form 


Wenn  keine  der  beiden  Gleichungen  (cc)  und  (ß)  erfüllt  ist,  so 
besitzt  die  Gleichung  kein  intermediäres  Integral.  Laplace  {JRech. 
sur  le  cdlcul  integral  aux  diff.  pari.  (1773))  hat  dann  eine  Trans- 
formationsmethode gefunden,  wobei  die  Gleichung  in  gewissen 
Fällen  in  eine  andere  derselben  Form  transformiert  werden  kann, 
die  ein  intermediäres  Integral  hat  (vgl.  Goursat,  Legons  2 
(1898)  und  Darboux,  Legons  sur  la  th.  generale  des  sur- 
faces,  2). 

Die  Liouvillesche  Gleichung 


dxdy 


hat  das  allgemeine  Integral 

^ = ^log 


r(2/)9'(«) 


worin  f und  (p  willkürliche  Funktionen  von  y bzw.  x sind  (vgl, 
Jordan,  Cours  d' Analyse  3,  358). 

Die  von  Euler  betrachtete  Grleichung  (vgl.  Jordan,  Cours 
d' Analyse  3,  353) 


a ö — 2 -{-25  ö — ö~ 
dxdy 


, n 


(a,  h,  c const.) 


hat  das  allgemeine  Integral 

ß = f(x  X^y)  -\r  hy)  > 

wenn  f und  cp  willkürliche  Funktionen,  und  die  Wurzeln 


von 

sind. 


-j-  251-{-  tt  = 0 

Ist  so  wird  das  allgemeine  Integral 

0 ==  f(x  -j-  Xy)  cp  {x  -{■  ^y)  + ^y)-, 


wo  y und  8 willkürliche  Konstanten  sind. 

Eine  Eeihe  geometrischer  Probleme  führt  auf  partielle  Diffe- 
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rentialgleichungen.  Wir  führen  einige  an.  Die  Spiralflächen  sind 
Integralflächen  der  partiellen  Differentialgleichungen  1.  Ordnung: 

(y  + + (-  « + ^^y)  + Jen  ~ = 0, 

ihre  endliche  Gleichung  lautet: 

log  # = i?  arctg  + 0 (\ogy + M arctg  , 

WO  h eine  Konstante  und  ^ eine  willkürliche  Funktion  ist. 

Die  Haupttang  ent  enhurven,  Krümmung  sUnien  und  Minimal- 
linien einer  Spiralfläche  lassen  sich  durch  Quadraturen  bestimmen 
(ygl.  Lie-Scheffers,  Yorles.  über  Differentialgleichungen  mit 
bekannten  infinitesimalen  Transformationen,  S.  260). 

Das  Problem,  alle  Flächen  zu  finden,  die  hinsichtlich  des 
Linienkomplexes  aller  Treffgeraden  einer  unendlich  fernen  ebenen 
Kurve  konjugiert  sind,  führt  zu  einer  gewissen  partiellen  Diffe- 
rentialgleichung 2.  Ordnung  von  der  Form: 

B{pq)r  + S{pq)s  + T{pq)t  = 0. 

Zunächst  gehören  zu  den  Integralflächen  alle  Developpablen, 
deren  Geraden  nach  der  gegebenen  unendlich  fernen  Kurve 
laufen.  Sie  erfüllen  eine  partielle  Differentialgleichung  1.  Ord- 
nung, die  demnach  eine  intermediäre  Integralgleichung  der  par- 
tiellen Differentialgleichung  ist.  Alle  übrigen  Integralflächen 
sind  Translationsflächen,  deren  erzeugende  Kurven  Kückkehr- 
kurven  von  Developpablen  sind,  welche  die  gegebene  unendlich 
ferne  Kurve  enthalten.  Diese  Translationsflächen  sind  dann  und 
nur  dann  algebraisch,  wenn  ihre  erzeugenden  Kurven  algebraisch 
sind  (vgl.  Lie-Scheffers,  Geom.  d.  Berührungstransformationen, 
S.  383). 

Die  Differentialgleichung  der  Minimalflächen  (d.  h.  der 
Flächen,  die  bei  gegebener  Begrenzung  den  kleinsten  Flächen- 
inhalt besitzen)  lautet: 

(1  + ^)r  — 2pqs  + (!-]-  p^)t  = 0. 


Die  allgemeine  Lösung  dieser  Differentialgleichung  lautet  nach 
Monge,  Applications  de  V Analyse  ä la  Geometrie  § 20,  1850 
und  Legendre,  Mem.  sav.  etr.,  309  (1789): 


da  d§ 

,.Jy— 


j'“  + .■(ß) 


r2  d^ipiß) 


dß  ’ 
dß. 
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Hier  bedeutet  a und  ß zwei  Parameter,  (p{cc)  und  'tfj(ß)  will- 
kürliche Funktionen  (vgl.  v.  Lilien thal,  EmyTd.  III3,  308,  für 
den  Zusammenhang  mit  dem  eben  erwähnten  Problem  siehe  Lie, 
a.  a.  0.,  376). 

Die  Flächen,  die  m einem  tetraedralen  Komplexe /konjugiert 
sind,  sind  die  Integralüächen  einer  partiellen  Differentialgleichung 
2.  Ordnung  von  der  Form; 

(h  — c')xq^r—  \^  — (/)xp  (^c— a)  y q_-{- {a—l/) /\s  -j-  {c—a)ypt=  0. 

Zunächst  gehören  zu  den  Integralflächen  alle  Flächen,  deren  eine 
Schar  Haupttangentenkurven  dem  Komplexe  angehören.  Diese 
Flächen,  die  man  sämtlich  angeben  kann,  sind  die  Integral- 
flächen einer  partiellen  Differentialgleichung  1.  Ordnung,  die 
daher  eine  intermediäre,  und  zwar  singuläre  Integralgleichung 
der  partiellen  Differentialgleichung  2.  Ordnung  ist.  Alle  übrigen 
Integralflächen  der  partiellen  Differentialgleichung  erhält  man  so: 
Man  wählt  zwei  beliebige,  einander  in  einem  Punkte  p schneidende 
Kurven  c und  y des  Komplexes  aus  und  übt  auf  die  eine  Kurve, 
etwa  auf  y,  alle  projektiven  Transformationen  aus,  die  erstens 
die  Ecken  des  Tetraeders  invariant  lassen  und  zweitens  den 
Punkt  p von  y in  beliebige  Punkte  von  c überführen.  Die  Art 
der  so  aus  y hervorgehenden  Kurven  ist  eine  Fläche  von  der 
gesuchten  Art.  Sie  läßt  zwei  Erzeugungen  von  dieser  Art  zu 
(vgl.  Lie,  a.  a.  0.,  390). 

Die  Differentialgleichung  der  Flächen  mit  konstantem  Krüm- 
mungsmaß k lautet: 

ist  ^ = 0,  erhält  man  die  Differentialgleichung  der  abwickelbaren 
Flächen  (vgl.  v.  Lilienthal,  Fnsykl.  Illg,  333 ff.). 

§ 4.  Totale  Differentialgleichungen.  Das  Pfaffsche 
Problem.  Mongesehe  Gleichungen. 

Eine  Gleichung  von  der  Form 

K^dx^  -j-  K^dx^  ~ ^ ? 

wo  die  K Funktionen  von  x^  . . x^  sind,  heißt  eine  lineare  totale 
Differentialgleichung  1.  Ordnung.  Man  nennt  sie  auch  eine  Pf  aff - 
sehe  Gleichung.  Die  Gleichung  heißt  vollständig  oder  unbeschränkt 
integrabel.,  wenn  eine  Funktion  M von  x^  ...  x^  von  der  Be- 
schaffenheit existiert,  daß  Jf(Xida7j  + • * • + 
vollständigen  Differential  einer  Funktion  V (x^  . . . x^  ist. 
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Die  Funktion  M heißt  ein  Multiplikator  oder  integrierender 
Faktor.  Die  Koeffizienten  X müssen  folgende  Gleichungen  für 
alle  Kombinationen  je  dreier  Indices  m,  p,  r aus  der  Eeihe 
1,  2,  . . identisch  befriedigen: 


Unter  diesen  Bedingungen  sind  nur  — — — voneinander 

unabhängig.  Ist  der  gegebene  Ausdruck  ^X.dx^  direkt  gleich 
dem  totalen  Differential  einer  Funktion  V , so  genügen 

die  X den  Gleichungen: 

dX^  _ dX, 
dXg  dx^ 

Sind  diese  Bedingungen  erfüllt,  so  verfährt  man  nach  Euler 
{Inst.  calc.  integr.  3,  § 7 — 10),  um  die  gesuchte  Funktion  zu  er- 
mitteln, von  welcher  der  gegebene  Ausdruck  das  totale  Differential 
ist,  auf  die  folgende  Weise.  Man  betrachtet  alle  Veränder- 
lichen bis  auf  zwei  als  Konstante  und  sucht  für  die  so  reduzierte 
Differentialgleichung 

X-^dx^  -|-  X^dx^  = 0 

ein  Integral  f{x^^  x^.^  . . x^  = u,  worin  u die  Integrations- 
konstante bedeutet,  also  unabhängig  von  x^  und  iCg?  übrigen 
aber  als  veränderlich  betrachtet  werden  soll.  Dieses  Integral 
liefert: 

^ ^ + • • • + ^ = äu. 

Sind  nun  die  Integrationsbedingungen  erfüllt,  so  kann  man  mit 
Hilfe  dieser  Differentialgleichung  und  der  gegebenen  ^,X^dx^  = 0 
die  veränderlichen  x^  und  x^  und  ihre  Differentiale  aus  dem 
Integral  f = u eliminieren,  wodurch  man  eine  neue  Differential- 
gleichung mit  nur  n — 1 Variablen  erhält.  Diese  Verminderung 
der  Variablen  kann  man  wiederholen,  bis  man  auf  eine  Gleichung 
kommt,  die  nur  zwei  Variable  enthält.  Andere  Methoden  zur 
Auffindung  der  Funktion  V sind  von  Katani  {Höh.  Anal..,  303 
(1866)),  Du  Bois-Eeymond  {J.  f.  Math.  70,  299  (1869)), 
Oollet  (J^c.  Norm.  7,  59  (1870))  und  anderen  angegeben  (vgl. 
Forsyth,  Theory  of  Differential  eguations,  part  l). 

Ist  ein  System  von  m totalen  linearen  Differentialgleichungen 
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1.  Ordnung  zwischen  n Variablen  gegeben,  welches  man  immer 
unter  der  Form 


(1) 


% = n — m 

i = l 


dx, 


n — 7n+2 


i = l 


i — n — m 

i=l 

darstellen  kann,  so  heißt  das  System  vollständig  oder  imhescJiränJct 
integrabel,  wenn  m Integralgleichungen 


/i(®i  •••;»„)  = ci,  ••  • /™(«i  •••*'„)  = 
existieren,  die  das  gegebene  System  erfüllen.  Die  notwendigen 
und  hinreichenden  Bedingungen,  daß  das  System  (l)  unbeschränkt 
integrabel  ist,  sind 

W - F/x,,,)  = 0 , “ tl’:;:) 

worin  ^ « 

A = n — m + l 

Die  Bedingungen  (a)  sagen  aber  aus,  daß  das  System 
linearer  partieller  Differentialgleichungen  1.  Ordnung 
(2)  F^((p)  = 0 {i  = 1,2... n — m) 


ein  n — m gliedriges  Jacobisches  System  in  n Variablen  ist, 
d.  h.  daß  es  gerade  m Lösungen  besitzt.  Es  gilt  dann  der  Satz: 

JDie  Integration  des  Systems  (l)  reduziert  sich  auf  die  Inte- 
gration des  Jacohi sehen  Systems  (2).  Umgehehrt.,  hat  man  das 
System  (2)  integriert.,  so  hat  man  auch  unmitteTbar  das  allge- 
meine Integral  von  dem  System  (l)  gefunden. 

Die  Integration  der  Systeme  (l)  und  (2)  sind  also  äqui- 
valente Probleme  (vgl.  Kap.  XII). 

Ist  eine  totale  Differentialgleichung 
(3)  A = X.^dx.^  -|-  X.^dx2  + • ’ • + X^dx^  — 0 


nicht  unbeschränkt  integrabel,  kann  sie  also  nicht  durch  eine 
Relation  von  der  Form  y{x-^  . . . x^)  = const.  erfüllt  werden,  so 
wurde  sie  von  Euler  als  unzulässig  betrachtet.  Im  Jahre  1784 
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zeigte  aber  Monge  {Par.  Mem..,  p.  502),  daß  die  Gleichung 
dann  stets  durch  m — 1 bez.  weniger  Gleichungen  in  den  x be- 
friedigt werden  kann.  Doch  erst  Pf  aff  legte  in  seiner  Abhand- 
lung in  den  Berl.  Ahh.  aus  dem  Jahre  1814  den  Grund  zu  der 
Theorie  der  Gleichung  (3),  indem  er  zeigte,  daß,  wenn  m — 2n 
oder  2n  1 ist,  A auf  eine  Form  Fy^df^  -f  F^df^  -f  . . . + F^df^ 
mit  nur  n Differentialen  gebracht  werden  kann,  daß  die  Glei- 
chung (3)  daher  schon  durch  n Gleichungen  befriedigt  werden 
kann.  Die  Gleichung  (3)  wird  daher  eine  Pf  aff  sehe  Glei- 
chung, ihre  rechte  Seite  ein  Pf  aff  scher  Ausdruch  genannt.  Das 
Pfaffsche  Problem  besteht  nun  darin,  die  Gleichung  (3)  durch 
die  Meinstmögliche  Zahl  von  Eelationen  zwischen  den  x zu  in- 
tegrieren', oder  auch  A auf  eine  Form  mit  der  Meinst  möglichen 
Zahl  von  Differentialen  zu  bringen  (siehe  E.  v.  Weber,  Vor- 
lesungen über  das  Pfaffsche  Problem  und  die  Theorie  der  par- 
tiellen Differentialgleichungen  1.  Ordnung;  vgl.  Kap.  XII). 

Wir  betrachteten  bisher  lineare  totale  Gleichungen  1.  Ord- 
nung. Man  kann  aber  auch  totale  Gleichungen  1.  Ordnung  be- 
trachten, die  nicht  linear  sind.  Monge  ist  der  erste  Mathe- 
matiker, der  sich  eingehend  mit  Gleichungen  von  der  Form 


(6) 


Sl{x,  y,  dx,  dy,  dz)  = 0 


beschäftigte,  die  in  dx,  dy,  dz  homogen  sind.  Man  bezeichnet 
deshalb  derartige  Gleichungen  als  Monge  sehe  Gleichungen. 

Mit  jeder  Monge  sehen  Gleichung  ist  eine  Reihe  von  Inte- 
grationsproblemen verknüpft.  So  liegt  das  Problem  vor,  alle 
Integrallcurven  einer  Monge  sehen  Gleichung  zu  finden,  d.  h.  alle 
Kurven  zu  bestimmen,  deren  Linienelemente  die  Monge  sehe  Glei- 
chung erfüllen.  Man  versteht  dabei  unter  Linienelement  im  Raume 
den  Inbegriff  eines  Punktes  und  einer  durch  ihn  gehenden  Ge- 
raden. Die  Bestimmungsstücke  eines  Linienelementes  sind  die 
Koordinaten  x,  y,  z seines  Punktes  und  die  beiden  Verhältnisse 
der  Inkremente  dx.,  dy.,  dz.,  welche  die  Koordinaten  ic,  y,  z beim 
Fortschreiten  auf  der  Geraden  des  Elementes  erfahren.  Es  gibt 
(xA  Linienelemente  im  Raume.  Durch  die  Monge  sehe  Gleichung 

(ic,  2/,  Z'.,  dx.,  dy.,  dz)  = 0 

werden  cx)^  Linienelemente  ausgewählt.  Durch  den  Punkt  (ic, «/,  z) 
gehen  oo^  dieser  Elemente.  Diese  durch  einen  Punkt  gehenden 
oo^  Linienelemente  bilden  daselbst  einen  Kegel  von  Fortschrei- 
tungsrichtungen,  den  man  den  ElementarJcegel  des  Punktes  nennt. 
Die  Mongesche  Gleichung  ordnet  also  jedem  Punkte  des  Baumes 
einen  Elementarkegel  zu. 
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Zu  jedem  Linienkomplex  im  Baume  (x^  «/,  0)  gehört  eine, 
ganz  bestimmte  Mongesche  Gleichung  von  der  besonderen  Form 

0(gdz  — zdy^  zdx  — xdz^  xdy  — ydx,  dx,  dy^  dz)  = 0, 

die  homogen  in  den  sechs  Argumenten  der  Funktion  0 ist.  J)ie 
Geraden  des  Komplexes  sind  die  00^  geradlinigen  Integralkurven 
dieser  Mong eschen  Gleichung.  Die  durch  einen  beliebigen  Punkt 
allgemeiner  Lage  gehenden  Komplexgeraden  erzeugen  den 
Flementarkegel,  der  dem  Punkte  vermöge  der  Mong  eschen  Glei- 
chung zugeordnet  ist.  Umgekehrt  definiert  jede  solche  Gleichung 
0 — 0 einen  Linienkomplex. 

. Es  erhellt  hieraus,  daß  die  c/o  er  sehe  Liniengeometrie 
der  Mong  eschen  Gleichung  untergeordnet  ist. 

Unter  einem  Flächenelement  im  Eaume  versteht  man  den 
Inbegriff  eines  Punktes  und  einer  durch  den  Punkt  gehenden 
Ebene.  Es  gibt  00^  Flächenelemente.  Eine  Fläche  besitzt 
cx)^  Flächenelemente.  Jeder  Elementarkegel  bestimmt  00^  Flächen- 
elemente. Eine  nicht  lineare  Mongesche  Gleichung  bestimmt 
00^  Flächenelemente,  und  zwar  so,  daß  sie  jedem  Punkte 
00^  Flächenelemente  zuordnet,  die  den  Elementarkegel  des 
Punktes  umhüllen. 

Es  ist  nun  ein  wichtiges  Integrationsproblem,  bei  gegebener 
Monge  scher  Gleichung  Sl{x.,  2/,  ^•,  dx.,  dy.,  dz)  — 0 alle  Flächen 
zu  bestimmen,  die  in  allen  ihren  Punkten  die  den  Punkten  zu- 
geordneten Flementarkegel  berühren.  Man  kann  dieses  Inte- 
grationsproblem auch  so  formulieren:  Es  liegt  eine  Mongesche 
Gleichung  = 0 vor,  die  00^  Flächenelemente  im  Eaume  defi- 
niert. Gesucht  werden  alle  Flächen,  deren  sämtliche  Flächen- 
elemente zu  diesen  00^  Flächenelementen  gehören. 

Alle  Flächen  . . 

Z = co{x,  y), 

die  in  jedem  ihrer  Punkte  den  Flementarkegel  berühren,  der  dem 
Punkte  durch  eine  vor  gelegte,  in  dx,  dy.^  dz  nicht  lineare  Monge- 
sche Gleichu/ng 

Sl(x,  y,  dx,  dy.,  dz)  = 0 

zugeordnet  wird,  ergeben  sich  durch  Integration  einer  gewissen 
zugehörigen  partiellen  Differentialgleichung 

F{x,  y,  g)  = 0. 

Diese  Differentialgleichung  geht  hervor  durch  Elimination  der 
drei  homogen  auftretenden  Größen  x,  y , z'  aus  den  drei  Glei- 
chumgen 
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U (x,  y,  x\  y\  /)  = 0 

dsi  dsi  dsi 

dx  dy'  ^ dz' 

dz  ~~  d_^  ~ _i 

dx  dy 

Jede  Integralfläche  der  partiellen  Differentialgleichung  F==0 
wird  von  oo^  Kurven  überdeckt,  derart,  daß  in  jedem  Punkte 
der  Fläche  der  zugehörige  Elementarkegel  längs  der  betreffenden 
Kurve  berührt.  Man  nennt  nach  Monge  diese  Kurven  auf  den 
Integralflächen  CJiarakteristihen  (vgl.  § 1). 

Liegt  eine  Monge  sehe  Gleichung 

Sl(x,  Z\  dx^  dy^  dz)  = 0 

vor,  so  findet  man  ihre  Integralkurven,  indem  man  die  zugehörige 
partielle  Differentialgleichung 

F(x,  y,  0,p,  ä)  = 0 

integriert  und  die  Mückkehrkurven  auf  ihren  Integralflächen,  d.  h. 
die  Umhüllenden  der  Charakteristiken  auf  ihren  Integral  flächen 
konstruiert. 

Eine  eingehende  Theorie  der  Monge  sehen  Gleichungen  findet 
man  beiLie-Scheffers,  Geometrie  d.Berühnmgstransformationen; 
für  die  hier  mitgeteilten  Begriffe  und  Sätze  siehe  Kap.  VII. 

Eine  Gleichung  Il(x.,  z.,  dx^  dy.^  dz)  = 0 kann  unbeschränkt 
integrabel  sein,  d.  h.  durch  eine  Relation  zwischen  x,  y,  z erfüllt 
sein;  die  Koeffizienten  von  dx,  dy,  dz  müssen  dann  gewissen 
Bedingungen  genügen  (vgl.  Forsyth,  Treatise  on  diff.  equations, 
3.  ed.,  p.  300).  Die  singulären  Löswngen  solcher  Gleichungen 
lassen  sich  genau  in  derselben  Weise  definieren  und  behandeln 
wie  im  Falle  von  gewöhnlichen  Differentialgleichungen  (Guld- 
berg,  Öhr.  Yid.  Skr.  (1899)). 

Die  Theorie  der  totalen  Differentialgleichungen  zweiter  und 
höherer  Ordnung  ist  von  Guldberg  (^Chr.  Vid.  Skr.  (1898);  J.  f. 
Math.  122,  34  (1900))  in  Angriff  genommen,  später  in  einer 
Reihe  von  Arbeiten  von  Pascal  {G.  i?.,  5.  März  1900;  Bend, 
Ist.  Lomb.  (2)  33  (1900);  Math.  Änn.  54,  400  (1900);  Änn. 
di  Mat.  (3)  7 (1901))  und  Sinigallia  (Bend.  Ist.  Lomb.  (2)  34 
(1902)),  Morera  (Mem.  Äcc.  Torino  (2),  t.  52,  1902 — 03)  aus- 
gebildet, vgl.  Kap.  XII. 

In  betreff  Literatur  über  partielle  und  totale  Differential- 
gleichungen und  Würdigung  der  Arbeiten  der  Mathematiker  siehe 
V.  Weber,  JEnzykl.  2,  294ff. 


Kapitel  XH. 

Totale  Differentialgleichniigen  und  Differentialfomen. 

Von  Ernesto  Pascal  in  Neapel. 

§ 1.  Pfaffsehe  Formen  und  Gleichungen.  — Vollständige 
Integrabilität.  Pfaffsches  Problem. 

Ein  Ausdruck  von  der  Form 

n 

X = ^X.dx., 

i=l 

WO  die  X.  Funktionen  der  x sind,  beißt  eine  Differential  form 
1.  Ordnung  und  ersten  Grades,  oder  auch  eine  Pfaffsehe  Form. 
Die  Gleichung  X ==  0 heißt  eine  totale  Differentialgleichumg 
1.  Ordnumg  oder  eine  Pfaffsehe  Gleiehwng. 

Wir  setzen: 

dx^  dx. 

und  betrachten  die  drei  Matrizen: 


A = 

Xj,  Xj, 

0,  (1,  2),  . 

• •,  (1,  ») 

(»,  1),  (»,  2),  . 

0 

0,  X^,  Xg, 

Xj,  0,  (1,2),. 

• •.  (1,  n) 

(»»!  (»)  2),  . 

0 

37* 
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0, 

(1,2), 

(1,  n) 

c = 

(2,  1), 

0, 

(2,  n) 

(«,  1), 

(»,  2),  ..., 

0 

mit  den  Rangzahlen  it,  k^. 

, 7^2 . Man  hat 

immer: 

k 

All 

All 

Außerdem  sind  \ 

und  k^ 

immer  gerade. 

Die  Zahl  /c  heißt  Klasse  der  Pf  aff  sehen  Form.  Die  Klasse 
bleibt  bei  jeder  Transformation  der  Yariabeln  ungeändert , ist 
also  eine  Invariante.  Ferner  sind  Invarianten  die  Zahlen  \ 
und  Äg. 

Zwei  Pf  aff  sehe  Formen  heißen  äquivalent,  wenn  man  sie 
dureh  eine  Transformation  der  Variabein  ineinander  überführen 
kann. 

Für  die  Äquivalenz  zweier  Formen  ist  die  Gleichheit  ihrer 
Klassen  k notwendig  umd  hinreichend. 

Bei  der  Multiplikation  einer  Form  mit  einem  (von  den  x 
abhängigen)  Faktor  bleibt  die  Zahl  \ umgeändert. 

Addiert  man  zu  einer  Form  ein  exaktes  Differential,  so 
bleibt  die  Zahl  \ umgeändert. 

Wenn  die  Klasse  k von  X gerade  ist,  so  ist  die  von  q • X, 
wo  Q eine  Funktion  der  x bedeutet,  gleich  k oder  k — 1 ; ist  k 
ungerade,  so  ist  dagegen  die  Klasse  von  qX  entweder  k oder 
Ä + 1 (Frobenius). 

Wenn  zwischen  den  Koeffizienten  einer  Form  X keine  De- 
lation besteht  und  die  Zähl  n der  Yariabeln  ungerade  ist,  so 
bleibt  die  Klasse  ungeändert , wenn  man  X mit  einem  Faktor 
multipliziert;  ist  aber  n gerade,  so  bleibt  die  Klasse  ungeändert, 
wenn  man  zu  X ein  exaktes  Differential  addiert. 

In  Verknüpfung  mit  der  Form: 

n 

X = ^X^.dx. 

i = l 

betraehten  wir  einen  Ausdruek: 


dl 

dXi 


der  in  den  partiellen  Deri vierten  einer  erzeugenden  Funktion  f 
linear  sei.  Dann  ist  die  Bildung: 


§ 1.  Pfaffsche  Formen  und  Gleichungen. 
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n 


hei  jeder  Transformation  der  Yariaheln  invariant.  Bekanntlich 
kann  als  Symbol  einer  Infinitesimaltransformation  aufgefaßt 
werden,  und  deshalb  kann  man  sagen,  A sei  die  Simultan- 
invariante  der  Pf  aff  sehen  Form  X und  der  Infinitesimaltrans- 
formation 

Es  liege  vor  ein  System  von  m{<C.n)  Pf  aff  sehen  Glei- 
chungen : ^ 


xm  =^X^.äXi  = 0 


(1) 


n 


irr.  1 


und  man  bilde  die  linearen  Gleichungen: 


n 


« = (1,  2,  . . . , m) 


mit  den  Unbekannten 
Wenn  die  Formen 


ZW,  . . ., 


linear  unabhängig  sind,  d.  h.  keine  lineare  Gleichung  zwischen 
ihnen  besteht,  so  ist  die  Matrix  der  Koeffizienten  X^^  von  Null 
verschieden,  und  die  vorhergehenden  Gleichungen  haben  n — m 
Lösungssysteme  in  den 


— m , 1 , ' ' * 5 ^n  — m^n' 


Die  linearen  homogenen  partiellen  Differentialgleichungen 
mit  den  Koeffizienten  nämlich: 


i = l 


n 


(2) 
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bilden  das  zu  dem  gegebenen  System  Pf  aff  scher  Gleichungen 
adjungierte  System,  und  umgekehrt  kann  das  System  (l)  zu  (2) 
adjwngiert  genannt  werden. 

Das  adjungierte  und  das  gegebene  System  können  durch 
folgende  symmetrischen  Ausdrücke  dargestellt  werden: 


df 

a/* 

dXi 

. . dx^ 

dxi 

in 

••ii„ 

X,1  .. 

• • ^In 

= 0, 

^n  — rrif  1 * * 

• • ^n  — m,  n 

• • 

• • ^mn 

mit  der  Vorschrift,  alle  Determinanten  höchster  Ordnung,  die 
in  beiden  Matrizen  enthalten  sind,  gleich  null  zu  setzen. 

Wenn  das  System  der  nach  den  Differentialen  dx^, . . .,dx^ 
aufgelöst  und  somit  auf  die  Form: 


(3) 


n 

dx^  — 'SX^Ax.  = 0 

* = m + 1 


n 

t = m + l 


gebracht  ist,  so  kann  auch  das  adjungierte  System  aufgelöst 
und  in  die  Form  gebracht  werden: 


(4) 


df 


dx. 


m + 


7 + ^ 


X ^-0 


3*« 


+2* 

»:  = i 


X ^ 

2x, 


Man  kann  sagen,  daß  das  adjungierte  System  mit  dem 
gegebenen  invariant  verknüpft  ist,  weil  die  Simultaninvariante 
A jeder  Gleichung  des  gegebenen  und  jeder  Gleichung  des  ad- 
jungierten  Systems  immer  gleich  Null  ist. 

Durch  eine  Transformation  der  Variahein  geht  das  ad- 
jungierte System  über  in  ein  System,  das  m dem  transformierten 
des  gegebenen  Systems  adjungiert  ist. 


§ 1.  Vollständige  Integrabilität. 
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Ein  System  (l)  von  Pfaffscben  Gleichungen  heißt  voll- 
ständig integrierbar  ^ wenn  m lineare  Kombinationen  der  ersten 
Glieder  jener  Gleichungen  bestehen,  die  m exakte  Differentiale 
. . . df^  sind.  In  diesem  Falle  heißen: 

= const.,  . . = const.  ^ ^ 

die  Integrale  des  Systems  (l). 

Die  Determinante  q der  Koeffizienten  der  angegebenen 
linearen  Kombinationen: 

9,.  X«  + . . . + = d/i 


heißt  der  Multiplikator  des  Systems  (l). 

Über  diesen  Multiplikator  gelten  die  folgenden  Sätze  als 
Erweiterungen  gewisser  Sätze  über  die  integrierenden  Faktoren 
gewöhnlicher  Differentialgleichungen  1.  Ordnung  und  ersten 
Grades. 

Wenn  man  q mit  irgendeiner  Fimktion  F{f^,  . . der 

f multiplmert,  so  erhält  man  wieder  einen  Multiplikator.  Es  gibt 
also  u/nendlich  viele  Multiplikatoren. 

J eder  Multiplikator  ist  immer  in  dem  Ausdruck  Q’F(f^^..., 
enthalten. 

Jeder  Multiplikator  ist  die  gemeinsame  Löswng  eines  ge- 
wissen vollständigen  Systems  linearer  partieller  Differentialglei- 
chwngen  1.  Ordnung;  und  jede  gemeinsame  Löswng  dieses  Systems 
ist  ein  Multiplikator. 

Wenn  das  System  (l)  vollständig  integrierbar  ist,  so  ist 
das  adjungierte  System  (2)  vollständig  (siehe  das  Kapitel  über 
partielle  lineare  Differentialgleichungen)  und  umgekehrt. 

f^  = const..,  . . f^  = const.  sind  die  m unabhängigen  Lö- 
sungen des  vollständigen  Systems  (2). 

Deshalb  gilt  auch  der  Satz: 

Die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  fm  die  voll- 
ständige Integrabilität  des  Systems  (3)  besteht  darin,  daß  die  Glei- 
chungen erfüllt  sind: 


dXg  dx^J  j^\  **  dx.  ) 

z = 1 

für  ^'  = 1 , 2,  . . .,  m und  r,  s = m + 1 ,*.  . . 


= 0, 


, n. 
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Um  das  vollständig  integrierbare  System  (1)  zu  integrieren^ 
genügt  es,  m unabhängige  Lösungen  des  vollständigen  Systems  (2) 
zu  finden. 

Die  notwendige  u/nd  hi/nr eichende  Bedingung  für  die  voll- 
ständige Integrierbarkeit  des  Systems  (1)  besteht  in  dem  Ver- 
schwinden der  Bilinear formen : 


n n 

i=l  j=l 


dxj 


(s  = 1,  2, . . . , m) 


für  alle  die  Wertsysteme  U^,  V^,  die  den  Gleichungen  genügen: 


i = 1 ^-  = 1 •' 


e = 1 * = 1 

Setzt  man: 

dXj  dx^ 

so  kann  die  Bedingung  für  die  vollständige  Integrierbarkeit 
auch  in  die  umgewandelt  werden,  daß  die  Matrizen: 


0, 

(1,  2),,.. 

•1  (1,  »Xi 

Xjl,  . . 

(«>  1).. 

(«,  2),,  . . 

•1  0, 

■1  ^mn 

^11, 

^12? 

• 1 ^1  n 1 

0,  .. 

•1  0 

^m2J 

Y 

• > n 5 

0,  .. 

•1  0 

den  Bang  2 m haben. 

Wenn  em  System  (1)  vollständig  integrierbar  ist  wnd  wnter 
seinen  Gleichungen  m — p verkommen,  die  p Variable  weder  in 
endlicher  noch  in  Differentialform  enthalten,  so  bilden  jene  m — p 
Gleichungen  ihrerseits  ein  vollständig  integrierbares  System. 

Wenn  eine  einzige  Bf  aff  sehe  Gleichung  gegeben  ist  und  die 
anderen  gebildet  werden: 

n 

j)dXi  = 0 , 0'  = l,2,...,n) 

i=l 
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WO  die  (i,  j)  die  gewöhnlichen,  mit  den  Koeffizienten  der  gegebenen 
Gleichung  gebildeten  Ausdrücke  sind,  so  bilden  die  unabhängigen 
unter  diesen  so  gebildeten  Gleiehumgen  ein  vollständig  integrier- 
bares System. 

Eine  einzelne  Pfaffsche  Gleichung  X = O Jst  immer  nur 
dann  vollständig  integrierbar also  X nur  dann  von  der  Fornt 
qdf,  wenn  die  Gleichungen  erfüllt  sind: 


Xß,  h)  + Z/Ä,  i)  + Z,(i,  j)  = 0. 


Diese  Bedingungen  können  auch  dadurch  ausgedrückt  werden^ 
daß  die  Matrix  A den  Bang  2 hat.  Wenn  der  Bang  von  A 
gleich  1 ist,  was  also  bedeutet.,  daß  alle  (i,  j)  gleich  null  sind^ 
so  ist  X ein  exaktes  Differential^  und  umgekehrt.  Die  notwendige 
und  hinreichende  Bedingung  für  die  vollständige  Integrierbarkeit 
eines  Systems  Pf  aff  scher  Gleiehumgen  besteht  darin.,  daß  seine 
Gleiehumgen  alle  die  durch  das  adjungierte  System  dargestellten 
Infinitesimaltransformationen  gestatten. 


Wenn  man  eine  Pfaffsche  Form  X und  eine  Infinitesimal- 
transformation 


n 


hat,  so  ergibt  die  Anwendumg  von  !Hl  auf  X das  Besultat: 


n n 


3X  = dA+2 


IVO  A die  Simultaninvariante  von  X und  S*  ist. 

Man  sagt,  die  Form  X gestatte  die  Infinitesimaltransforma- 
tion /S*,  wenn  lEiX  identisch  null  ist,  und  die  Gleichumg  X = 0 
gestatte  die  Transformation  wenn  lEiX  gleich  dem  Produkte 
von  X mit  einem  Faktor  ist,  und  folglich  wegen  X = 0 seihst 
verschwindet. 

Wie  viele  und  welche  Infinitesimaltransformationen  gestattet 
eine  Pfaffsche  Gleichung? 

Wenn  A = 0 sein  soll,  so  daß  die  Transformation  ^ dem 
zu  X adjungierten  System  angehören  soll,  wenm  ferner  die  Klasse 
k von  X umgerade  ist,  so  gibt  es  n — k Infinitesimaltransforma- 
tionen von  der  angegebenen  Art  imd  ihre 
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Koeffizienten  | findet  man,  indem  man  die  gemeinsamen  Lösungen 
der  linearen  Gleichungen  auf  sucht: 


n 


.7  = 1 


(*  = 1,  2,  . . n) 


(5) 


n 


Wenn  dagegen  die  Klasse  h gerade  ist,  so  gibt  es  n — ^ + 1 
Infinitesimaltransformationen  der  angegebenen  Art,  u/nd  die  Koef- 
fizienten ^ sind  die  Wurzeln  der  Gleichungen: 


n 


j'  = l 


(i  = l,2,...,n) 


(6) 


n 


— 6 , 


WO  eine  einzige  neue  Unbekannte  ist,  die  in  diesem  Falle 
nicht,  wie  bei  ungeradem  k,  ausschließlich  den  Wert  null  hat. 

Die  Systeme  der  partiellen  Differentialgleichungen,  die  man 
erhält,  wenn  man  die  im  ersten  bzw.  zweiten  Falle  gleich 
null  setzt,  heißen  System  W und  System  V. 

Diese  Systeme  sind  vollständige  Systeme. 

Wenn  k gerade  ist,  so  existieren  die  beiden  Systeme  W 
und  V,  dagegen  existiert  nur  das  eine  System  W,  wenn  k un- 
gerade ist.  Wenn  wir  nun  bei  der  Aufsuchung  der  Infinitesimal- 
formationen, die  die  Pf  aff  sehe  Gleichung  gestattet,  die  Be- 
dingung A — 0 weglassen,  so  finden  wir,  daß  die  Invariante  A 
in  jedem  Falle  die  Lösung  des  vollständigen  Systems  W sein  muß. 


Das  Beduktionsproblem  von  Pf  aff,  welches  die  erste  Auf- 
lösungsmethode der  partiellen  Differentialgleichungen  mit  mehr 
als  zwei  Variabein  liefert,  ist  folgendes; 

Wenn  eine  Pf  aff  sehe  Form  X mit  n Variabein  gegeben 
ist,  so  soll  man  die  allgemeinste  Transformation  der  Variabein 
X m y finden,  durch  die  die  Form  X übergeht  in  cY,  wo  0 
ein  endlicher  Faktor  und  Y eine  Pf  aff  sehe  Form  in  den  neuen 
Variabein  y ist,  die  aber  nur  mehr  n — 1 von  ihnen  enthält. 

Es  läßt  sich  zeigen,  daß  man  die  allgemeinste  Transforma- 
tion dieser  Art  auf  folgende  Weise  erhält; 


§ 1.  Pfaffsclies  Probleiü. 
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Man  betrachte  eine  Gleichung  des  Systems  W oder  F,  je 
nachdem  h ungerade  oder  gerade  ist,  und  es  seien  deren  n — 1 
tmäbhängige  Integrale  gefunden: 


(7) 


fl  (®)  = Vi 


/»-l  (®)  yn-l  ’ 


wo  die  y die  Konstanten  seien. 

Man  wähle  darauf  eine  willkürliche.,  von  den  f^^ 
imabhängige  Funktion  der  x: 


j 


fn- 


1 


(8)  4(»)  = Vn- 

Bann  ist  die  durch  (7)  und  (8)  dar  gestellte  Transformation 
von  X in  y eine  der  gesuchten;  und  jede  Transformation  der 
gesuchten  Art  ist  von  dieser  Form. 

Wenn  n ungerade  ist  und  k seinen  größten  Wert  hat, 
nämlich  n (wenn  wir  z.  B.  annehmen,  daß  unter  den  Koeffi- 
zienten der  gegebenen  Form  keine  identische  Relation  besteht), 
so  enthält  das  System  W keine  Gleichung  (weil  n — Ä = 0), 
und  daher  existiert  die  genannte  Transformation  nicht. 

Wenn  dagegen  n gerade  ist,  so  existieren  immer  Trans- 
formationen, die  auf  die  genannte  Weise  die  Zahl  der  Variabein 
vermindern. 

Unter  passender  Anwendung  der  Reduktionsmethode  haben 
wir  alsdann  den  Satz: 

Es  existieren  immer  Transformationen  der  Variabein,  durch 
die  man  eine  Ff  aff  sehe  Form  ungeraden  Banges  k — 2X  — 1 
auf  die  kanonische  Form  bringen  kann: 


während  eine  Ff  aff  sehe  Form  gerader  Eiasse  k~2l  sich  in 
die  kanonische  Form: 

yx+i^yi  + yi+2<^y2  + • • • + y2x^yx 

bringen  läßt. 

Der  Begründer  der  hier  vorgetragenen  Theorie  der  Formen 
ist  Pf  aff  (Äbh.  der  Berl.  Akad.  1814  — 1815,  Ostwalds 
Klassiker  119),  unmittelbar  gefolgt  von  Gauß  {Gott.  Gelehrte 
Anzeigen,  1815;  Werke  3,  231),  Jacobi  (J.  f.  Math.  2,  347 
(1827),  17,97(1837))  und  D e ahn a (/./*.  JfÄ  20, 340  (1840)); 
Natani  {J.  f.  Math.  58,  301  (1861));  Olebsch  {J.  f.  Math.  60, 
193  (1862),  61,  146  (1863));  Graßmann  (Ausdehmmgslehre, 
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Berlin  1862,  § 500,  527);  Frobenius  {J.  f.  Math.  82,  230 
(1877));  Lie  (Arch.  for  Math,  og  Nat.  2,  1877);  Darboux 
(Bull,  de  math.  (2)  6);  Engel  (Leipz.  Berichte  1889,  1890). 

Eine  Entwicklung  der  Theorie  findet  sich  in  Forsyth 
{Th.  of.  diff.  eguat.  1,  1890)  und  namentlich  in  dem  Buch  von 
v.  Weber,  Bas  Pf  aff  sehe  Problem  etc.,  Leipzig  1900. 

Eine  Ausdehnung  des  Pf  aff  sehen  Problems  auf  m Differential- 
formen findet  sich  bei  Imschenetsky,  Arch.  Math.  u.  Phys.  (2) 
54,  290  ,(1872);  Frobenius,  J.  f.  Math.  82;  Engel,  Leipz. 
Berichte,  1889,  1890;  Biermann,  Schlöm.  Zeitschrift  30,  234 
(1885). 


§ 2.  Die  Diflferentialformen  von  höherer  als  der  ersten 

Ordnung. 

Bevor  wir  zum  Studium  der  höheren  Differentialformen 
und  zu  einem  Überblick  über  die  Resultate  übergeheU;,  die  man 
aus  den  Formen  1.  Ordnung  durch  Yerallgemeinerung  erhalten 
hat,-  wollen  wir  einige  fundamentale  Formeln  der  Analysis  vor- 
ausschicken. 

Bas  r*®  Bifferential  einer  Funktion  von  n unabhängigen 
Variabein  ist: 


m = 1 =1  = 1 


d^f 

d Xj,^  • • • dXjm 


gtr) 


H • 


Barin  bedeutet  8 den  Ausdruck: 


m!  S 


j 


r) 


worin  Sj  die  Summation  über  alle  möglichen  Permutationen  der  j 
bedeutet  und  die  Summation  über  die  i^,  . . .,  i^  auf  alle  Zer- 
legungen ohne  Wiederholung  der  Zahl  r in  m Summanden  er- 
streckt wird.  Außerdem  ist  das  Symbol  [^i  . . . nume- 

rischer Koeffizient,  der  von  den  Indizes  i^,...,i^  abhängt  und 
den  Wert  hat: 


r\ 


darin  bedeutet  s die  Anzahl  der  voneinander  verschiedenen  In- 
dizes i^  . . .i^,  also  s ^m,  umd  die  Zahlen  . . .,  geben  an, 

wie  oft  jeder  von  diesen  Indizes  vorkommt,  so  daß  H 

Bie  8 haben  die  Eigenschaft,  daß  sich  ihre  Bifferentiale  durch 
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die  d selbst  ausdrücken,  und  daß  das  Besultat  der  Anwendung 
einer  Infinitesimaltransformation  auf  eines  der  ö ebenfalls  durch 
die  ö ausdrückbar  ist. 

Außerdem  transformieren  sich  die  8 durch  eine  allgemeine 
Transformation  der  Yariabeln  linear.  — 

Eine  lineare  Differentialform  Ordnung  ist  eine  Linear- 
form in  den  8: 


(r) 

Ji  • • • im 


VTO  die  Funktionen  der  sind,  die  symmetrisch 

von  den  Indizes  abhängen. 

Wir  können  auch  Differentialformen  bilden,  die  in  den  8 
nicht  linear  sind,  und  zvrar  vom  Grade  k: 


rj  rjc  l...n 


, <!■<’■>  . 


Diese  Art  von  Formen  ist  invariant  gegenüber  jeder  Yariabeln- 
transformation. 

Die  Form  Grades  transformiert  sich  wie  das 

Produkt  der  k linearen  Formen: 


. . . X^n) , 

50  daß  ihre  Koefßmnten  sich  genau  so  transformieren  wie  die 
Koeffizienten  des  Produktes  dieser  Formen. 

Ein  System  von  Funktionen  der  das  durch  k 

Indizesgruppen  gekennzeichnet  ist  und  sich  wie*  die  Koeffizienten 
einer  Differentialform  Ä*®“  Grades  transformiert,  wollen  wir  ein 
zu  den  k Indizesgruppen  kovariantes  System  nennen.  Dieses 
stellt  eine  Verallgemeinerung  der  kovarianten  Systeme  des  ab- 
soluten Differentialkalkuls  dar,  die  man  erhielte,  wenn  jede 
Indexgruppe  aus  einem  einzigen  Index  besteht,  d.  h.  wenn 

»■l  ==»"2  = ■••  = »•»==  1- 

Zum  Studium  dieser  Differentialformen  wollen  wir  nun 
eine  fundamentale  Operation  einführen.  Wir  betrachten  die 
^^®  Derivierte  eines  Koeffizienten  X: 

^ im;  ; h ' • • ip  ^ m ; • - ; \ - • - ^p 

""  dXg^  . . . dXg^  ""  gi--^9g 

und  darauf  alle  die  k • g Derivierten  von  der  Ordnung  g — 1, 
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die  man  erhält,  indem  man  jeden  der  Indizes  des  Nenners  in 
den  Zähler  setzt,  so  daß  die  Derivierten  dargestellt  werden 
durch : 

• • •Öm'*  ^ ^ Ji  • ♦ 'jm’i  • • • ? H • • • '^p-t  9q  ^ 

9i^-9<i-x 

Wir  bezeichnen  mit  Sl  die  Summation  aller  Derivierten, 
die  so  aus  einer  oder  mehreren  gegebenen  Derivierten  abgeleitet 
sind,  und  führen  die  Bildung  ein: 

D - SID  Sl^D  - + . ■ . +{-iy^  SifD , 
die  wir  symbolisch  bezeichnen: 

(9)  fc  • • • L>  *1  • . . v;  S'i . . . g,}x , 

und  nennen  sie  die  abgeleitete  Kovariante  der  Koeffizienten 
...  .....  i.  ip  bezüglich  der  Indizes  . . . g^. 

Die  Abgeleitete  einer  Abgeleiteten,  als  Funktion  von  Ä,  nicht 
Ä -f  1 Indizesgruppen  betrachtet^  ist  wieder  eine  Abgeleitete. 

Die  Derivierte  einer  Abgeleiteten  drückt  sich  durch  die 
Formel  aus: 

ih  • • • imi  • • ^ • »ji  ^'i  • • • «'s)) 

= ih  ■ • -im“;  • • •;  »1  • • • «pi  + 

+ 

+ ih  ■ ■ -im-, . . «1 . • ■ »p«;  ÄTi . • . <75)) 

+ ih  • • -imi  • • •;  *1  • ■ • Ä • • • 9,(0}. 

Die  Abgeleiteten  bilden  ein  System  von  Funktionen  mit  A;  + 1 
Indizesgruppen,  und  die  Abgeleitete  jedes  ihrer  Elemente  ist  immer 
identisch  null. 

Bei  der  allgemeinen  Transformation  der  Variabein  trans- 
formiert sich  die  Abgeleitete  (9)  mit  Ä + 1 Indizesgruppen  wie 
die  Produkte  der  , also : 

Fas  System  aller  Abgeleiteten  der  Memente  eines  kovarianten 
Systems  bildet  wiederum  ein  kovariantes  System. 

Wir  beschränken  uns  auf  den  Fall  k — 1.  Dann  haben 
die  Abgeleiteten  nur  zwei  Indizesgruppen.  Wir  konstruieren 
mit  Hilfe  der  oben  eingeführten  Bildungen  die  folgenden. 
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Wir  setzen: 

= {ii  • • -im?  ^ -\-P  gerade  ist, 

= Ol  • • - im?  wenn  m +j)  ungerade  ist.. 

'^m’i  • • • '^^))  ((%  • • • '^^5  ji  • • •i/m))j 

= Ol  • • -im?  % • • • «i,)  J wenn m+j?  gerade, 

= [h  ♦ • -im?  % • • • V } j wenn  m +i?  ungerade  ist. 

Die  Symbole  mit  runden  Klammern  nennen  wir  Haupt- 
Symbole  erster  Art,  die  mit  geschweiften  Klammern  Hauptsymbole 
meiter  Art.  Der  einfachste  Fall  von  Symbolen  erster  Art  ent- 
spricht dem  Symbol  Q,  i),  das  wir  schon  bei  der  Theorie  der 
Pf  aff  sehen  Formen  eingeführt  haben.  Der  folgende  Fall  ent- 
spricht dem  Symbol  Christoffel- 

schen  Symbol  in  der  Theorie  der  quadratischen  Differentialformen 
identisch  erweist. 

Es  gelten  die  Formeln: 


dx. 


Jedes  Symbol  erster  Art  läßt  sich  immer  durch  eine  lineare' 
Kombination  der  Berivierten  der  Symbole  zweiter  Art  ausdrüchen.. 

Es  gibt  zahlreiche,  mit  den  Hauptsymbolen  gebildete  Ma- 
trizen mit  der  wichtigen  Eigenschaft,  daß  ihr  Mang  bei  jeder 
Transformation  der  Variabein  ungeändert  bleibt. 

Diese  Matrizen  sind  in  der  ganzen  Matrix  enthalten: 


0 



. ...  X, 

(1;  1)  . . . . 

(#;  1)  .... 

{1;  1)  . . . . 

. ...  {1;  1) 

{»;  1) 

^11 

(11;  1)  ... 

. . . . (11;  n) 

(nn-,  l)  . . . 

^11 

{11;  1)  ■ • • 

. . . . (11;  ») 

^nn 

{nn\  1 ) . . . 

M 


{^)i 

} w. 


! 


M 
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Wenn  man  die  aus  den  angegebenen  Gruppen  von  Zeilen 
gebildeten  Teilmatrizen  mit  ilf;  [M]^\  . . . bezeichnet, 

so  gilt  der  Satz,  daß  alle  Matrizen: 

M + 

Jf+ (JfX  + {ilf)i 

« 

gegenüber  jeder  Transformation  der  Variabein  invarianten  Bang 
haben. 

Dasselbe  gilt  für  die  Matrizen.,  die  man  aus  den  angegebenen 
erhält,  wenn  man  die  erste  Spalte  oder  die  erste  Zeile  M,  oder 
schließlich  die  erste  Zeile  und  die  erste  Spalte  unterdrück. 

Wenn  eine  Differentialform  Ordnung  vorliegt,  so  ist 
die  letzte  der  obigen  Matrizen: 

r-l 

M + + { ilf ) ,]  + W,  ^ E, 

^,  = 1 ^ ^ ^ 

und  diese  umfaßt  alle  anderen. 

Wird  die  gegebene  Differential  form  mit  einem  Fahtor  mul- 
tipliziert, so  behält  die  Matrix  E ihren  Bang  bei. 

Ein  besonderer  Eall  dieses  Satzes  ist  der  folgende: 

Wenn  eine  quadratische  ' Differential  form: 

n n 

2 Ä,-  dx^dxj 

gegeben  ist,  so  haben  die  Matrix-: 


0 

^1. 

0 

^nn 

1 1 

■•••••[“] 







-■■■[*;] 
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wid  die  daraus  durch  Unter drückumg  der  ersten  Spalte  liervor- 
gehende  einen  gegenüber  jeder  Transformation  der  Yariabeln  inr 
Varianten  Bang. 

Wenn  man  nach  dem  Vorbilde  einer  allgemeinen  Differential- 
form vom  Grade  h in  den  8 einen  Ausdruck  betrachtet, 

der  in  den  partiellen  Derivierten  von  h unbestimmten  Funktionen 
multilinear  ist: 


«1 

V. . . V Va  . . . 

m = 1 p=l  j ...i 

SO  ist  der  Ausdruch: 


d X,  d X,  ’ 


'k 

I 

= 1 j...i 


• • • ; *1  ■ • • ijp  S/l 


vorausgesetzt^  daß  die  s nicht  größer  sind  als  die  r von  gleichem 
Index,  eine  Simultaninvariante  der  Formen  X imd 

Die  Differentialform  (Ic  + Grades^  die  zu  Koeffizienten 
die  abgeleiteten  Kovarianten  der  Koeffizienten  der  gegebenen  Form 
hat,  also  der  Ausdruck: 


Si  *yt  + 1 

X(»i-Vi+l)  = X--  ^ 

q = lj...g 


m = l 


3m 


.8 


+ 1) 
9x---9q 


WO  ^ eine  Kovariante  der  gegebenen  Form, 

Es  gilt  die  einfache  Formel: 

* + i 
i = i 


Wenn  eme  lineare  Differentialform  r*^^  Ordnung  wnd  eme 
Infinitesimaltransformation  mit  den  Koeffizienten  ge- 

geben ist,  so  ist  der  Ausdruck: 


2 2ij;  ffi  ■ --sijis 

2 = 1 3,9 


(r-1) 

2i  • • • 2 


q 


eine  Kovariante. 

Das  Resultat  der  Anwendumg  einer  Infinitesimaltransforma- 
tion auf  eine  lineare  Differentialform  r^^  Ordnung  ist  ei/ne  neue 
lineare  Differentialform  r^^^  Ordnung. 

Wenn  diese  bis  auf  einen  Faktor  mit  der  ursprünglichen 
identisch  ist,  so  sagt  man,  jene  gestatte  die  Infinitesimaltrams- 
formation. 


Pascal,  Eepertoriam.  1.2.  2.  Aufl. 
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Die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  für  die  Existenz 
ei/ner  endlichen  Transformation  der  Variabein,  durch  die  eine 
Form  in  das  JProduM  eines  endlichen  Faktors  mit  einer 
anderen  Differential  form  übergeht^  die  eine  Variable  weniger  ent- 
hält, besteht  darin,  daß  eine  von  der  gegebenen  Form  gestattete 
Infinitesimaltransformation  existiert^  für  die  die  Invariante  A 
und  die  Kovariante  null  sind. 

Eine  charakteristische  Bedingung  besteht  auch  in  dem  Ver- 
schwinden  der  {n  + l)-spaltigen  Matrix  F. 

Wenn  deren  Bang  v < ^ + 1 so  können  wir  immer 
w + 1 — y Variabein  eliminieren,  so  daß  man  zu  einer  Diffe- 
rentialform gelangt,  die  bis  auf  einen  endlichen  Faktor  nur  v — 1 
Variabein  enthält. 


Man  kann  auch  für  die  höheren  Differentialformen  sich  das 
Problem  der  vollständigen  Integrabilität  und  verwandte  Probleme 
verlegen. 

Es  läßt  sich  zeigen,  daß  auch  in  diesem  Falle  ein  Theorem 
besteht  analog  dem,  das  eine  Verbindung  herstellt  zwischen  der 
vollständigen  Integrabilität  und  der  Möglichkeit  von  Infinitesimal- 
transformationen des  adjun gierten  Systems  (s.  Pascal,  G.  B., 
1®.  sem.  1904;  Änn.  di  Matern.  (3)  7).  Ferner: 

Fine  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  für  die  Mög- 
lichkeit^ eine  Differentialform  2.  Ordnung  auf  die  Form  ad'^f  zu 
bringen,  falls  nicht  alle  (ij)  gleich  Null  sind,  ist  die,  daß  der 
Bang  der  Matrix  {M\  -j-  { If ) gleich  2 ist. 

Damit  die  Form  auf  die  Form 

d^f-  (depy 

gebracht  werden  kann,  ivo  f und  cp  Independenten  seien,  ist  not- 
wendig wnd  hinreichend , daß  die  Bang  zahlen  der  zivei  Matrizen 

{M\  und 

Wi  + lJifli  + CM-), 

resp.  gleich  1 und  2 seien. 

Damit  die  Form  2,  Ordnung  auf  die  Form: 

aicPf+  df^Y^dx^] 

J 

gebracht  werden  kann,  ist  notwendig  und  hinreichend,  daß  die 
Bangzahlen  der  zwei  Matrizen  {M)^  und  M ^ gleich 

2 seien. 
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Andere  Sätze  dieser  Art,  zugleich  mit  Untersuchung  einiger  Aus- 
nahmefälle, finden  sich  bei  Pascal  {Itend.  Ist.  Lomh.  1902,  1903). 

Die  Theorie  der  höheren  Differentialformen  ist  in  den  letzten 
Jahren  hauptsächlich  von  E.  Pascal  entwickelt  worden  in  einer 
zahlreichen  Reihe  von  Arbeiten,  die  in  vielen  akademischen  Akten 
und  mathematischen  Zeitschriften  zerstreut  sind,  z.  B.  C.  R.j 
1900 — 1902;  Ann.  di  Mat  (3)  7;  B.  Ist  Lomb.  Bend.  1900, 
1901,  1902,  1903,  1906;  Math.  Ann.  54,  400  (1901);  Acc.  dei 
Lincei  Bend.  1902,  1903,  1906;  Bend.  Circ.  Mat.  Palermo  22, 
97  (1906).  Eine  vollständige  Darstellung  der  ganzen  Theorie 
enthält  die  Abhandlung  von  Pascal,  La  teoria  delle  forme 
differenzlali  di  ordinc  e grado  qualunque,  Mcm.  Acc.  dei  Lincei 
(5)  8 (1910),  p.  1—102. 

Andere  Arbeiten  über  diesen  Gegenstand  sind  die  von 
Sinigallia  (Bend.  Ist  Lomb.  1902,  1903,  1904)  und  Morera 
in  Torino  Mem.  (2)  52,  1902 — 02.  Eine  viel  speziellere  Unter- 
suchung über  den  Fall  der  2. Ordnung  ist  von  Guldberg  begonnen 
worden,  Christiania  Ahad.1^^% — 1899;  (7.  127,  1199  (1898). 

§ 3.  Quadratische  Differentialformen. 

Eine  quadratische  Differentialform  ist  ein  Ausdruck  von 
der  Form:  n n 


2 


wobei  wir  die  Determinante  der  X,,  von  Null  verschieden  und 
X.j  = Xj^  annehmen. 

Die  Untersuchungen  über  die  quadratischen  Differential- 
formen, besonders  bezüglich  ihrer  Anwendung  auf  die  Infini- 
tesimalgeometrie, erstrecken  sich  auf  ihre  Tnvariantentheorie  und 
ihre  Transformation. 

In  dieser  Theorie  sind  die  Symbole  von  Christoffel  und 
Biemann  grundlegend. 

Lie  Öhr i Stoff el sehen  Symbole  erster  Art  mit  drei  In- 


dizes sind: 


und  die  zweite  Art  mit  drei  Indizes: 


n 
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wo  die  Adjunide  des  Elementes  Xj^j^  in  der  Determinante  \ X 
der  X,^j^  ist,  dividiert  durch  die  Determinante  | X \ selbst. 

Es  bestehen  die  Beziehungen: 


[V]  = 2'^'-4V 

A'  = l 

dXi._i  ^ j-^  h-]^  p h-^ 


dx 


j X I die  Determinante  der  Xj^j^  ist. 

Die  Symbole  mit  vier  Indizes  (Biemannsclie  Symbol^ 
erster  Art  sind  definiert  durch  die  Formel: 


d ri  lc~ 


i Ä;“]  rj  h~ 


und  die  zweiter  Art  sind  gegeben  durch: 

n 

{v,  Äfc)  = 2^' iA", 


r = l 

Es  bestehen  die  Belaüonen: 


r = l 


r = l 


d 

[i  *1 

l i ) 

i j 1 

j ii  h\  fr  h) 

1 l r 11  j 1 

- 

1 1 

M). 

II 

1 

— 

i h\  {r  h 


{ij,  hh)  + (ih,  hj)  + (ih,  jh)  = 0 
(ij,  hh)  = {hh,  ij). 

Bei  einer  Transformation  der  Variabein: 

= fAvi- ■ -yA-:  (.-=1, ■■•.«) 

gelten  die  Formeln,  falls  man  die  Koeffizienten  der  transfor- 
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mierten  Form  mit  Y und  die  mit  den  Koeffizienten  Y'  anstatt 
mit  den  X gebildeten  Symbole  mit  ^sw.  bezeichnet: 


■y  TT  ^ ^ 

^ ^ dyj, 

r — l s = 1 


n n n n n 

j~\  , 'S?»  P*  dx,  dXt 

Ih]^  ZjZj^-^dy,dyj  ZjZjZjlt  ]^dy,  dyj  dy,, 

r=l  « = 1 •’  r = l s = l t = l •' 


{ij, 


1 «=1  t = l U = 1 


dXr 

dVi 


dx^  dXf  dx^ 

dyj  dyj,  dyf^’ 


Ein  System  von  Funktionen  mit  y.  Indizes  X^  ...  heißt 
Tcovariant  von  der  Ordnwng  y^  wenn  die  Funktionen  des  trans- 
formierten Systems  sich  durch  die  ursprünglichen  ausdrücken 
mittels  der  Formel: 


2-2^^^- 


r,  = l 


> dVü 


dx. 


r^i 


dVi. 


(falls  natürlich  festgesetzt  ist,  wie  die  Funktionen  des  trans- 
formierten Systems  gebildet  werden  sollen). 

So  bilden  z.  B.  die  Koeffizienten  einer  Differentialform 
y}^^  Grades : 


^ ^ X.  . . . i ^x. 


dx. 


ein  kovariantes  System ; die  Funktionen  des  transformierten  Systems 
sind  hier  die  Koeffizienten  der  transformierten  Differentialform. 

Die  ja*®“  Derivierten  einer  Funktion  der  x^  . . . bilden 
kein  kovariantes  System;  die  Funktionen  des  transformierten 
Systems  sind  hier  die  (nach  y genommenen)  Derivierten  der 
transformierten  Funktion. 

Der  Begriff  der  kovarianten  Systeme  kann  übrigens  dui’ch 
Einführung  der  Theorie  der  Differentialformen  höherer  Ordnung 
(s.  S.  588)  erweitert  werden,  und  dann  bilden  die  Derivierten 
einer  Funktion  ein  kovariantes  System  in  weiterem  Smne.  Unter 
Einführung  dieses  Begriffes  können  wir  sagen: 

Die  Riemannschen  Symbole  erster  Art  bilden  ein  kova- 
riantes System.  Wenn  man,  außer  den  Koeffizienten  der  quadra- 
tischen Differentialform,  andere  willkürliche  Funktionen  mit  drei 


598  Kapitel  XII.  Totale  Differentialgleichungen  u.  Differentialformen. 


und  mit  vier  Indizes  einführt,  die  sich  wie  die  Koeffizienten 
einer  vollständigen  Differentialform  4.  Ordnung  transformieren, 
so  kann  man  das  Biemannsche  Symbol  dar  stellen  als  Differenz 
zweier  Ausdrücke,  die  die  Elemente  eines  ebenfalls  kovarianten 
Systems  sind  (Pascal,  Bend.  Lincei,  1906,  1.  sem.). 

Sei  gegeben  eine  quadratische  Differentialform  und  ein 
kovariantes  System  Ordnung;  wir  bilden  das  System  von 
der  Ordnung  jit  + 1 (^as  also  von  ft  + 1 Indizes  abhängt); 


X.  . . 

*1  • • • + 1 


ax.  . 


dx. 


gi  + 1 


/LI  n , . 

Z=1  TO=1  ^ 


>+l 


X 


wo  die  Symbole  | ^ | die  Christoffelschen  Symbole  zweiter 

Art  bezüglich  der  gegebenen  quadratischen  Differentialform  be- 
deuten. 

Die  Elemente  des  so  gebildeten  Systems  sind  ihrerseits  Ele- 
mente eines  kovarianten  Systems  (Christoffel).  Diese  Elemente 
heißen  die  abgeleiteten  Kovarianten  der  Elemente  des  gegebenen 
Systems  in  bezug  auf  die  gegebene  Differentialform.  Über  die 
Umkehrung  dieses  Theorems  siehe  Pascal,  Bend.  Ist.  Bomb. 
1906,  p.  414. 

Dieses  Theorem  ist  von  grundlegender  Bedeutung  und  von 
Ricci  zum  Ausgangspunkt  des  sogenannten  absoluten  Differential- 
kalkuls  gemacht  worden  (s.  Ricci,  Ann.  di  Mat  (2)  14  (1886) 
und  Ricci  und  Levi  Civita,  Math.  Ann.  54,  125  (1901)). 

Man  nennt  Differentialinvariante  einen  Ausdruck,  der  mit 
den  Koeffizienten  X^^  einer  gegebenen  quadratischen  Differential- 
form und  mit  deren  Derivierten  gebildet  ist  und  bei  der  Trans- 
formation der  Variabein  ungeändert  bleibt.  Enthält  er  nun, 
außer  den  Koeffizienten  X^^  und  deren* Derivierten,  auch  will- 
kürliche Funktionen  nebst  ihren  Derivierten,  so  heißt  er  Diffe- 
rentialparameter'., er  heißt  von  der  Ordnung  r,  wenn  r die  Ord- 
nung der  höchsten  Derivierten  der  darin  vorkommenden  will- 
kürlichen Funktionen  ist. 

Der  Ausdruck: 


1.  ..n 

^-2 


r,  s 


X'. 


d_u  dji 

^ dX  j,  dx^’’ 


ivorin  die  X'  dieselbe  Bedeutung  ivie  oben  haben,  ist  ein  Diffe- 
rentialparameter 1.  Ordnung  (Beltrami). 


§ 3.  Quadratische  Ditferentialformen. 


599 


Ebenso  ist  Eifferenüalparameter  der  Ausdruck: 


< 

II 

dü  dv 

(Beltrami.) 

Der  Ausdruck: 

r,  s 



l...n 

[dx^dx^  ^ 1 m J 

1 8x„,j 

ist  ein  Eifferentialparameter  2.  Ordnung  (Beltrami). 

Hier  ist  zu  bemerken,  daß  die  Koeffizienten  der  X'  in 
U die  zweiten  abgeleiteten  Kovarianten  der  Funktion  TI  sind, 
nach  der  Bezeichnung  von  Ricci. 

Ein  wichtiges  Problem  in  der  Theorie  der  quadratischen 
Differentialformen  ist  das  ihrer  Äquivalenz.  Es  handelt  sich  um 
die  Untersuchung  der  Bedingungen  für  die  Transformierbarkeit 
einer  Differentialform  in  eine  andere  (in  diesem  Falle  heißen 
beide  Formen  äquivalent^  und  die  Aufsuchung  der  allgemeinsten 
Variabeintransformation,  durch  die  eine  Form  in  eine  andere 
übergeht.  Es  läßt  sich  zeigen,  daß  die  Gleichungen  der  all- 
gemeinsten Variabeintransformation,  die  eine  Differential  form  in 

eine  andere  überführt,  höchstens  willkürliche  Konstanten 

enthalten  können.  Die  Transformationen  einer  Differential  form 
in  sich  selbst  bilden  eine  kontinuierliche  Gruppe  mit  höchstens 

Parametern. 

Damit  eine  Form  einer  anderen  mit  konstanten  Koeffizienten 
äquivalent  sei,  ist  notwendig  und  hinreichend,  daß  alle  JRiemann- 
schen  Symbole  verschwinden. 

Wenn  bei  einer  Differentialform  die  Riemannschen  Sym- 
bole den  Relationen  genügen: 


iij,  hk)  = 


WO  c konstant,  so  schreibt  man  der  Differentialform  eine  kon- 
stante Krümmung  von  der  Größe  c zu. 

Wenn  eine  Differentialform  konstante  Krümmung  hat,  so 
hat  jede  äquivalente  Form  dieselbe  konstante  Krümmwng. 

Zwei  Differential  formen  mit  derselben  konstanten  Krümmwng 
sind  immer  äquivalent.,  und  die  Formeln  der  allgemeinsten  Trams- 
formation einer  in  die  a/ndere  enthalten  willkürliche  Kon- 

stanten. 
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Eine  Form  konstanter  Krümmn/ng  gestattet  eine  kontinuier- 
liehe  Gruppe  von  Transformationen  in  sich  selbst  mit  ^ 

Jd 

Parametern. 

Es  läßt  sich  zeigen,  daß  für  die  Äquivalenz  zweier  all- 
gemeiner Differentialformen  die  Bedmgwng  notwendig  ist,  daß 
die  mit  den  Christof felschen  Symbolen  folgendermaßen  für  beide 
Formen  gebildeten  Matrizen: 


0 

^11  

. . . . 

0 

^„1  

•••• 

^11 

[\^] 

• • • • 

^12 

[\^] 

•■••[V] 

^nn 

m 

pn  n"| 

L n J 

denselben  Bang  haben  (Pascal,  Bend.  Lincei  1902,  2.®  sem.). 


Die  Theorie  der  quadratischen  Differentialformen  ist  speziell 
hervorgegangen  aus  Anwendungen  auf  die  Theorie  der  krummen 
Oberflächen  (Gauß,  Disquis.  circa  sup.  curvas,  Comm.  Gott.  6, 
1826  = Werke  4).  Dann  beschäftigten  sich  besonders  damit: 
Riemann,  Comm.  mafh.  Werke  p.  391;  Beltrami,  Mem.  Äcc. 
di  Bologna  (2)  8,  (1869);  Christoffel,  J.  f Math.  70,  46 
(1869);  Lipschitz,  J.  f.  Math.  70,  71,  72,  74,  78,  81; 
Ricci,  Ann.  di  Mat.  (2)  12,  135  (1883),  14,  1 (1886);  Bend. 
Acc.  Lincei  1888,  1.^  sem.;  Delle  derivazioni  covarianti  etc. 
Padova  1888;  Teoria  delle  superficie,  Padova  1898.  Schlaefli, 
Ann.  di  Mat.  (2)  5 178  (1871)  Ricci  und  Levi  Civita, 
Math.  Ann.  54,  125  (1901);  Maschke,  Trans.  Am.  soc.  1,  197 
(1900),  4,  444  (1903);  siehe  auch  Bianchi,  Geometria  differen- 
ziäle  (1902),  Kap.  II. 

Die  Ausdehnung  des  Aquivalenzproblems  auf  vollständige 
Differenzialformen  2.  Ordnung  ist  behandelt  worden  von  Pascal, 
Bend.  Circ.  Mat.  Palermo  22,  1906. 


i 

I 


f 


Kapitel  XIH. 

Die  Lehre  von  den  Transformationsgrnppen. 

Von  A.  Guldherg  in  Christiania. 


§ 1.  Gruppen  von  Punkttransformationen. 


Die  n Gleichungen 


= fi(*l  • • • *»).  (.■  = !, 2. ..n) 

worin  die  f analytische  Funktionen  der  x sind,  bestimmen  eine 
Transformation  der  n Veränderlichen  x^  ...  in  den  n Ver- 
änderlichen x^  . . . x^' , wenn  sie  nach  den  x^  ...  XJ^  auflösbar 
sind,  wenn  also  ihre  Funktionaldeterminante 


dfjjx^  . . .x„) 
dxk 


(z,  i = 1,  2,  . . . m) 


nicht  identisch  verschwindet. 

Enthalten  die  Gleichungen  noch  willkürliche  Konstanten, 
etwa  die  r Parameter  ...  a^: 


(1) 


< ==  fii^l  •••»«;  «1  • • • “r). 


(/  = 1,  2 . . . w) 


so  bestimmen  sie  eine  Schar  von  Transformationen.  Diese  Schar 
enthält  verschiedene  Transformationen,  wenn  die  Zahl  r 
der  Parameter  nicht  erniedrigt  werden  kann;  die  r Parameter 
heißen  dann  wesentliche.  Jedes  System  von  Werten  a liefert 
eine  Transformation;  eine  Transformation,  welche  die  Veränder- 
lichen ungeändert  läßt,  heißt  die  identische  Transformation.  Die 
Ausführung  zweier  Transformationen  nacheinander  erzeugt,  wie 
bei  der  Lehre  von  Substitutionen,  das  Produkt  der  beiden  Trans- 
formationen. Zwei  Transformationen  heißen  invers  oder  reziprok, 
wenn  ihr  Produkt  die  identische  Transformation  liefert.  Be- 
zeichnen wir  die  einzelnen  Transformationen  mit  . . ., 

so  bedeutet  T~  * die  inverse  von  T , und  T T~  ^ = 1 die 
identische  Transformation.  Zwei  Transformationen  T^  und 
heißen  vertauschbar.  wenn  das  Produkt  TT^  = T.T„. 

■ a 0 0 a 
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Die  Schar  (l)  von  oo^  verschiedenen  Transformationen 
bildet  eine  r-gliedrige  kontinuierliche  Transformationsgruppe  in 
n Veränderlichen,  wenn  stets  die  Aufeinanderfolge  zweier  Trans- 
formationen der  Schar  einer  einzigen  Transformation  der  Schar 
äquivalent  ist. 

Sind  die  f speziell  rationale  Funktionen  von  den  x und  a 
und  sind  auch  ihre  inversen  Funktionen  rational,  so  erhält  man 
Gremonasche  oder  birationale  Transformationen^  die  eine  Gruppe 
bilden.  Jede  Gremonasche  Gruppe  enthält  die  identische  Ira/ns- 
formation,  und  ihre  Transformationen  ordnen  sich  paarweise  zu  in- 
versen zusammen.  Nicht  alle  Gruppen  besitzen  diese  Eigenschaft.^) 
Die  r Parameter  a^  . . . a^  sind  ivesentlich  dann  und  nur 
dann,  wenn  es  keine  von  x-^  ...  x^  freie  partielle  Differential- 
gleichung 1.  Ordnung  in  /*: 


h = r 


gibt,  der  die  Funktionen  fi---fn  sämtlich  genügen. 

Erster  Fundamentalsatz:  Bestimmen  die  Gleichungen 
(1)  oo^  verschiedene  Transformationen,  die  eine  Gruppe  hildep, 
so  bestehen  r • n Gleichungen  von  der  Form 


r 


1 


sowie  ihre  Auflösungen 


iß) 


1 


(?:  = 1 . . . n , 
A:  = l...r) 


während  die  keine  n linearen  homogenen  Relationen 


«1  in  (*')  H «r  = 0 (i  = 1 . . . 


mit  konstanten  Koeffizienten  ...  e^  erfüllen.  — Wenn  umge- 
kehrt solche  n Gleichungen  (l),  die  oo''  verschiedene  Trans- 


1)  Es  läßt  sich  nachweisen,  daß  nicht  jede  kontinuierliche 
Gruppe  die  identische  Transformation  enthält.  Aber  selbst  wenn  die 
identische  Transformation  in  einer  Gruppe  auftritt,  so  folgt  daraus 
nicht  ohne  weiteres,  daß  die  Transformationen  der  Gruppe  sich  paar- 
weise als  inverse  zusammenordnen  lassen,  vgl.  Lie,  Theorie  d.  Trans- 
formationsgruppen 1,  163.  Dies  wird  indessen  im  folgenden  voraus- 
gesetzt. 
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formaüonen  dar  stellen,  r • n Gleichungen  von  der  Form-  (a)  und 
infolgedessen  auch  r-n  Gleichungen  von  der  Form  (ß)  erfüllen, 
wenn  überdies  für  gewisse  konstante  Größen  a^  . . . aj^  die  Glei- 
chungen ^ 

«l'’  • • • «r)  = *,•  (f=l...n) 

bestehen  und  schließlich  die  Determinante  der  von  Null  umd 
Unendlich  verschieden  ist,  so  stellen  die  Gleichu/ngen  (1)  eine 
Gruppe  dar. 

Wenn  wir  in  den  Gleichungen  (l)  einer  Gruppe  den  Para- 
metern »1  . . . a,^  Werte  geben,  die  unendlich  wenig  von  den- 
jenigen Werten  a^ . . . aff  abweichen,  welche  die  identische  Trans- 
formation liefern,  so  ergibt  sich  eine  infinitesimale  Transformation 
der  Gruppe.  Eine  infinitesimale  Transformation  zwischen  x^. . . 
welche  diesen  Größen  die  Inkremente  dXj^=  . . . x^dt  erteilt, 
bezeichnet  man  mit  dem  Symbol 


Jede  eingliedrige  Gruppe  in  n Veränderlichen  mit  paarweise 
inversen  Transformationen  enthält  eine  und  nur  eine  infinitesimale 
Transformation.  Jede  infinitesimale  Transform, ation  gehört  um- 
gekehrt einer  und  nur  einer  eingliedrigen  Gruppe  an.  Dieselbe 
besitzt  paariveise  inverse  Transformationen. 

Die  endlichen  Gleichungen  der  von  der  infinitesimalen 
Transformation 


n 


1 


erzeugten  eingliedrigen  Gruppe  können  in  Form  von  Reihen- 
entwicklungen nach  dem  Parameter  t der  Gruppe  so  geschrieben 
werden : 


Hat  man  r infinitesimale  Transformationen  X^f,...  X^f, 
so  heißen  sie  voneinander  unabhängig,  wenn  keine  Relation  von 
der  Form 


in  der  die  e^  . . . e^  Konstanten  bedeuten,  bestehen. 

Jede  r-gliedrige  Gruppe  mit  paarweise  inversen  Trans- 
formationen enthält  r und  nur  r voneinander  unabhängige  in- 
finitesimale Transformationen. 
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Zweiter  Fundamental satz:  r voneinander  unabhängige 
infinitcsim  ale  Transformationen 

n 

1 ’ 

erzeugen  dann  und  nur  dann  eine  r-gliedrige  Gruppe^  wenn  die 
Xj/", . . . X^f  paarweise  Belationen  von  der  Form 

r 

- X,{X,f)  = {X,X,)  = = 

1 

mit  konstanten  Koeffizienten  erfüllen.  Biese  Gruppe  enthält 
die  identische  wnd  paarweise  inverse  Transformationen. 

Das  System  dieser  Konstanten  bestimmt  die  Zusammen- 
setzung der  Gruppe  X^/*,  ...  X^f  Zwei  r-gliedrige  Gruppen, 
welche  ein  und  dieselbe  Zusammensetzung  haben,  nennt  man 
gleichzusammengesetzt. 

Dritter  Fundamentalsatz:  r^  Konstanten  c^j^^  bestimmen 
damz,  aber  auch  nur  dann  die  Zusammensetzung  einer  r-gliedrigen 
Gruppe.)  ivenm  sie  die  Belationen  erfüllen: 

^ikl  ^kil  ~ ^ 
r 

'^^^iks^slt  + ^kls^sit  + ^lis^sk^  ^ (*,A-,?,i  = l,2...r) 

1 

Zwei  r-gliedrige  Gruppen 

y'i=9i{yi--yn^ 

heißen  ähnlich^  wenn  die  eine  durch  Einführung  neuer  Veränder- 
lichen und  Parameter  in  die  andere  übergeführt  werden  kann. 

Eine  r-gliedrige  Gruppe  in  den  Veränderlichen 
heißt  transitiv.,  wenn  es  im  Raume  (x^  . . . x^  ein  w-fach  aus- 
gedehntes Gebiet  gibt,  innerhalb  dessen  jeder  Punkt  durch 
mindestens  eine  Transformation  der  Gruppe  in  jeden  beliebigen 
anderen  übergeführt  werden  kann.  Jede  Gruppe,  die  nicht 
transitiv  ist,  heißt  intransitiv. 

Die  r-gliedrige  Gruppe  X^f.,  . . . X^f  des  Baumes  x^  . . . x^ 
ist  transitiv,  wenn  sich  unter  den  r Gleichungen  Xj^f  = 0,  . . . 
X^f  = 0 gerade  n voneinander  unabhängige  befinden^  im  ent- 
gegengesetzten Fall  ist  sie  intransitiv. 
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Eine  w-gliedrige  transitive  Gruppe  in  n Veränderlichen 
heißt  eine  einfach  transitive  Gruppe. 

Zwei  ei/nfach  transitive  G-ruppen  in  n Veränderlichen  sind 
dann  wnd  nur  dann  miteinander  ähnlich,  wenn  sie  gleich  zu- 
sammengeseUt  sind.  Bei  intransitiven  Gruppen  treten  stets 
Funktionen  der  Veränderlichen  auf,  welche  durch  die  Trans- 
formationen der  Gruppe  keine  Veränderung  erleidet;  eine  solche 
Funktion  heißt  eine  Invariante. 

Sind  alle  Transformationen  einer  ^-gliedrigen  Gruppe  in 
einer  Gruppe  mit  r'^Q  Parametern  enthalten,  so  heißt  die 
^-gliedrige  Gruppe  eine  Untergruppe  der  r-gliedrigen  Gruppe. 
Die  Aufsuchu/ng  aller  hontinuierlichen  Untergruppen  einer  ge- 
gegehenen  r-gliedrigen  Gruppe  erfordert  nur  algebraische  Operationen. 

Alle  Transformationen.,  die  in  zwei  Untergruppen  einer  Gruppe 
zugleich  enthalten  sind.,  bilden  für  sich  eine  Untergruppe. 

Alle  Transformationen.,  die  zwei  verschiedenen  Gruppen  zu- 
gleich angehören.,  bilden  für  sich  eine  Gruppe. 

Enthält  die  Gruppe  mit  den  Transformationen  T^  . . . die 
kontinuierliche  Untergruppe  mit  den  Transformationen  . . ., 
und  ist  jeder  Aufeinanderfolge  T^^S^T^  wieder  eine  Trans- 
formation 8 äquivalent,  so  heißt  die  Untergruppe  Sf,  . . . eine 
invariante  Untergruppe  (vgl.  S.  186). 

Eine  Gruppe,  welche  keine  kontinuierlichen  invarianten 
Untergruppen  besitzt,  heißt  einfach.  Gruppen,  die  nicht  einfach 
sind,  heißen  zusammengesetzt.  Erzeugen  die  r voneinander  unab- 
hängigen infinitesimalen  Transformationen  X^f  . . . X^f  eine  r- 
gliedrige  Gruppe.,  so  erzeugt  der  Inbegriff  aller  (X.Xj^)  eine  Gruppe; 
sind  unter  diesen  KlammerausdrücJcen  q(^r)  voneinander  unab- 
hängig, so  erzeugen  sie  eine  q-gliedrige  invariante  Untergruppe 
der  Gruppe  X,  f,  . . . X^f. 

Die  Gruppe  der  heißt  die  erste  derivierte  Gruppe. 

Man  kann  von  dieser  Gruppe  die  erste  derivierte  suchen  usw. 
Die  sich  dadurch  ergebenden  Untergruppen  heißen  die  zweite, 
dritte  usw.  derivierte  Gruppe  der  gegebenen  Gruppe.  Eine  Gruppe, 
die  ihre  eigene  erste  derivierte  ist,  heißt  eine  perfekte  Gruppe. 

Eine  r-gliedrige  Gruppe  G^  heißt  integrabel,  wenn  sie  fol- 
gende Eigenschaft  hat:  G^  hat  eine  r — 1 gliedrige  invariante 
Untergruppe  G^r-i  invariante  7 usf.  bis  zur  G^. 

Eine  r-gliedrige  Gruppe  ist  dann  und  nur  dann  integrabel, 
wenn  ihre  r*^  Derivierte  oder  eine  frühere  Derivierte  sich  auf  die 
Identität  reduziert. 

Das  anschaulichste  Beispiel  einer  Gruppe  bietet  die  Gesamt- 
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heit  der  Bewegungen  des  Raumes  (vgl.  S.  170).  Eine  bemerkens- 
werte Gruppe  ist  die  2)-gliedrige  projeJctive  Gruppe  in 

n Veränderlichen 

„ ' ^vl  ^2  ~l "f-  4~  w + 1 


+ 11 1^1  H“  + 1 1 2 ^2  ■ ■ * 4~  ^n  + im^n  + i 


()/  = 1, 2 . . . n) 


und  ihre  Untergruppen,  die  n{n-\-l')  gliedrige  allgemeine  lineare 
Gruppe: 

und  die  gliedrige  homogene  lineare  Gruppe  (vgl.  S.  245): 

H 1-  {v==h...n) 

Um  eine  Übersicht  über  alle  überhaupt  möglichen  Gruppen 
zu  erhalten,  faßt  Lie  alle  untereinander  ähnlichen  Gruppen 
in  einem  Typus  zusammen.  Für  n = 1 gibt  es  nur  drei  Typen 
von  endlichen  kontinuierlichen  Gruppen:  1.  die  eingliedrige 
X — X -\-  a^  2.  die  zweigliedrige  x = ax  3.  die  dreigliedrige 

x'  = • Auch  für  ^ > 1 gibt  es  in  einem  gewissen  Sinne 

nur  eine  begrenzte  Anzahl  von  Typen. 

Es  gibt  auch  Gruppen  von  Transformationen,  die  den  früher 
aufgestellten  Bedingungen  genügen , ohne  durch  ein  einziges 
Gleichungssystem  der  Form  (l)  darstellbar  zu  sein.  Jede  solche 
Gruppe  Gr  zerfällt  in  eine  endliche  oder  unendliche  Anzahl  von 
Scharen,  von  denen  jede  durch  ein  solches  System  dargestellt 
werden  kann,  von  denen  aber  nur  eine  eine  Gruppe  Q ist.  Als 
Beispiel  solcher  Gruppen  nennen  wir  die  Gruppe  aller  Bewe- 
gungen und  Umlegungen.  Ist  die  Anzahl  dieser  Scharen  endlich, 
so  haben  sie  alle  dieselbe  Parameterzahl  und  bestehen  aus  Trans- 
formationen, die  G invariant  lassen.  Solche  Gruppen  nennt 
man  gemischte  oder  komplexe  Gruppen. 

Die  hier  betrachteten  Gruppen , deren  Transformationen 
von  einer  gewissen  endlichen  Anzahl  von  Parametern  abhängen, 
heißen  endliche  Gruppen.  Um  nun  die  Definition  der  unend- 
lichen Gruppen  zu  verstehen,  geben  wir  der  Definition  der  end- 
lichen Gruppen  eine  andere  Form.  Wir  differenzieren  die  Glei- 
chungen (l)  so  oft,  daß  wir  die  Konstanten  a^  . . . a^  eliminieren 
können.  Wir  erhalten  dann  ein  System  von  Differential- 
gleichungen, welches  die  folgende  Eigenschaft  besitzt:  1.  wenn 

< = fi  K • • • «1  • ■ ■ öy) 

ein  System  von  Lösungen  ist,  und 
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ein  zweites,  so  stellt  auch 

= fi «) ■ • • /■«(*>  «);  h ■ ■■  K) 

ein  Lösungssystem  dar;  darin  liegt,  daß  wir  es  mit  einer  Gruppe 
zu  tun  haben.  2.  Das  allgemeinste  Lösungssystem  des  Systems 
hängt  nur  von  einer  endlichen  Anzahl  von  willkürlichen  Kon- 
stanten ab. 

Nehmen  wir  nun  an:  es  ist  eine  Schar  von  Transformationen 
= fiipi  ’ ’ • durch  ein  System  von  Differentialgleichungen 
definiert,  welches  zwar  die  erste  der  beiden  erwähnten  Eigenschaften 
besitzt,  nicht  aber  die  zweite,  daß  also  mit  x^  = 
und  x^  — . . . x^  stets  auch  x^  — Oiifi  • ' • Ü Lösungs- 

system ist,  daß  aber  das  allgemeinste  Lösungssystem  nicht  bloß 
von  einer  endlichen  Anzahl  willkürlicher  Konstanten  abhängen, 
sondern  von  willkürlichen  Funktionen.  Dann  bildet  der  Inbegriff 
von  allen  Transformationen,  welche  den  betreffenden  Differential- 
gleichungen genügen,  eine  Gruppe,  und  zwar  eine  unendliche 
kontinuierliche  Gruppe. 

So  definieren  die  Gleichungen 

dxj, 

eine  unendliche  Gruppe 

Xi  — Ui  (x^  . . . x^ , 

wo  die  Tli  willkürliche  Funktionen  sind. 


§ 2.  Berührungstransformationen. 
Eine  Transformation  der  Yeränderlichen  x.,  «/,  y\ 


(1)  *1  = X{x,  y,  y),  y^  = Y{x,  y,  y) , y = P{x,  y,  y'). 


WO  X,  F,  P reguläre  analytische  Funktionen  ihrer  Argumente 
sind,  und  y den  Differentialquotient  von  y nach  x^  y-^  den  von 
y^  nach  bedeutet,  heißt  dann  und  nur  dann  eine  Berührungs- 
transformation, wenn  vermöge  der  Transformation  eine  Eelation 
von  der  Form 

— y^dx^  = q{x,  y,  y')(dy  — y'dx) 

besteht. 

Setzt  man  symbolisch 


[xr]^ 


dX  /dY 
dy'  \ dx  ' 


— 1 
dy) 


d_Y/dX  . dX\ 

dy  \dx  ^ d dy)'‘ 


608  Kapitel  XIII,  Die  Lehre  von  den  Transformationsgruppen. 


SO  müssen  X und  Y der  Bedingung 


[zr]  = 0 

genügen. 

Ist  diese  Bedingwng  identisch  erfüllt,  so  ergehen  sich  für  P 
und  Q eindeutige  Werte,  und  zwar  ist  der  Wert  von  q nicht 
identisch  null. 

Die  Aufeinanderfolge  zweier  Berührungstransformationen  ist 
wieder  eine  Berührwngstransformation. 

Die  inverse  einer  Berührwngstransformation  ist  ehenfalls 
eme  solche. 

Den  Inbegriff  eines  Punktes  (x,  y)  und  einer  hindurch- 
gehenden Geraden  bezeichnet  Lie  als  ein  Linienelement.  Eine 
Kurve  definiert  oo^  Linienelemente,  die  man  die  Linienelemente 
der  Kurve  nennt.  Eine  Schar  von  Linienelementen  {x,  y,  y') 
der  Ebene,  welche  die  Relation  dy  — y dx  = 0 erfüllt,  heißt 
einen  Verein  von  Linienelementen  oder  Elementverein.  Benutzt 
man  diesen  Begriff,  so  wird  eine  Berührungstransformation 
folgendermaßen  definiert: 

Eine  Transformation  (l)  in  den  drei  Veränderlichen  x,  y,  y 
der  Koordinaten  der  Linienelementen  der  Ebene  heißt  eine 
Berührungstransformation  der  Ebene,  wenn  sie  jeden  Element- 
verein in  einen  solchen  überführt. 

Als  Beispiele  von  Berührungstransformationen  der  Ebene 
nennen  wir  die  Dilatation,  die  Eußpunkttransformation  und  die 
Transformation  durch  reziproke  Polaren.  Der  Name  Berührungs- 
transformation kommt  daher,  daß  die  Transformation  (l)  solche 
Kurven  der  Ebene,  welche  sich  in  einem  gemeinsamen  Punkt 
berühren,  wieder  in  derartige  Kurven  verwandelt. 

Der  Begriff  der  Berührungstransformation  dehnt  sich  nun 
leicht  auf  den  Fall  mehrerer  Variablen  aus. 

Ist  eine  Transformation  in  den  {2n  -j-  l)  Variablen  z, 


(2) 


/ = z{g,  . .p„),  x;  = . . .p,), 

ft'  = •••»„>  ft---ft).  = 


'^0  Pi  = ö — ist,  so  beschaffen,  daß  sie  die  Pf  aff  sehe  Gleichung 
0 x^ 


dz  — p^dx^  — 


Pn^^n  = 0 


invariant  läßt,  also  eine  Beziehung  von  folgender  Gestalt: 


dZ—  FidXi = ?(<*«  — ftdft Pn^^n) 


§ 2.  Berührungstransformationen. 


609 


identisch  besteht,  so  heißt  sie  eine  Berührwngstransformation 
des  (n  + l)-fach  ausgedehnten  Raumes  s,  wobei  q 

eine  gewisse  Funktion  von  x^  . . . x^^  Pi  • • - Pn  bedeutet. 

Benutzt  man  das  Poissonsche  Symbol  [qp,  für  den 
Ausdruck 


l...n 


rd(p  /dj) 
^ LdPi  \dXi 


so  sind  die  notwendigen  und  hinreichenden  Bedingu/ngen,  daß  die 
Gleichungen  (2)  eine  Berührungstransformation  dar  stellen,  daß 
die  Belationen 

[_X,X,]  = [X,Z]  = [P,P,]  = 0, 

erfüllt  sind,  wo  für  k ==  i den  Wert  1 hat  und  sonst  ver- 
schwindet. 

Der  Inbegriff  aller  Berührungstransformationen  des  {n  + 1)- 
fach  ausgedehnten  Baumes  bildet  eine  unendliche  kontinuierliche 
Gruppe  mit  paarweise  inversen  Transformationen. 

Die  Größen  x^j  p^  sind  hier  die  Koordinaten  der  Ele- 
mente des  Raumes  iCj,  • . *,  und  zwar  ist  das  Element  Zj  x^, 

p.  die  Figur,  die  aus  dem  Punkte  8,  x-  und  aus  der  hindurch- 
gehenden ^^-fach  ausgedehnten  Ebene: 

ä — « =^Pi(Ss  — »«) 

mit  den  laufenden  Koordinaten  §,  besteht.  Die  invariante 
Gleichung: 

dz  — ^PidXi  = 0 

ist  die  Bedingung  für  die  vereinigte  Lage  der  beiden  unendlich 
benachbarten  Elemente: 


Xi,  Pi  und  ^ -f  dz,  X.  -f  dXi,  p.  dpi. 

Läßt  die  Berührungstransformation  den  [Pf  aff  sehen  Aus- 
druck: dz  — 'SPjdXj  invariant,  ist  also  ^ = 1,  so  hat  sie  die 

= X^{x,p),  p.  = Pi{x,p),  / = a +[Si(x,  p) 

und  es  besteht  eine  Identität  von  der  Gestalt: 

(3)  P,d^  + . . . + PJX„  =p^dx^  + • • • + pjx„  + dSl. 

Pascal,  Repertorium.  I.  2.  2.  Aufl.  39 
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Läßt  man  hier  die  Gleichung:  / ^ weg,  so  hat  man 

eine  sogenannte  Berührungstransformation  in  den  p,  hei  der 
der  Ausdruck  ^p^dx.  invariant  bleibt  bis  auf  ein  additives 
vollständiges  Differential. 

Für  das  Bestehen  einer  Identität  (3)  ist  notwendig  und 
hinreichend,  daß  die  Funktionen  P.  den  Gleichungen: 

(4)  (W  = 0,  = (PA)  = 0 

genügen,  wo  (q)'ip)  der  Ausdruck  ist,  gebildet  für  den 

Fall,  daß  (p  und  ifj  beide  von  ^ frei  sind.  Die  Funktion  Sl 
wird  dann  aus  den  immer  integrablen  Gleichungen: 

(5)  (ßP.)=^P.g-P. 

durch  eine  Quadratur  gefunden. 

Wird  = 0,  so  stellen  die  Gleichungen  x/  = X.^  Pi' 
eine  homogene  Berührungstransformation  dar,  die  durch  die  Glei- 
chungen (4)  und  durch  die  aus  (5)  folgende  Eigenschaft  defi- 
niert wird,  daß  die  X^  homogen  von  nullter  0.  in 
sind,  die  P^  aber  homogen  von  1.  0. 

Setzt  man: 

= 1).  — Pi:P»  = äi, 

so  kann  man  x^^  p^^  . . p^  als  homogene  Koordi- 
naten der  Elemente  • • •?  ö'i?  • • •>  Q.n—i  w-fach 

ausgedehnten  Baumes  . . .,  y^_i  auffassen,  und  es  wird 

^PjdXj  — 0 die  Bedingung  der  vereinigten  Lage  für  diese 
Elemente.  Die  allgemeinste  homogene  Berührungstransformation 
in  iCi,  . . . . .,i?„  ist  dann  zugleich  die  allgemeinste  Be- 
rührungstransformation des  Raumes  2/«-r 

Eine  einfache  und  wichtige  Berührungstransformation  ist 
die  folgende: 

— x^p^ x^p^, 

Pl  = - «^1,  • • -r  i?/  = - + • • •»  Pn  = Pn^ 

WO  q eine  beliebige  der  Zahlen  1,  2, . . .,  n bedeutet.  Trans- 
formationen dieser  Art  benutzt  schon  Euler;  der  Fall  w = 2, 
q—2  ist  bekannt  als  die  Legendresche  Transformation,  der 
?^  = 2,  q—1  als  die  Amperesche. 
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Eine  infinitesimale  Berührungstransformation  ist  eine  infini- 
tesimale Transformation; 

1 . . . n 

^ 17 

4 * * 

in  den  Veränderlichen  bei  der  die 

Pf  aff  sehe  Gleichung:  dz  — ^Piäx^  = 0 invariant  bleibt.  Sie 
ist  durch  die  FwnMioni 

i 

ihre  charaht eristische  B'unhtion  vollständig  bestimmt,  und 
umgehehrt  ist  jede  Funktion  TJ  (^,  p)  die  charakteristische  Funk- 
tion einer  ganz  bestimmten  infinitesimalen  Berührungstransforma- 
tion, deren  Symbol  lautet-. 

Xf=iUf]-uf^- 

Ist  Yf  eine  zweite  infinitesimale  Berührungstransformation  mit 
der  charakteristischen  Funktion  7,  so  ist  auch  X{T{f))  — Y{X{f)) 
= (X  V)  eine  solche  Transformation  und  hat  die  charakte- 
ristische Funktion: 

[ur]-u^^+rf^^{ur}. 


Eine  infinitesimale  Berührungstransformation  in  den  x,  p 
erteilt  den  Veränderlichen  ic,  p unendlich  kleine  Zuwachse  von 
der  Form: 

r)  U ^ . OU  ^ . 


^ du  ^ . dU^ 


WO  U eine  beliebige  Funktion  von  den  x,  p ist.  Ihr  Symbol 
Xf  lautet;  ^ ^ 

Xf  -(UA-  _ ££  iY'i 

und  es  wird  für  sie: 

S'^p.äx,  = ä (2^).  H - P)  • St. 

Ist  Yf  — (Vf)  eine  zweite  infinitesimale  Transformation  dieser 
Art,  so  hat  man: 

X{Y{f))  - T{X(f))  = (U{Tf))  - (ViUf))  = ({UV)f), 

was  eine  Form  der  berühmten  Jacobischen  Identität  ist. 

39* 
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Eine  infinitesimale  homogene  Berührungstransformation  er- 
hält man,  wenn  man  für  ü eine  Funktion  H{x^p)  setzt,  die  in 
den  p homogen  von  1.  0.  ist.  H heißt  dann  die  zugehörige 
charakteristische  Funktion. 

Jede  infinitesimale  Berührungstransformation  (Berührungs- 
transformation in  den  x,  p,  homogene  Berührungstransformation) 
erzeugt  eine  eingliedrige  Gruppe  von  Transformationen  der- 
selben Art. 


§ 3.  Invarianten  und  invariante  Gleichungssysteme. 


Ein  sehr  wichtiges  Problem  der  Gruppentheorie  ist  die 
Bestimmung  der  bei  einer  Gruppe  invarianten  Funktionen  und 
Gleichungssysteme.  Wir  'betrachten  zunächst  eine  eingliedrige 
Gruppe  der  (rr,  ?/)-Ebene 

(1)  = g>  (®,  tf,  o),  yi  = n>  (®,  y,  a), 

deren  infinitesimale  Transformation  ist: 

Eine  FunUion  Sl  {x,  y)  Ueibt  invariant  bei  allen  Transfor- 
mationen der  Gruppe  (1),  wenn  aus  (1)  folgt:  Sl(x^^  yf)  = ß(ic,y). 
Dies  tritt  dann  und  nur  dann  ein,  wenn  identisch 


ist. 


dy 


Den  Ort  aller  oo^  Punkte,  in  welche  ein  bestimmter  Punkt 
Po(^o?2^o)  (ic,  y)-Ebene  vermöge  aller  Transformationen  der 
Gruppe  (l)  übergeführt  werden  kann,  nennt  man  die  Bahnkurve 
des  Punktes  Pq. 

Jede  eingliedrige  Gruppe  der  Ebene  besitzt  oo^  Bahnkurven. 

Die  Invariante  Sl{x,y)  einer  eingliedrigen  Gruppe  {1)  ist 
dadurch  charakterisiert,  daß  sie,  gleich  einer  Konstanten  gesetzt., 
die  Bahnkurven  definiert. 


Es  gibt  zweierlei  Kurven,  welche  bei  einer  Gruppe  (l)  in- 
variant sein  können.  Die  einen,  stets  vorkommenden,  sind  die 
oo^  Bahnkurven  der  Gruppe;  sie  werden  erhalten.,  indem  man 
die  Invariante  der  Gruppe  einer  Konstanten  gleich  setzt.  Die 
Kurven  der  anderen  Art  bestehen  aus  lauter  einzelnen  invarianten 
Punkten,  für  welche  ^ {x,  y)  = r]  {x,  2/)  = 0 ist. 
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Die  Kurve  (o{x,y)  ==  0 ist  hei  der  Gruppe  (l)  dann  und 
nur  dann  invariant,  wenn  Xro  = 0 ist,  vermöge  m = 0.  Dabei 
wird  vorausgesetzt,  daß  die  Ableitungen  von  co  nach  x und  y 
nicht  beide  vermöge  co  = 0 verschwinden. 

Die  Schar  der  oo^  Kurven  toix,  y)  — const.  ist  invariant 
dann  und  nur  dann  bei  allen  Transformationen  der  Gruppe  (1), 
werm  Xcj  eine  Funktion  von  co  allein  ist:  Xco  = F{(o).  Ins- 
besondere bleibt  jede  Kurve  der  Schar  einzeln  bei  allen  Trans- 
formationen invariant,  ivenn  Xco  = 0 ist. 

Wir  gehen  zu  dem  allgemeinen  Fall  über. 

Ist  die  r-gliedrige  Gruppe  X^f,  . . . X^f  des  Baumes  x^. . . x^ 
transitiv,  so  hat  sie  keine  Invarianten,  ist  sie  intransitiv,  so  sind 
die  gemeinsamen  Lösungen  der  Gleichungen  X^f  = 0, . . . X^/’=  0 
ihre  einzigen  Invarianten. 

Kennt  man  die  endlichen  Gleichungen 

= /■*(*!  •••»»;  «1  • • • «r)  = 

einer  intransitiven  Gruppe,  so  kann  man  die  Invarianten  dieser 
Gruppe  durch  Elimination  finden. 

Bleibt  ein  Gleicbungssystem 

(«)  ■ßi  (»1  ■ • • »J  = 0, . . = 0 


bei  allen  Transformationen  einer  Gruppe  X^f . . . X^f  invariant, 
so  sagt  man,  daß  es  die  betreffende  Gruppe  gestattet.  Dabei 
wird  in  der  Regel  vorausgesetzt,  daß  in  der  Matrix  der  Ab- 
leitungen von  iij,  . . .,  nach  . . .,  nicht  alle  (n — m)- 

reihigen  Determinanten  vermöge  = 0,  . . .,  Hn-m  ^ 
schwinden. 


Das  Gleichungssystem  (a)  gestattet  dann  u/nd  nur  dann  alle 
Transformationen  der  eingliedrigen  Gruppe  Xf,  wenn  alle  n — m 
Ausdrücke  XHj^  vermöge  = 0,  . . . , = 0 verschwinden. 


Es  gibt  zwei  Arten  von  solchen  Gleichungssystemen,  welche 
die  eingliedrige  Gruppe  . 


V 


IL 

^ dx^ 


gestatten.  Die  Gleichungssysteme  der  ersten  Art  werden  durch 
ganz  beliebige  Belationen  zwischen  den  Lösungen  der  Gleichwng 
Xf  = 0 dargestellt.  Die  Gleichungssysteme  der  zweiten  Art  haben 
die  Form: 


^1  = 0,  ...g„  = 0,  = tsC»!  •••*„)  = 0,... 
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wobei  die  tJj  vollkommen  willkürlich  sind,  nur  muß  es  Wert- 
systeme ...  geben.,  welche  die  betreffenden  Gleichungen  be- 
friedigen. 

Führt  man  auf  einen  Punkt  P des  Baumes  x^  ...  x^  alle 
oo^  Transformationen  einer  r-gliedrigen  Gruppe  dieses  Baumes 
aus,  so  bildet  der  Inbegriff  aller  Lagen,  welche  der  Punkt  auf 
diese  Weise  annimmt,  eine  bei  der  Gruppe  invariante  Mannig- 
faltigkeit; diese  Mannigfaltigkeit  enthält  kein  kleineres  bei  der 
Chruppe  invariantes  leilgebiet,  dagegen  ist  sie  selbst  in  allen  in- 
varianten Mannigfaltigkeiten  enthalten,  in  welchen  der  Pu/nktP  liegt. 

Erzeugen  die  r unabhängigen  infinitesimalen  Transformationen 


eine  r-gliedrige  Gruppe,  so  erhält  man  durch  Nullsetzen  edler 
{r  — m -\-  l)-reihigen  Determinanten  der  Matrix 


stets  ein  Gleichungssystem,  welches  alle  Transformationen  der 
Gruppe  Xj/*,  , . X^f  gestattet;  das  gilt  für  jede  Zahl  m^r, 
vorausgesetzt  nur,  daß  es  überhaupt  Wertsysteme  x.^  ...  x^  gibt, 
welche  alle  die  bewußten  {r  — m l)-reihigen  Determinanten  zum 
Verschwinden  bringen. 

§ 4.  Differentialinvarianten  und  Integralinvarianten. 

Wir  betrachten  zunächst  eine  besonders  einfache  Art  von 
Differentialinvarianten.  In  den  Transformationen  der  r-glied- 
rigen Gruppe  (6r)  . . . X^f  oder 


(1) 


Vi  = /i(®i  ■ . . «1  ■ ! . <*..) 


betrachten  wir  die  Veränderlichen  x.^...Xj,  als  Funktionen  einer 
Hilfs variablen  t,  welche  von  den  Transformationen  (l)  gar  nicht 
transformiert  wird.  Offenbar  sind  dann  auch  y^  . ■ . y^  als  Funk- 
tionen von  t aufzufassen;  setzen  wir  daher: 
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so  ergibt  sich  aus  (l)  durch  Differentiation  nach  ti 


(2)  = 


Es  läßt  sich  nachweisen,  daß  die  Gleichungen  (2)  eine 
r-gliedrige  Gruppe  in  den  2n  Veränderlichen  x^. . . 
darstellen.  Diese  neue  Gruppe  heißt  die  einmal  erweiterte  Gruppe 
von  Gr.  Wir  bezeichnen  sie  mit  Die  Gruppe  ist  er- 

zeugt von  den  r erweiterten  infinitesimalen  Transformationen 


l..,n  l...n 


gesetzt  ist. 

Die  (endlichen)  Invarianten  von  heißen  Dijferential- 
mvarianten  1.  Ordnung  von  G.  Die  Differentialinvarianten 
von  G,  d.  h.  die  Invarianten  von  G^^^  sind  daher  die  Lösungen 
der  Gleichungen  ~ 0.  Durch  weitere  Differenzierung  der 

Gleichungen  (l)  werden  auf  analoge  Art  Differentialinvarianten 
höherer  Ordnung  von  G definiert. 

Man  kann  aber  eine  Gruppe  auch  auf  andere  Art  er- 
weitern. 

Wir  betrachten  die  r-gliedrige  Gruppe  X^f . . . X^f  in  den 
n m Veränderlichen  % . . . 


(3) 


Hier  seien  x^  ...  x^  unabhängige  Veränderliche  und  % • • . 
beliebig  wählbare  Funktionen  von  x^  ...  x^.  Unter  dieser  Vor- 
aussetzung sind  dann  X-^  . . . x^  im  allgemeinen  von  einander 
unabhängig,  während  8.^^.  . . Funktionen  von  . . xj^  wer- 
den. Für  die  Differentialquotienten  der  z nach  den  x und  der 
z nach  den  x'  führen  wir  folgende  Bezeichnungen  ein: 
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Die  «1 . . . a„  Is-ssen  sich  dann  durch  und  die 

Differentialquotienten  von  der  ersten  bis  (a^-l 1"«J- 

ten  Ordnung  ausdrücken:| 


(4) 


> , «1  • 


= •••  «t  • • • »r) 


(v  = 1 . . . m,  (U  = 1 . . . m,  /9i  + • • • + ^ OTi  + • • • + ««)• 


Aus  (3)  denken  wir  uns  alle  Gleichungen  von  der  Form  (4) 
abgeleitet,  in  denen  a2  • -jr  cCn  = ^ I^iese  Glei- 
chungen mit  den  Gleichungen  (3)  zusammen  bilden  wieder  eine 
r-gliedrige  Gruppe,  die  mit  der  ursprünglichen  Gruppe  gleich- 
zusammengesetzt ist  und  von  deren  erweiterten  infinitesimalen 
Transformationen  erzeugt  ist. 

Da  man  die  Zahl  N so  groß  wählen  kann,  daß  die  in- 
finitesimalen Transformationen  mehr  als  r Veränderliche 

enthalten,  läßt  es  sich  immer  so  einrichten,  daß  die  r Glei- 
chungen Xj^^^Y  ==  0 ein  vollständiges  System  mit  einer  oder 
mehreren  Lösungen  bilden.  Diese  Lösungen  sind  Funktionen 
von  den  a?,  den  z und  den  Differentialquotienten  der  letzteren, 
sie  gestatten  jede  endliche  Transformation  der  erweiterten  Gruppe 
X^^^Y  und  sind  daher  Invarianten  dieser  Gruppe;  sie  sind 
JDifferentialinvarianten  der  ursprünglichen  Gruppe;  es  gilt  also 
der  Satz: 

Jede  endliche  hontinuierliche  Transformationsgruppe  X^f,.,.X^f 
bestimmt  eine  unendliche  Heihe  von  Differentialinvarianten,  welche 
sich  als  Lösungen  von  vollständigen  Systemen  definieren  lassen. 

Ferner  läßt  sich  zeigen,  daß  diese  unendliche  Reihe  von 
Differentialinvarianten  sich  sämtlich  durch  Differentiation  aus 
einer  endlich  begrenzten  Anzahl  derartiger  Differentialinvarianten 
ableiten  lassen.  Wir  bezeichnen  den  Inbegriff  derjenigen  Differential- 
invarianten, aus  denen  sich  alle  durch  Differentiation  ableiten 
lassen,  als  ein  volles  System  von  Differentialinvarianten. 

Eine  ganz  besondere  Stellung  nehmen  gewisse  Ausdrücke 
ein,  die  uns  gestatten,  aus  bekannten  Differentialinvarianten  einer 
Gruppe  neue  Differentialinvarianten  abzuleiten.  Der  Einfachheit 
halber  betrachten  wir  eine  r-gliedrige  Gruppe  Gr  der  {x,  2/)-Ebene. 
Eine  Funktion  ^{x,  y,  y,  . . .,  (p,  (p\  . . .)  hänge  ab  von  x,  y,  den 
Differentialquotienten  von  y nach  x,  sowie  von  einer  Funktion 
(p  und  von  deren  nach  x genommenen  vollständigen  Differential- 
quotienten cp',  cp",  ....  Ist  dann,  wenn  cp  irgend  eine  Differential- 
invariante der  Gruppe  ist,  stets  auch  ü eine,  so  heißt  ein 
Differentialparameter  oder  Differentiator  der  Gruppe.  Wenn  wir 


§ 4.  Differentialinvarianten  und  Integralinvarianten.  017 

alsdann  diese  Funktion  Sl  kennen,  sowie  eine  Differential- 
invariante J,  so  liefert  uns  Sl,  wenn  man  (p  durch  I ersetzt, 
eine  zweite  Differentialinvariante.  Diese  würde  in  für  9?  ein- 
gesetzt eine  dritte  ergeben  usw. 

Wie  wir  eben  gesehen  haben,  können  wir  eine  Gruppe  auf 
verschiedene  Weise  erweitern  und  uns  deshalb  verschiedene  Arten 
von  Differentialinvarianten  verschaffen.  Liegt  daher  eine  kon- 
tinuierliche Gruppe  vor,  so  gehören  zu  dieser  Gruppe  mehrere 
Reihen  von  Differentialinvarianten,  deren  Form  nicht  allein  von 
der  Gruppe  sondern  auch  von  den  Gegenständen  abhängt,  auf 
welche  die  Transformationen  der  Gruppe  ausgeführt  werden.  Be- 
steht die  Gruppe  z.  B.  aus  Punkttransformationen  des  Raumes  x, 
0^  so  können  diese  Transformationen  auf  Kurven^  Flächen^  auf 
Differentialgleichungen^  auf  Flächenscharen ^ überhaupt  auf  viele 
Gegenstände  ausgeführt  werden. 

Stellt  man  nun  die  Frage,  ob  gewisse  Differentialgleichungen 
oder  gewisse  analytische  Ausdrücke  durch  eine  Transformation 
einer  vorgelegten  Gruppe  auf  gewisse  gegebene  Formen  ge- 
bracht werden  können,  so  erhält  man  jedesmal  als  notwendige 
Kriterien  gewisse  Differentialrelationen,  die  gegenüber  der  ge- 
gebenen Gruppe  einen  invarianten  Charakter  besitzen.  Fragt 
man  z.  B.,  wann  ein  vorgelegter  Ausdruck  X{x^y)dx-{-  Y{x,y)dg 
die  Form  eines  vollständigen  Differentials  d U(x,  y)  erhalten 
kann,  so  ist  die  Antwort  bekanntlich,  daß  hierzu  das  Bestehen 

der  Gleichung  = 0 erforderlich  und  hinreichend  ist. 

Diese  Bedingungsgleichung  wird  durch  jede  Punkttransformation 
in  ungeänderter  Form  reproduziert. 

Die  Theorie  des  Pfa  ff  sehen  Problems  gibt  in  ganz  ähn- 
licher Weise  eine  Reihe  Kriterien,  die  gegenüber  beliebigen 
Punkttransformationen  einen  invarianten  Charakter  besitzen,  vgl. 
Kap.  XII. 

Wünscht  man  zu  entscheiden,  ob  zwei  Kurven  oder  Flächen 
durch  Bewegung  in  einander  überführbar,  d.  h.  ob  sie  kongruent, 
oder  noch  anders  ausgedrückt,  ob  sie  miteinander  vermöge  der 
Gruppe  der  Bewegungen  äquivalent  sind,  so  handelt  es  sich  um 
nichts  anderes  als  die  Invariantentheorie  der  Gruppe  der  Be- 
wegungen. 

Ein  anderes  Beispiel  ist  die  von  Gauß  und  Min  ding  be- 
gründete Deformationstheorie.  Ist  das  Bogenelement  nach  Gauß 
auf  die  Form  gebracht; 

ds'^  = Fdx^  + 2Fdxdy  -f  Gdy^, 
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und  führen  wir  neue  Veränderliche  ein: 

^1=  Y(x,y), 

SO  erhält  unser  Bogenelement  eine  neue  Form 

ds^  = E^dx^^  + ^F^dx^dy^  + G^dy^\ 

Dabei  werden  E^^  JPj,  als  Funktionen  von  E,  F,  G 
und  Xj  y durch  gewisse  Relationen  bestimmt,  die  mit  x^  = X, 
y^^  Y vereinigt  eine  unendliche  Gruppe  bilden.  Eine  erste 
Differentialinvariante  dieser  Gruppe  ist  das  Gaußsche  Krüm- 
mungsmaß. Auch  die  von  Beltrami  und  Lame  betrachteten 
Differential  Parameter  ( Differentiatoren)  sind  Differentialinvarianten 
von  Gruppen. 

Als  letztes  Beispiel  sei  genannt  die  Invariantentbeorie  der 
algebraischen  Formen  gegenüber  der  linearen  homogenen  Gruppe, 
die  von  Boole,  Caylej,  Aronbold  und  Olebscb  begründet 
worden  ist. 


Die  Theorie  der  Differentialinvarianten  liefert  auch  die 
Theorie  der  Integralinvarianten,  Liegt  eine  endliche  oder  un- 
endliche Transformationsgruppe  in  den  Veränderlichen  x^  . . . 

3^  ..  . vor,  so  sagt  man,  daß  ein  Integral: 

eine  Integralinvariante  der  betreffenden  Gruppe  darstellt,  wenn 
die  Variation  öf  Sldx^  . . . dx^  des  Integrals  bei  allen  infinitesi- 
malen Transformationen  der  Gruppe  verschwindet,  anders  aus- 
gesprochen, wenn  die  Form  des  Integrals  bei  allen  endlichen 
Transformationen  der  Gruppe  erhalten  bleibt.  Es  ist  hier  Vor- 
aussetzung, daß  die  z als  Funktionen  der  x betrachtet  werden. 
Ist  nun 

1.  ..n  l...m 

k ^ i 

das  allgemeine  Symbol  einer  infinitesimalen  Transformation  der 
gegebenen  Gruppe,  so  gelten  die  Gleichungen: 


x«ß+ii2’£+2’ 


M*  . = 0 

dzj  dXi  j ’ 
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und  umgekehrt  gibt  jede  Lösung  Sl  dieser  Gleichungen  eine  Inte- 
gralinvariante. Hier  bedeutet  die  r-mal  erweiterte  infini- 

tesimale Transformation  von  Xf. 

Ein  Integralparameter  ist  eine  Funktion  H (ic,  y. . (jp,  cp'. . .) 
von  der  Art,  daß  wenn  Jcpix^y^y. . .)dx  eine  Integralin  Variante 
einer  Gruppe  G der  (ic«^)-Ebene  ist,  auch  stets  JUdx  eine  Inte- 
gralinvariante der  Gruppe  G ist. 

Die  in  diesem  Paragraphen  auseinandergesetzte  Theorie  der 
Differentialinvarianten  und  Integralinvarianten  rührt  von  Sophus 
Lie  her;  ihre  Beziehung  zu  den  Arbeiten  von  Gauß,  Minding, 
Lame,  Beltrami,  Sylvester,  Cayley,  Schwarz,  Halphen, 
Poincare,  Zorawski,  Cartan  u.  a.  findet  man  besprochen 
in  den  folgenden  Arbeiten  von  Lie:  Theorie  der  Transforma- 
tionsgruppen 1,  Kap.  25,  Vorlesungen  über  hontinuierliche  Grup- 
pen, Kap.  23,  Gesammelte  Äbh.  6,  Abh.  II  (1884),  Abh.  XXVII 
(1897). 


§ 5.  Anwendung  der  Theorie  der  Transformationsgruppen 
auf  Differentialgleichungen. 


Wir  betrachten  zuerst  eine  Differentialgleichung  1.  Ordnung 
und  ersten  Grades 


(1)  X{x,  y)dy  — Y{x,  y^dx  = 0. 

Man  sagt,  daß  die  Gleichung  (l)  eine  Transformation  ge- 
stattet oder  zuläßt.,  sobald  sie  bei  Ausführung  derselben  bis  auf 
einen  Faktor  ihre  Form  bewahrt. 


Die  Differentialgleichung  (l)  gestattet  eine  Transformation 
dann  und  nur  dann,  wenn  die  Schar  ihrer  Integralkurven  diese 
Transformation  gestattet,  anders  ausgesprochen.,  wenn  jede  Integral- 
kurve bei  der  Transformation  in  eine  Integralkurve  übergeht 


Die  Differentialgleichung  (1)  gestattet  dann  und  nur  dann 

7)-F 

die  eingliedrige  Gruppe  Uf  = '^{x^y)  ~ v)  ^ » wenn  Vf 

und  der  Ausdruck  Äf  = X f'dr  alle  Werte  von  x,  y 

umd  für  jede  Fwnktion  f(x,  y)  identisch  eine  Belation  von  der 
Form  erfüllen: 

U{Af)  - A{Uf)  = lAf, 


in  der  X eine  Fwnktion  von  x umd  y allein  bedeutet. 
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Wenn  die  Gleichung  (l)  die  eingliedrige  Gruppe 
^ dx'^'^dy 

ein  IntegrdbilitätsfaMor  der  Gleichung, 


gestattet,  so  ist  ^ ^ 

sobald  Xrj  — =4=  0 ist.  Mn  Integral  der  Gleichung  ist  dem- 

nach 


fXdy—  Ydx 
J Xv~Yt  - 


const. 


Jede  gewöhnliche  Differentialgleichung  1.  Ordnung  zwischen 
zwei  Veränderlichen  gestattet  unendlich  viele  infinitesimale  Trans- 
formationen oder  eingliedrige  Gruppen. 

Die  Differentialgleichung  1,  Ordnung  zwischen  x und  y 

= 0 

gestattet  die  eingliedrige  Gruppe 

dann  und  nur  dann,  wenn  der  Ausdruck 


dxjy  dy^  I dy' 


vermöge  Sl  = 0 verschwindet.,  vorausgesetzt.,  daß  die  Differential’' 
gleichung  ==  0 nicht  in  einer  solchen  Form  geschrieben  ist.,  in 
dSl  dSl  dSl 

~dx  ’ ^ sämtlich  vermöge  = 0 verschwinden. 

Nicht  jede  Differentialgleichung  w-ter  Ordnung  zwischen  x 
und  y (n  > 1)  gestattet  eine  infinitesimale  Transformation  in 
X und  y. 


Mne  Differentialgleichung  2.  Ordnung  gestattet  höchstens  acht 
unabhängige  infinitesimale  Transformationen.  Eine  Differential- 
gleichung n-ter  Ordnung  (w  > 2)  gestattet  nicht  mehr  als  + 4 
von  einander  unabhängige  infinitesimale  Transformationen. 

Der  Inbegriff  aller  Transformationen,  die  eine  Differential- 
gleichung n-ter  Ordnung  (?^  > l)  gestattet,  bildet  eine  r-gliedrige 
Gruppe  mit  paarweise  inversen  Transformationen,  wo  die  Zähl  r 
an  eine  endliche  obere  Grenze  gebunden  ist. 

Die  gewöhnlichen  Differentialgleichungen  höherer  Ordnung, 
die  eine  Gruppe  G gestatten,  zerfallen  in  Klassen  je  nach  dem 
Typus  von  G.  Da  Sophus  Lie  die  verschiedenen  Typen  von 
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Gruppen  bestimmt  hat,  ergibt  sich  die  Bestimmung  der  inva- 
rianten Differentialgleichungen  unmittelbar  aus  der  Theorie  der 
Invarianten  und  invarianten  Gleichungs Systeme  der  erweiterten 
Gruppen.  Außer  einzelnen  exzeptionellen  Gleichungen,  die  durch 
Nullsetzen  gewisser  Determinanten  erhalten  werden,  sind  die 
Gleichungen,  die  eine  Gruppe  G-  gestatten,  von  der  Form: 


F 


T ^ 


\ 


= 0, 


in  der  Ji,  J,  die  beiden  Differentialinvarianten  niedrigster  Ord- 
nung von  6r  bedeuten,  F eine  willkürliche  Funktion.  Für  jede 
der  so  erhaltenen  Gleichungen  hat  Sophus  Lie  ein  Integrations- 
verfahren gegeben  {Gesammelte  Äbh.  5,  Abh.  IX,  X,  XI,  XIV 
(1882,  1883)). 

Eine  lineare  homogene  partielle  Differentialgleichung  1.0.: 


1...W 


N 8f 


bleibt  bei  Einführung  neuer  Veränderlicher: 


»/  = •••.*») 


(i 


invariant,  wenn  eine  Gleichung  von  der  Form: 


II. 

dx; 


9(»i> 


0; 


dx. 


besteht.  Man  sagt  dann,  daß  Af—  0 die  Transformation:  F^{x') 

gestattet  oder  mläßt.  Notwendig  und  hinreichend  hierfür  ist,  daß 
die  Transformation  jede  Lösung  von  Af  = 0 wieder  in  eine 
Lösung  überführt. 

Sind  unabhängige  Lösungen  von  Af  ==  0^  so 

gestattet  die  Gleichung  Af  = 0 dann  und  nur  dann  die  infini- 
tesimale Transformation  X/,  wenn  n — 1 Relationen  von  der 
Form: 

X{u^  = «vKj  • • •>  (V  = l,. 

bestehen.  Sie  gestattet  dann  zugleich  alle  Transformationen  der 
von  Xf  erzeugten  eingliedrigen  Gruppe.  Kennt  man  die  Lö- 
sungen von  Af—0  nicht,  so  muß  man  ein  anderes  Kriterium 
anwenden.  Es  gilt  nämlich  auch  der  Satz: 
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Die  Gleichung  Af  — Q gestaUet  dann  und  nur  dann  die  m- 
finitesimale  Transformation  Xf,  wenn  eine  Beziehung  von  der 
Form 

X{A{f))  - A(X{f))  = l{x^, . . x^jAf 

besteht. 

Hat  man  g unabhängige  lineare  homogene  partielle  Diffe- 
rentialgleichungen: 

1...« 

• • -1  ^n)  ^ = q)j 

i * 

SO  besitzen  diese  niemals  mehr  als  — g unabhängige  gemein- 
same Lösungen  und  gerade  n — g Lösungen  dieser  Art  haben 
sie  dann  und  nur  dann,  wenn  sie  ein  g-gliedriges  vollständiges 
System  bilden,  das  heißt,  wenn  Beziehungen  von  der  Form: 


l...q 

(Ah-^s)  • • •>  ä) 

s 

bestehen. 

Ein  ^-gliedriges  vollständiges  System  Aj^f  = 0 gestattet 
eine  Transformation  wenn  es  bei  Einführung  der 

neuen  Veränderlichen  xf  in  ein  System  übergeht,  das  g unab- 
hängige Gleichungen  von  der  Form: 


1...» 


1 > 


dxf 


enthält.  Insbesondere  gestattet  es  die  infinitesimale  Transforma- 
tion Xf  und  die  von  dieser  erzeugte  eingliedrige  Gruppe  dann 
wnd  nur  dann,  wenn  Delationen  von  der  Form: 

l...q 

~ ^n)-^sf  ik  = l,..., 

s 

bestehen. 

Gestattet  ein  vollständiges  System  die  beiden  infinitesi- 
malen Transformationen  Xf  und  Yf  so  gestattet  es  erstens 
jede  infinitesimale  Transformation: 

1...2 
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wo  u und  V beliebige  Lösungen  des  vollständigen  Systems,  die 
Wg  aber  willkürliche  Funktionen  bezeichnen,  und  es  gestattet 
zweitens  auch  die  infinitesimale  Transformation: 

X{Y{f))  - T{X{f))  = (XY).  _ 

Ist  ein  vollständiges  System  = 0 vorgelegt  und  kennt 
man  mehrere,  etwa  m infinitesimale  Transformationen:  X^fi.. .,  X^^f, 
die  es  gestattet,  so  kann  der  Fall  eintreten,  daß:  -4^ 

Xj/*,  . . .,  Xjf(l<im)  durch  keine  lineare  homogene  Relation 
verknüpft  sind,  während  jedes  sich  so  darstellen  läßt: 

1...1  i...g 

k s 

Dann  ist  jede  Funktion  Lösung  des  vollständigen 

Systems. 

So  kann  man  aus  den  bekannten  infinitesimalen  Trans- 
formationen des  vollständigen  Systems  einerseits  Lösungen,  andrer- 
seits neue  infinitesimale  Transformationen  ableiten.  Findet  man 
dabei  nicht  alle  Lösungen,  so  läßt  sich  das  ganze  Integrations- 
problem schließlich  auf  das  L i e sehe  Normalprohlem  zurückführen : 

Gegeben  ist  ein  q-gliedriges  vollständiges  System  A^f  = 0 in 
n Veränderlichen,  das  n — q bekannte  infinitesimale  Transforma- 
tionen: X^/*,  . . .,  X^_^f  gestattet,  dabei  sind:  . . .,  A^f, 

X^f  Xj^_^f  nicht  durch  eine  lineare  Relation  verknüpft^  es 
bestehen  aber  Beziehungen  von  der  Form: 

— g 1 ...g 

^iks^sf  H“  • • •?  (»>  * = 1,  • • - g), 

« J 

WO  die  c^^g  Konstanten  bezeichnen. 

Sind  5 die  unbekannten  Lösungen  des  voll- 

ständigen Systems,  so  wird: 

und  die  n — q infinitesimalen  Transformationen: 

1...« — g 

^kf  ~ • S -1  ^n-g)  = 2)» 

die  in  den  Beziehungen:  ^ 

ix,x,)  e,„XJ 
8 
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stehen,  erzeugen  eine  {n  — ^)-gliedrige  einfache  transitive  Gruppe, 
die  angibt,  wie  die  Lösungen  des  vollständigen  Systems  bei  den 
infinitesimalen  Transformationen  Xj^f  unter  einander  vertauscht 
werden.  Da  die  Konstanten  bekannt  sind,  so  ist  die  Zu- 
sammensetzung dieser  Gruppe;  X^f,  . . X^_^f  bekannt. 

Diese  Zusammensetzung  ist  es,  die  die  Integrationstheorie 
des  Normalproblems  beherrscht.  Ist  . . .,  Xif  eine  Unter- 
gruppe der  Gruppe  Xj/*,  . . .,  so  kann  man  eine  Besol- 

vente  des  Problems  aufstellen,  indem  man  das  vollständige 
System; 

Zi/-  = o,...,x/=o 

bildet.  Hat  man  dieses  integriert,  also  n — g — l unabhängige 
Lösungen;  des  Systems  gefunden,  so  sind; 


l) 


im  allgemeinen  neue  Lösungen  des  Systems  Äjif=0.  Ist 
Xj/*,  . . .,  Xff  die  größte  in  der  Untergruppe  X^f,  . . .,  X/  ent- 
haltene invariante  Untergruppe  der  Gruppe;  X^/*, ...,  X^_^f, 
so  findet  man  auf  diese  Weise  alle  Lösungen  des  vollständigen 
Systems; 

A,f=0, . . A/=  0,  X,f=0, XJ^O. 

Ist  insbesondere  die  Gruppe  X^/*,  . . .,  X^_^f  einfach^  enthält  sie 
also  keine  invariante  Untergruppe,  so  ist  /^  ==  0,  und  das  ganze 
Integrationsproblem  ist  erledigt.  Die  Ordnung  der  erforderlichen 
Integrationsoperationen  wird  dabei  möglichst  klein,  wenn  man 
die  Untergruppe;  Xjf,  . . .,  X^f  so  wählt,  daß  ihre  Gliederzahl  l 
möglichst  groß  ist. 

Diese  ganze  Integrationstheorie  zeigt  die  vollkommenste 
Analogie  zu  der  Galois sehen  Behandlung  der  algebraischen 
Gleichungen. 

Eine  unübersehbare  Fülle  von  Integrationsproblemen  läßt 
sich  auf  Probleme  von  der  Art  zurückführen,  wo  ein  vollstän- 
diges System  mit  bekannten  infinitesimalen  Transformationen  zu 
integrieren  ist.  Die  Liesche  Invariantentheorie  gestattet  in  jedem 
Falle,  genau  festzustellen,  welche  Integrationsoperationen  zur 
Erledigung  des  Problems  erforderlich  sind. 

Alle  in  diesem  Kapitel  zusammengestellten  Begriffe  und 
Sätze  rühren  von  Sophus  Lie  her.  Seine  zahlreichen  Abhand- 
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langen  über  Transformationsgruppen  und  deren  Anwendung  auf 
die  Integrationstheorie  findet  man  in  Bd.  V und  VI  seiner  Ge- 
sammelten Abhandlungen  vereinigt.  Man  vgl.  ferner  sein  großes 
Werk:  Theorie  der  Transformationsgruppen^  bearbeitet  unter  Mit- 
wirkung von  F.  Engel,  3 Bde.  1888,  91,  93.  Vorlesungen  über 
JDifferentiälgleichungen  mit  bekannten  infinitesimalen  Transforma- 
tionen (1891),  herausgegeben  von  Scheffers,  Vorlesungen  über 
izontinuierliche  Gruppen  (l893),  herausgegeben  von  Scheffers, 
Geometrie  der  Berührungstransformationen ^ dargestellt  von  Lie 
und  Scheffers. 

W.  Killing  ist  es  gelungen,  alle  möglichen  Zusammen- 
setzungen der  einfachen  endlichen  kontinuierlichen  Gruppen  zu 
bestimmen.  Math.  Ann.  31,  33,  34,  36  (1888 — 90).  E.  Cartan 
hat  die  Killingschen  Ergebnisse  bestätigt  und  die  allgemeine 
Theorie  der  Zusammensetzung  ganz  außerordentlich  vervoll- 
kommnet, es  ist  ihm  auch  gelungen,  den  Begriff  der  Zusam- 
mensetzung für  die  unendlichen  kontinuierlichen  Gruppen  zu 
definieren  und  die  Zusammensetzungen  aller  einfachen  Gruppen 
dieser  Art  zu  bestimmen.  S.  seine  These  1894  und  Abhand- 
lungen im  American  Journal  18,  1896  und  den  Annales  de 
VJElcole  normale  (3),  21,  22  (1904,  1905). 

Lie  selbst  hat  alle  endlichen  und  alle  unendlichen  kon- 
tinuierlichen Gruppen  von  Punkt-  und  Berührungstransforma- 
tionen  des  Raumes  aufgestellt,  diese  aber  nur  teilweise  ver- 
öffentlicht. Ugo  Amaldi  hat  die  Bestimmung  aller  unendlichen 
Gruppen  von  Berührungstransformationen  und  von  Punkttrans- 
formationen des  Raumes  durchgeführt.  Accademia  di  Torino 
1906,  80  S.  und  Accademia  di  Modena  1910,  1912,  73  und 
343  S. 


Pascal,  Eepertorium  1.2.  2.  Aufl, 
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Kapitel  XIV. 
Variationsreclinniig. 

Von  Hans  Hahn  in  Wien. 


§ 1.  Das  einfachste  Problem  der  Variationsrechnung. 

Die  Variationsrechnung  behandelt  die  Aufgabe,  in  gewissen 
Ausdrücken,  deren  Wert  von  der  Wahl  einer  oder  mehrerer 
Funktionen  abhängt,  diese  Funktionen  so  zu  bestimmen,  daß  der 
Ausdruck  einen  möglichst  kleinen  oder  möglichst  großen  Wert 
annimmt.  Die  ersten  Aufgaben  dieser  Art  haben  Newton  und 
die  Brüder  Bernoulli  behandelt  (s.  § 9).  Zu  einer  eigenen 
Disziplin  wurde  die  Variationsrechnung  ausgestaltet  durch  Euler 
und  Lagrange  (vgl.  hierzu  A.  Kn  es  er,  Ahh.  zur  Gesell,  d. 
math.  Wiss.  25,  23  (1907)),  auf  exakte  Grundlage  gestellt  und 
— wenigstens  für  die  einfachsten  Probleme  — zu  einer  ge- 
wissen Vollendung  gebracht  durch  Weierstraß. 

Wir  nennen  eine  Reihe  modenier  Lehrbücher,  in  denen  die 
im  folgenden  behandelten  Probleme  und  auch  manche  andere 
ausführlich  dargestellt  sind:  A.  Kn  es  er,  Lehrbuch  der  Variations- 
rechnung, Braunschweig  1900,  2.  Aufl.  1925;  H.  Hancock,  Lec- 
tures  on  the  cälculus  of  variations,  Cincinnati  1904;  0.  Bolza,  Vor- 
lesungen über  Variationsrechnung,  Leipzig  und  Berlin  1909;  J.  Ha- 
damar d,  Legons  sur  le  calcul  des  variations  1,  Paris  1910;  L.  To- 
nelli,  Fondamenti  di  calcolo  delle  variazioni,  2 Bde.,  Bologna 
1921,  1923.  G.  Vivanti,  Elementi  del  calcolo  delle  variazioni, 
Messina  1923.  Eine  kurze  Darstellung  der  Elemente  in  E.Goursat, 
Cours  d'analyse  (2®  u.  3®  ed.)  3.  Viele  historische  Notizen  und 
Literaturangab en  bei  E.  Pascal,  Calcolo  delle  variazioni,  Mailand 
1897,  deutsch  von  A.  Sch  epp,  Leipzig  1899,  sowie  besonders 
in  den  Artikeln  über  Variationsrechnung  der  Enzyklopädie  (aus- 
führlicher in  der  französischen  Ausgabe).  Vollständige  Literatur- 
verzeichnisse: M.  Lecat,  Bibliographie  du  calcul  des  variations 
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depuis  les  origines  jusqu’ä  1850,  Gand  1916;  Bibi.  d.  cälc.  d. 
var.  1850 — 1913,  Gand  1913.  Nachträge  hierzu  in:  Bibi.  d. 
series  trigommetriques  (Gand  1921),  156.  Über  Fortschritte  der 
Variationsrechnung  in  den  letzten  Jahren  referiert  G.  A.  Bliss, 
Am.  Bull.  26,  343  (1920). 

Wir  beginnen  mit  Besprechung  des  sog.  einfachsten  Pro- 
blemes  der  Variationsrechnung.  Wir  verstehen  unter  /*(a;,  y,  y) 
eine  Funktion,  die  für  alle  in  einem  gewissen  Bereiche  91  lie- 
genden Wertepaare  (ic,  y)  und  für  alle  endlichen  Werte  von  y 
regulär  analytisch  ist.^)  Von  allen  in  Betracht  kommenden 
Punkten  und  Kurven  wird  angenommen,  daß  sie  im  Innern  von  9t 
liegen.  Partielle  Differentiationen  von  f (und  anderen  Funktionen) 
werden  durch  angehängte  Indizes  angedeutet;  so  bedeutet  fg,{x.^  i/,  y) 
die  Ableitung  von  f nach  der  ersten  Veränderlichen,  y) 

die  nach  der  ersten  und  zweiten  Veränderlichen  usw. 

Unter  y{x)  (ebenso  unter  y{po),  u{x)  usw.)  wird  eine 

eindeutige  zweimal  stetig  differenzierbare  Funktion  von  rr,  unter 
y{x)  ihre  erste,  unter  y"{3^  ihre  zweite  Ableitung  verstanden. 
Unter  der  Nachbarschaft  q des  durch  % ^ ^ ajg  gegebenen 

Bogens  (aj^,  a^g)  Kurve  y = y{x)  verstehen  wir  die  Gesamt- 
heit jener  Punkte  der  a;2/-Ebene,  deren  Abstand  von  wenigstens 
einem  Punkte  des  genannten  Bogens  die  Zahl  ^ nicht  übersteigt. 

Unter  „Wert  des  Integrales 

(1)  / fix,  y,  y)äx 

erstrecM  über  den  Bogen  (%,  ^^2)  Kurve  2/  = 2/(^)“  (oder 
„Wert,  den  dieser  Bogen  dem  Integrale  (l)  erteilt'")  verstehen 
wir  den  Ausdruck: 

/ /*(a^,  y{x))dx. 

Wir  sagen:  Der  Bogen  (a^^,  x^)  der  Kurve  y ==  y(x)  macht 
das  Integral  (1)  zu  einem  Minimum  (Maximum)  gegenüber  allen 
anderen  (irgendwelchen  Bedingungen  genügenden)  Kurvenbogen, 
wenn  es  eine  Nachbarschaft  q dieses  Bogens  gibt  derart,  daß 
jeder  andere  diesen  Bedingungen  genügende  und  ganz  in  dieser 
Nachbarschaft  liegende  Bogen  einer  Kurve  y ==  ^(a;)  dem  Inte- 
grale (1)  einen  größeren  (kleineren)  Wert  erteilt.  Wir  sagen 


1)  Es  geschieht  dies  der  Einfachheit  halber,  es  genügen  weniger 
weitgehende  Voraussetzungen. 
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von  dem  genannten  Bogen,  er  macht  das  Integral  zu  einem 
schwachen  Minimum  (Maximum),  wenn  es  zwei  positive  Kon- 
stanten q und  q gibt,  derart,  daß  jeder  andere  unseren  Be- 
dingungen genügende,  in  die  Nachbarschaft  q unseres  Bogens 
fallende  Kurvenbogen,  dessen  Punkte  sich  auf  die  unseres  Bogens 
eineindeutig  stetig  so  beziehen  lassen,  daß  der  Winkel  zwischen 
den  Tangenten  in  entsprechenden  Punkten  dieser  Bögen  kleiner 
als  q'  ist,  dem  Integrale  (l)  einen  größeren  (kleineren)  Wert 
erteilt.  Im  Gegensätze  zum  schwachen  Minimum  (Maximum) 
wird  das  an  erster  Stelle  genannte  auch  als  starkes  Minimum 
(Maximum)  bezeichnet. 

Das  einfachste  Problem  der  Variationsrechnung  lautet:  Unter 
allen,  zwei  gegebene  Punkte  (ic^,  yO  und  (iCg,  {x^  !>  x()  der 
Ebene  verbindenden  Kurvenbögen  y — y(oc)  diejenigen  aufzu- 
finden, welche  ein  Integral  der  Form  (l)  zu  einem  Minimum 
(Maximum)  machen. 

Sei  y = y{x)  ein  solcher  Kurvenbogen,  7i(x)  eine  beliebige 
den  Gleichungen  rj(x()  — r}{x2)  — 0 genügende  Funktion,  a ein 
Parameter.  Wir  bilden  die  Schar  der  Kurven: 

(2)  y = g(oc)  + arj(x), 

die  sämtlich  durch  die  beiden  gegebenen  Punkte  hindurchgehen; 
der  Wert,  den  der  Bogen  (x^^  iCg)  der  zum  Parameter  werte  a 
gehörigen  Kurve  dieser  Schar  dem  Integrale  (1)  erteilt,  ist 
eine  Funktion  von  £;  sie  werde  bezeichnet  mit  «/(e);  diese  Funk- 
tion ist  an  der  Stelle  £ = 0 regulär  analytisch;  wir  setzen: 

(3)  J{e)  - J-(O)  = ^ dV  + • ■ • + ^ J + . • • 

der  Ausdruck  hängt  nur  ab  von  der  Wahl  von  y(x)  und 
ri(x)’,  er  wird  bezeichnet  als  die  n*^  Variation  des  Integrales  (l) 
(bei  Übergang  von  der  Kurve  y = y{p^  zu  den  Vergleichskurven  (2)). 

Für  die  erste  und  zweite  Variation  gelten  demnach  die 
Formeln: 


(4)  5/=  y,  y')ri  + fy,{x,  y,  y')iiC\dx. 

Xi 

(5)  S^J-=f[fyy{x,y,y')ri^+2fyy,{x,y,y')ri'ti-\-fyy{x,y,y')ri^dx. 
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Wenn  der  Bogen  iCg)  der  Kurve  y^y{x)  däs  In- 

tegral (l)  zu  einem  (starken  oder  schwachen)  Minimum 
(bzw.  Maximum)  macht,  so  muß  in  (3)  für  alle  genügend 
kleinen,  von  Null  verschiedenen  | £ | die  Ungleichung  bestehen: 
Jis)  — «^(O)  > 0 (bzw.  < 0).  Nach  der  Theorie  der  gewöhnlichen 
Maxima  und  Minima  (Rep.  I^,  Kap.  VII,  § 7)  ist  das  nur  mög- 
lich, wenn:  d/  ==  0;  ^ 0 (bzw.  ^ O).  Daher: 

Damit  der  Bogen  der  Kurve  y = y{^  ein  (starJces 

oder  schwaches)  Minimum  (hm.  Maximum)  des  Integrales  (1) 
liefere.,  ist  notwendig , daß  er  der  ersten  Variation  dieses  Inte- 
grales den  Wert  Null  erteile,  der  meiten  Variation  aber  einen 
nicht  negativen  (bzw.  nicht  positiven)  Wert.,  hei  beliebiger  Wahl 
der  (nur  durch  r](xO  ==  ^ eingeschränhien)  Funktion  rj. 

Durch  partielle  Integration  läßt  sich  6 J auf  die  Form 
bringen: 

woraus  man  (wegen  d/  = O)  leicht  folgert: 

Damit  die  Kurve  y = y{x^  ein  Minimum  (Maximum)  von 
(l)  liefere,  ist  notwendig,  daß  sie  der  Gleichung  genügt: 

C?)  /!,'(*!>>  y)  — «'O  = 0 . 

Nach  Ausführung  der  Differentiation  nach  x lautet  diese  Gleichung: 

y,  y ) — y.  y")  — y^  y)y 

^ y,  y')y"  = 0. 

Sie  wird  als  die  Fulersche  Gleichung  unseres  Varia tions- 
problemes  bezeichnet  (sie  kommt  zuerst  vor  bei  Euler,  Methodus 
inveniendi  lineas  curvas  maximi  minimive  proprietate  gaudentes 
(1744),  Kap.  II,  Art.  21;  übersetzt  von  Stäckel  in  Ostwalds 
Klass.,  Nr.  46;  zu  Eulers  Herleitung  dieser  Gleichung  vgl. 
A. Kne s er , JEuler  und  die  Variationsrechnung,  Äbh.  z.  Gesch.  d.Math. 
Wiss.  25  (1907)  und  R.  B.  Rubbins,  Am.  Journ.  37,  367  (1915)). 
Nach  der  hier  angegebenen  Methode  wurde  sie  zuerst  hergeleitet 
von  Lagrange  {(Euvres  1,  335  (1752),  auch  14,  138  (1755)) 
und  wird  vielfach  auch  als  Lagrangesche  Gleichung  bezeichnet; 
diese  Methode  setzt  die  Existenz  der  zweiten  Ableitung  y"  der 
gesuchten  Funktion  voraus,  während  man  von  vornherein  gar 
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nicht  wissen  kann,  ob  die  gesuchte  Funktion  eine  zweite  Ab- 
leitung besitzt  (Ein wand  von  P.  Du  Bois-Reymond,  Math. 
Änn.  15,  312  (1879));  Herleitungen  der  Gleichung  (7),  die  die- 
sem Einwande  Rechnung  tragen,  findet  man  in  den  Lehrbüchern 
von  Bolza,  Hadamard,  Tonelli;  ferner:  A. Razmadze,  Math. 
Arm.  84,  115  (1921);  H.  Hahn,  Math.  Arm.  63,  253  (1906)). 

Gleichung  (8)  ist  eine  gewöhnliche  Differentialgleichung 
2.  Ordnung  für  «/,  ausgenommen  den  Fall,  daß  fy,y,  identisch 
verschwindet,  d.  h.  f{x.,  y.,  y')  linear  in  y'  ist: 

/'(»,  y,  y)  = y)  + ys(x,  y)-, 

in  diesem  Falle  reduziert  sie  sich  auf  die  Gleichung  = 0 

zwischen  x und  ?/,  oder  ist  identisch  erfüllt,  falls  für  alle  x und 
y gilt:  Ay=  in  diesem  letzteren  Falle  gibt  es  eine  Funktion 
C(a;,2/),  so  daß  A{x,y)  = C^{x^y)^  B{x^y)  = Cy{x.,y)^  es  ist  also 

y)  = ^(^5  y)  + y^i^,  2/)  = ^ o{x,  y), 

(mit  anderen  Worten:  es  ist  A{x.^  y)dx  B{x.,  y)dy  ein  voll- 
ständiges Differential)  infolgedessen  ist  für  alle  im  Punkte  (a^^, 
y^  beginnenden,  im  Punkte  (iCg,  y^  endigenden  Kurvenbögen: 

f f(»)  Vi  y)  = c(»2, 2/2)  — c(®i,  3/1) , 

d.  h.  der  Wert  des  Integrales  ist  vom  Wege  imabhängig. 

Ist  Gleichung  (8)  wirklich  von  2.  Ordnung,  so  gibt  es  eine 
zweiparametrige  Schar  von  Extremalen;  durch  jedes  reguläre 
Linienelement  Xq,  y^,  y^  (d.  h.  durch  jenes  Linienelement,  für 
welches  fy,y,{XQ.,  y^.^  y'^)  ^ ist)  ist  eine  Extremale  eindeutig  fest- 

gelegt; durch  einen  Punkt  (^Jq,  y^  geht  eine  einparametrige  Schar 
von  Extremalen.  Zwei  hinreichend  nahe  Punkte  {x^^  ?/j),  (ajg,  ^g) 
können  i.  a.  durch  eine  Extremale  verbunden  werden;  über  das 
in  die  Theorie  der  Differentialgleichungen  gehörige  „Randwert- 
problem“, ob  zwei  vorgegebene  Punkte  durch  eine  Extremale  ver- 
bunden werden  können,  vgl.  auch  § 4. 

Sei  y = y{x)  eine  die  beiden  gegebenen  Punkte  verbindende 
Extremale;  wir  setzen: 

, , 2/(»),  y W)  = ■?(*);  /■„•(»,  2/W.  2/'(®))  = öW; 

fyyix,  y(x),  y\x))  = . 
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Die  zweite  Variation  läßt  sich  in  die  Form  bringen:' 

(10)  J 'i\){r^7idx  ^ 

wo: 

(11)  (i?)  ==  {P  — Q')ri  - B'ri  — Brf' . 

Setzen  wir 

(12)  ^(u)  = 0, 

so  erhalten  wir  eine  lineare  Differentialgleichung  2.  Ordnung 
für  u,  die  sogenannte  Jacohische  Differentialgleichung  (0.  G.  J. 
Jacobi,  J,  f.  Math.  17,  68  (1837);  abgedruckt  in  Ostwalds 
Klass.,  Nr.  47). 

Ist  das  Intervall  , ^g)  (aJ^  ^ ^ ^2)  klein  ge- 

wählt, daß  es  eine  Lösung  u(x)  von  (12)  gibt,  die  darin  nirgends 
verschwindet,  ist  ferner  die  Funktion  rjix)  überall  Null  außer 
in  (^1,12)5  kann  auf  die  Form  gebracht  werden: 

(13)  J dx. 

Wegen  J"  ^ 0 (bzw.  ^ O)  entnimmt  man  daraus  unter 
Beachtung  von  (9):  Damit  die  Extremale  y = y{p^  ein  (starkes 
oder  schwaches)  Minimum  (bzw.  Maximum)  von  (l)  liefere,  ist 
notwendig.,  daß  in  (aj^,  ajg)  die  Ungleichung  erfüllt  ist: 

(14)  /(»))  ^ 0 (bzw.  ^ 0)  • 

{notwendige  Bedingung  von  Legendre;  Mem.  Acad.  sc.  1786, 
7;  übersetzt  von  Stäckel  in  Ostwalds  Klass.  Nr.  47;  vgl. 
hierzu  auch  § 4). 

Wir  setzen  von  nun  an  die  Legendresche  Bedingung  als 
erfüllt  voraus,  und  zwar  in  der  schärferen  Form: 

(15)  ® • 

Der  Bogen  (aj^,  x^  unserer  Extremale  besteht  dann  aus  lauter 
regulären  Elementen  der  Gleichung  (8),  die  Lösung  y{oc)  von  (8) 
ist  daher  im  Intervalle  (a^^,  x^  regulär  analytisch.  Die  Gleichung 
(12)  hat  dann  im  Intervalle  {x^,  x^  keine  singuläre  Stelle.  Aus 
(10)  leitet  man  ab  die  notwendige  Bedingung  von  Jacobi: 
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Damit  der  Bogen  der  Extremale  y^y{x)  ein  (starkes 

oder  schwaches)  Minimum  (Maximum)  von  (l)  liefere^  ist  not- 
wendig^ daß  die  in  x^  verschwindenden  Lösungen  der  Jacohi- 
schen  Gleichung^)  (abgesehen  von  der  identisch  verschwindenden 
Löswng)  keine  NuUstelle  im  Innern  des  Integrationsintervalles 
haben  (Jacobi,  a.  a.  0.;  strenge  Beweise  von  Weierstraß  in 
seinen  Vorlesungen,  G.  Erdmann,  Zeitschr.  f.  Math.  u.  Phys. 
23,  367  (1878);  L.  Scbeeffer,  Math.  Ann.  25,  550  (1885); 
G.  A.  Bliss,  Am.  Bull.  26,  356  (1920)). 

Sei  x^{x^  > x^  die  auf  x^  zunächst  folgende  Nullstelle 
der  in  x^  verschwindenden  Lösungen  von  (12)  (falls  es  eine  solche 
Nullstelle  gibt);  der  Punkt  unserer  Extremale,  dessen  Abszisse 
x^  ist,  heißt  dann  der  (auf  dieser  Extremale)  zu  x^  konjugierte 
Punkt.  Dieser  Punkt  hat  folgende  geometrische  Bedeutung:  er 
ist  der  erste  (rechts  von  x^  liegende)  Punkt,  in  dem  die  Einhül- 
lende der  durch  den  Punkt  (x^ , y()  unserer  Extremale  hindurch- 
gehenden einparametrigen  Extremalenschar  unsere  Extremale 
berührt. 

Sei  2/  = 2/(ic,  a,  ß)  die  zweiparametrige  Schar  der  Extre- 
malen  unseres  Variationsproblemes;  die  Extremale  y = y(x) 
werde  daraus  erhalten  für  a ==  Kq,  ß = ßg.  Dann  genügen^) 

(16)  u^(x)  = /3„);  Ui{x)  = y^{x,  «o,  |3„) 

der  Jacobischen  Gleichung;  und  zwar  sind  diese  beiden  Lö- 
sungen von  (12)  bei  geeigneter  Wahl  von  a und  ß linear  unab- 
hängig. Der  Ausdruck 

Dix.  xA  == 

(17)  ^ 

y^{x^,  ßo)y^{x,  ßo)  — y^(xt,  «01  «o>  ßo) 

ist  dann  eine  im  Punkte  Xj^  (aber  nicht  identisch)  verschwin- 
dende Lösung  von  (12),  so  daß  die  eben  angeführte  notwendige 
Bedingung  die  Form  erhält: 

Damit  der  Bogen  {x^ , x^  der  Extremale  y = y{x)  ein 
(starkes  oder  schwaches)  Minimum  (Maximum)  von  (1)  liefere, 
ist  notwendig.^  daß  der  Ausdruck  (17)  für  < ic  < iCg 
verschwindet. 


1)  Diese  Lösungen  unterscheiden  sich  nur  durch  einen  konstan- 
ten Faktor. 

2)  Die  Suffixe  a und  ß bedeuten  partielle  Differentiationen. 
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Wir  setzen  von  nun  an  die  Jacobische  Bedingung  als 
erfüllt  voraus,  und  zwar  in  der  schärferen  Form,  daß  auch 
D{x2<,  iCj)  =}=  ö ist.  Der  Bogen  unserer  Extremale  ent- 

hält dann  den  zu  seinem  Anfangspunkt  x^  konjugierten  Punkt 
nicht. 

Sei  y = y(^x^  a)  eine  einparametrige  Schar  von  Extre- 
malen,  und  durch  jeden  Punht  eines  abgeschlossenen  Bereiches 
© der  {x^  y')- Ebene  gehe  eine  und  nur  eine  Extremale  dieser 
Schar  hindurch.  Mit  pix,  «/)  werde  der  Wert,  den  der  Eich- 
tungsko  effizient  durch  den  Punkt  (o;,  i/)  von  © 

hindurchgehenden  Extremale  der  Schar  in  diesem  Punkte  hat, 
bezeichnet.  Die  Funktion  p{x^  y)  wird  im  Gebiete  © i.  a.  re- 
gulär analytisch  sein.  Wir  sagen  dann;  die  Extremalenschar 
y = a)  bildet  im  Gebiete  © ein  Feld.  Die  Funktion  p{x,  y) 
heißt  die  GefäUsfunktion  dieses  Feldes. 

Enthält  der  Bogen  {x^^  x^  der  Extremale  y = yio^  den  zu 
seinem  Anfangspu/nkt  konjugierten  Punkt  nichts  so  gibt  es  eine 
Extremalenschar  y = y(x.,  a),  welche  (etwa  für  a = a^  die 
Extremale  y ==  y(x)  enthält  und  in  einer  geeigneten  Nachbar- 
schaft Q dieses  Bogens  ein  Feld  bildet.  Man  erhält  eine  solche 
Extremalenschar  etwa  auf  folgende  Weise;  (^Cq,  2/o)  (^o  ^ ^i) 
sei  ein  genügend  nahe  an  y^  liegender  Punkt  unserer  Ex- 
tremale, A eine  hinlänglich  kleine  positive  Konstante,  y = y(x^a) 
die  durch  den  Punkt  (iCß,  y^j)  hindurchgehende  einparametrige 
Extremalenschar.  Die  der  Ungleichung  \a  — «o  I ^ genügen- 
den Extremalen  dieser  Schar  bilden  das  gesuchte  Feld. 

Allgemein;  Enthält  die  Extremalenschar  y = yix-,  a)  für 
a ==  Oq  die  Extremale  y = y{x)  und  ist  y^ (ic,  a^  4=  0 im  Inter- 
valle iCg),  so  gibt  es  zwei  positive  Zahlen  q und  A,  so  daß 
die  der  Ungleichung  \a  — «o  1 ^ genügenden  Extremalen  der 
Schar  in  der  Nachbarschaft  q des  Bogens  der  Extremale 

y = «/(ic)  ein  Feld  bilden. 

Damit  die  regulär  analytische  Funktion  p{x,  «/)  Gefälls^ 
funktion  eines  Feldes  von  Extremalen  sei,  ist  notwendig  und  hin- 
reichend, daß  sie  der  partiellen  Differentialgleichung  genügt: 

(18)  ~ ~ 

- P){Px  + PP,)  = 0 . 

{B eltr amische  Biffereniuügleichung,  E.  Beltrami,  Jtend.  Lomb. 
(2)  1,  708  (1868);  Opere  1,  366). 
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Da  diese  Gleichung  auch  geschrieben  werden  kann: 


folgt  daraus  unmittelbar:  Ist  die  FtmTction  p(x,  y)  GefäUsfimk- 
iion  eines  Extremalenfeldes,  so  ist  der  Ausdruck: 


(19) 


lf{x,  y,  Pix,  y))  —Pix,  y)fy.ix,  y,  p{x,  yfjldx 

+ 4'(*>  V''  y^)^y 


ein  vollständiges  Differential,,  und  somit  das  Integral: 

(20)  flfix,  y,p{x,  y))  + iy—pix,  y))f^ix,  y,pix,  y))dx 

vom  Wege  unabhängig . {Hilbertscher  Unabhängigkeitssats ; 
D.  Hilbert,  Gott.  Nachr.  1900,  291;  C.  B.  du  deuxieme  congr. 
intern,  des  math.,  Paris  1900,  106.) 

Wir  bezeichnen  das  Integral  (20)  als  Feldintegral,,  im 
Gegensätze  dazu  das  Integral  (l)  als  Grundintegral.  Das  Feld- 
integral,  erstreckt  von  einem  beliebigen  Punkte  (äJq,  des  Feldes 
bis  zum  variablen  Punkt  (x,  y\  liefert  eine  im  ganzen  Felde  de- 
finierte Funktion  von  (a?,  2/),  die  wir  mit  U{x,,  y)  bezeichnen  und 
die  in  jedem  Punkte  des  Feldes  regulär  analytisch  ist;  es  ist 
die  Funktion,  deren  Differential  (19)  ist.  Die  Kurvenschar 

(21)  C^(^j  y)  ~ const. 

bezeichnet  man  als  die  Transversalen  des  Feldes.  Sie  genügen 
der  Differentialgleichung  1.  Ordnung. 

(22)  y’  2'))]'*® 

+ fyi^,  y,  y)ydy  = o . 

Sei  (x,  y')  der  Schnittpunkt  einer  beliebigen  Extremalen 
mit  irgendeiner  Kurve  0,  sei  y'  der  Richtungskoeffizient  der 
Extremale,  dy  : dx  die  Fortschreitungsrichtung  auf  0 im  Punkte 
(a;,  y).  Besteht  dann  die  Gleichung: 


(23)  [fix,  y,  y)  — yfy,ix,  y,  y)]dx  + f^^fx,  y,  y)dy  = 0 , 


SO  sagt  man:  die  Kurve  C schneidet  die  Extremale  transversal. 
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Die  Transversalen  des  Feldes  schneiden  demnach  in  jedem  ihrer 
Punkte  die  durch  diesen  Punkt  hindurchgehende  Extremale  des 
Feldes  transversal. 

Es  gelten  die  Sätze:  Bas  Feldintegral  erstreckt  über  eine 
Transversale  des  Feldes  ist  Null.  Bas  Feldintegral  erstreckt 
über  eine  Extremale  des  Feldes  ist  gleich  dem  Grundintegral. 

Zwei  von  denselben  Transversalen  begrenzte  Extremalenbögen 
des  Feldes  erteilen  dem  Grundintegrale  denselben  Wert  (Satz 
von  Kneser,  Lehrb.  der  Yar.  § 15). 

Sei  y — yix)  der  die  beiden  Punkte  (rr^,  y^,  {x^-,  y^  ver- 
bindende Extremalenbögen  des  Feldes;  er  erteile  dem  Integrale 
(l)  den  Wert  <7;  y ~ y{p^  sei  eine  andere  dieselben  beiden 
Punkte  verbindende  Kurve,  die  ganz  innerhalb  des  Feldes  ver- 
bleibt, sie  erteile  dem  Integrale  (l)  den  Wert  J.  Bann  ist 
(wie  aus  dem  Unabhängigkeitssatze  leicht  folgt): 

J ~ J ^ Je{x,  y{x),  p(x,y  {x}),  y{x))dx, 

y,  y,  y)  = 

/■(*,  y^  y ) — f(^,  y,  y)  — (y  — y')fy{x,  y,  y') 

gesetzt  ist.  {Satz  von  Weierstraß\  zuerst  bewiesen  in  Vor- 
lesungen 1879). 

An  die  AJ- Funktion  knüpft  sich  die  notwendige  Bedingung 
von  Weier  Straß:  Bamit  der  Bogen  (aj^,  x^  der  Extremale 
y y{^)  starkes  Minimum  (bzw.  Maximum)  von  (1)  liefere^ 
ist  notwendig,  daß  für  und  alle  endlichen  Werte 

von  y die  TIngleichu/ng  besteht: 

(26)  E{x,  y{x),  y {x),  y)  ^ 0 (bzw.  ^ 0) . 

Vgl.  hierzu  auch  § 4. 

Die  AJ- Funktion  (25)  verschwindet  stets  für  y =y  \ ver- 
schwindet sie  für  keinen  anderen  Wert  von  y'y  so  sagen  wir, 
sie  verschwinde  nur  in  ordentlicher  Weise. 

Es  enthalte  ein  die  Punkte  (aj^,  y^  und  (a^^,  y^  verbindender 
regulärer  Bogen  der  Extremale  y ~ y{3c)  den  zu  seinem  An- 
fangspunkt konjugierten  Punkt  nicht  und  sei  i?(a?,  y)  die  Ge- 
fällsfunktion  eines  diesen  Bogen  enthaltenden,  seine  Nachbar- 


(24) 
wo: 

(25) 
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Schaft  Q einfach  überdeckenden  Extremalenfeldes;  dann  folgt  aus 
(24):  ist  für  jeden  Punkt  (x^y)  ^ rCg)  Nachbarschaft 

und  jeden  endlichen  Wert  von  y : 

(27)  E{x,  y,  p{x,  y),  y)  > 0 (bzw.  < 0) 

imd  verschwindet  die  JE -Funktion  daselbst  nur  in  ordentlicher 
Weise^  so  liefert  unser  Extremalenbogen  ein  starkes  Minimum, 
(bzw.  Maximum)  von  (l)  gegenüber  allen  in  seiner  Nachbar- 
schaft Q liegenden.,  die  Punkte  (rr^,  y-0  und  (x^,  y^  verbindenden 
Bögen  von  V ergleichskurven.  (Hinreichende  Bedingung  von 
Weierstraß.) 

Auch  wenn  man,  was  für  die  Anwendungen  bequemer  ist, 
statt  der  Ungleichung  (27)  voraussetzt,  es  sei: 

(27 a)  E{x,y,  y,  y)  > 0 (bzw.  < O) 

für  alle  bei  hinlänglich  kleinem  positiven  r den  Ungleichungen 

x^-^x-^x^,  \y  — y{x)\<r,  \y—y{x)\<r,  y^y 

genügenden  Wertsystemeir,2/,  so  liefert  der  Extremalenbogen 
ein  starkes  Minimum  (bzw.  Maximum).  Hingegen  braucht,  wenn 
man  nur: 

(27b)  F(x,  y(x),  y{x),  y)  > 0 (bzw.  < 0) 

für  x^^x  -^x^  und  alle  y'  y voraussetzt,  ein  starkes  Ex- 
tremum nicht  stattzufinden  (0.  Bolza,  Am.  Bull.  (2)  9,  9 (1903)); 
wohl  aber  läßt  sich  dann  noch  Folgendes  behaupten:  Zu  jedem 
noch  so  großen  B,  gehört  ein  positives  so  daß  der  Extre- 
malenbogen y = y{x)  ein  Minimum  (bzw.  Maximum)  liefert 
gegenüber  allen  in  seiner  Nachbarschaft  q verbleibenden  Ver- 
gleichskurven y = y{x),  für  die  | ^^a?)  | < -R  ist.  — Bolza  hat 
auch  für  den  Fall,  daß  nur  (27b),  nicht  aber  (27a)  oder  (27) 
erfüllt  ist,  eine  weitere  notwendige  Bedingung  hergeleitet:  Am. 
Trans.  7,  314  (1906);  vgl.  hierüber  auch  H.  Hahn,  Monatsh. 
20,  279  (1909);  A.  Eosenblatt,  Arch.  Math.  Phys.  (3)  15, 
284  (1909);  Math.  Ann.  68,  552  (1909).  Hierher  gehören  auch 
die  Untersuchungen  von  A.  Hammerstein,  Math.  Ann,  87,  229 
(1922). 

Seien  die  oben  angeführten  hinreichenden  Bedingungen  er- 
füllt; bezeichnen  wir  mit  J den  Wert,  den  der  Extremalenbogen 
dem  Integrale  erteilt,  mit  J den  Wert,  den  ein  ganz  in  der 
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(hinlänglich  kleinen)  Umgebung  q des  Extrem alenbagens  • ver- 
reibender, dieselben  Endpunkte  verbindende^  Vergleichskurven- 
bogen dem  Integrale  erteilt,  so  gilt  also:  J — Dieses 

Resultat  wird  verschärft  durch  den  Sat^  von  Osgood  {Am.  Trans. 
2,  273  (1901);  vgl.  auch  H.  Hahn,  MonatsTi.  17,  63  (1906)).  Zu 
jedem  positiven  q<.q  gibt  es  ein  positives  a,  so  daß  für  jeden  (die- 
selben Endpunkte  verbindenden)  Vergleicliskurvenbogen,  der  ganz 
in  der  Nachbarschaft  q,  aber  nicht  ganz  in  der  Nachbarschaft  q 
des  Extremalenbogens  verbleibt,  die  Ungleichung  gilt:  J — J)>  <5. 

Es  gilt  die  Formel: 

(28)  E{:c,  y, y',  y’)  = '-/))  0 <&<  1 ; 

die  Ungleichungen  (26)  und  (27)  (oder  (27  a))  sind  daher  sicher 
erfüllt  und  die  JK- Funktion  verschwindet  nur  in  ordentlicher 
Weise  in  allen  Punkten  (rr,  y)  wo  für  alle  y \ 

(29)  /)-j,-(»,  y-,  y)  > 0 (bzw.  < 0) 

Aus  (28)  zusammen  mit  (24)  folgt:  Ein  Extremalenbogen, 
der  den  zu  seinem  Anfangspunkt  konjugierten  Funkt  nicht  ent- 
hält und  auf  dem  die  Legendresche  Bedingung  in  der  Form 
(15)  erfüllt  ist,  liefert  stets  wenigstens  ein  schwaches  Minimum 
(bzw.  Maximum)  von  (l).  (Dieses  Resultat  kann  auch  aus  der 
Theoi-ie  der  zweiten  Variation  abgeleitet  werden.) 

Über  Extremalenbogen,  die  den  zum  Anfangspunkt  kon- 
jugierten Punkt  zwar  nicht  im  Innern,  wohl  aber  als  End- 
punkt enthalten  und  über  die  die  obigen  Sätze  nichts  aussagen 
(solche  Bögen  liefern  im  allgemeinen  kein  Minimum  oder  Maxi- 
mum), vgl.  A.  Kneser,  Math.  Ann.  50,  27  (1898);  W.  F.  Os- 
good, Am.  Trans.  2,  166  (1901);  J.  W.  Lindeberg,  Math. 
Ann.  59,  321  (1904);  H.  Hahn,  Wien.  Ber.  118,  99  (1909); 
L.  Lichten  stein,  Gott.  Nachr.  1919,  161. 

§ 2.  Das  einfachste  Problem  in  Farameterdarstellung. 

In  § 1 wurden  nur  Kurven  in  Betracht  gezogen,  die  sich 
in  der  Form  y = y{x)  darstellen  lassen.  Will  man  auch  Kurven 
in  Betracht  ziehen,  deren  Ordinate  nicht  eindeutige  Funktion 
der  Abszisse  ist,  so  betrachtet  man  die  Kurven  in  Parameter- 
darstellung: X = x{t).,  y = y{t).  Wir  werden  nur  von  Kurven 
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sprechen,  deren  Koordinaten  sich  als  eindeutige,  zweimal  stetig 
dififerenzierbare  Funktionen  eines  Parameters  darstellen  lassen, 
auf  denen  niemals  x {{)  und  y (i)  gleichzeitig  verschwinden  und 
die  keine  mehrfachen  Punkte  besitzen.  Bedeutet  den 

Anfangspunkt,  den  Endpunkt  eines  solchen  Kurven- 

bogens, so  werden  wir  für  t nur  solche  Parameter  zulassen,  die 
fortwährend  wachsen^  wenn  der  Punkt  {x^  y)  den  Kurvenhogen 
vom  Anfangs-  zum  Endpunkt  durchläuft.  An  Stelle  des  Inte- 
grales (l)  tritt  ein  Integral  der  Form: 

(30)  J Fix,  y,  X,  y)dt, 
wo: 

/■(*>  y>^  ■ x'==Fix,  y,  X,  y') 

gesetzt  ist.^)  In  dieser  Form  wurde  das  Problem  zuerst  von 
Weierstraß  in  seinen  Vorlesungen  behandelt.  Wir  setzen  im 
folgenden  voraus,  F sei  regulär  analytisch  für  alle  Punkte  {x^  y) 
eines  Bereiches  9t,  und  alle  Wertepaare  (x\  außer  etwa 
für  X — y = 0. 

Damit  der  Wert,  den  ein  Kurvenhogen  dem  Integrale  (30) 
erteilt,  unabhängig  sei  von  der  Wahl  des  zur  Darstellung  dieses 
Kurvenbogens  verwendeten  Parameters  if,  ist  notwendig  und  hin- 
reichend, daß  die  Funktion  F{x,,  y\  x\  y)  positiv-homogen  von 
1.  Ordnung  sei  in  den  Veränderlichen  x\  y\  d.  h.  daß  für  alle 
positiven  Werte  von  h die  Gleichung  besteht: 

(31)  Fix,  y\  hx,  hy)  ==  hF{x,  y\  x,  y). 


Wir  setzen  im  folgenden  stets  voraus,  F genüge  dieser  Be- 
dingung 

Aus  (31)  folgen  (für  Ä > O)  die  Identitäten: 


(32) 

:33) 

:34) 


y,  hx,  hy)  = y,  x,  y) 

Fy,(x,  y;  hx,  hy')  = F^ix,  y,  x,  y'), 
xF,^{x,  y,  X,  y')  + y'F^ix,  y,  x,  y)  = Fix,  y,  x,  y"), 
y;  y)  • y,  /)  = F^yi^,  y,  x,  y) 


% 1, 


1)  Man  beachte,  daß  hier  y'  eine  andere  Bedeutung  hat,  als  in 

wo  y = ^ war,  während  hier  y'  gesetzt  ist. 

^ dx  ' ^ dt  ^ 
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Aus  (34)  folgt  die  Existenz  einer  (außer  etwa  für  x ==y' re- 
gulären Funktion  F^{x^  y\  x\  y)^  die  den  Gleichungen  genügt: 

(35)  F^^  = — x'y'F^,  F^^  = x'^F^ . 

Die  Definition  der  Begriffe  Minimum  (Maximum)  ist  ganz 
analog  der  in  § 1 gegebenen;  nur  daß  hier  alle  in  der  Form 
X — x{t)^  y = yif)  darstellbaren  Kurven  zum  Vergleiche  heran- 
gezogen werden.  Bei  der  Definition  des  schwachen  Extremums 
ist  dabei  zu  beachten,  daß  die  positiv  gerichteten  (d.  h.  im  Sinne 
wachsenden  Parameters  t gezogenen)  Tangenten  in  Betracht  zu 
ziehen  sind. 

Auf  der  Kurve  x = xif)^  y = y{f)  entspreche  dem  Anfangs- 
punkt (a?!,  y^  der  Parameterwert  t^^  dem  Endpunkt  {x^^  y^  der 
Parameterwert  Benützt  man  statt  der  Schar  (2),  die  Schar 

(36)  X = x(t) = 2/(0  + £^(0, 
wo 


und  definiert  dt/,  d^/  usw.  wieder  durch  (3),  so  erhält  man 
ebenso  wie  in  § 1:  für  das  Eintreten  eines  Minimums  (bzw. 
Maximums)  ist  notwendig: 


wobei: 

(37) 


6J  = 0,  0 (bzw.  ^ 0)  , 

ÄJ=/[^’*(»,  y,  «/')!  + y,  x\  /)!' 

<1 

+ y\  x\  y")l’  + F^{x,  y,  x,  y')r{~\dt. 


h 

+ + iF^^nn  + 22?;,, IV  + ^f^Jv 

+ F^J^  + 2J’^,,|'V  + F^.^.,{^]dt. 


Aus  dt/  ==  0 leitet  man  ab:  Damit  die  Kurve 
y = y(t)  ein  (starkes  oder  schwaches)  Minimum  (Maximum)  von 
(30)  liefere^  ist  notwendig,  daß  sie  den  beiden  Gleichungen  genügt: 


(39) 


y{f);x(f), y'(fj)  — ^ F^(x{{),  y{{)-,  x(f), y\t))  = 0 
Fy{x{t),  y(t)-,x'(f), y{t))  — ^ F^(x ({),y{f)-,  x({), /(<))  = 0. 
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Eine  diesen  beiden  Gleichungen  genügende  Kurve  wird 
wieder  als  Extremale  bezeichnet.  Diese  beiden  Gleichungen  sind 
nicht  voneinander  unabhängig:  es  besteht  die  Relation: 

(40)  + = 

Setzt  man: 

(41)  T{x,  y,  X,  y\  x",  y")  = F^^,  — F^^  + F^x  y"  — x y)  , 

SO  ist: 

(42)  F-!-^  F,  = y'T,  F-  ± F,  ^-xT. 


Sei  X = x(t)^  y = y{t)  eine  Extremale;  in  den  folgenden 
Formeln  ist  durchweg  für  (C,  x\  x' \ y\  y"  eingesetzt  zu 
denken:  x{t\  2/(0?  V setzen: 


(43) 


L = y'y'F^ ; F = F^^  — xx'F^ , 

M = F,^  + x^y'F^  = F^^  + yxF^ .. 


(44) 


rret  T-,  d L __  , //  n -Y-f  d ^/L 

y -p^i— = y 


-Wi 


x'^F^ 


xy 

dN 

dt 


dt 


Dann  ist: 


(45)  L^:  M^:  N^  = y'^  : — xy  : x'^ 


und  man  kann  setzen: 


(46)  = y^F, , Jfi  = - xy'F, , N,  = x'^F, , 

WO  eine  in  jedem  Punkte  unseres  Extremalenbogens  reguläre 
Funktion  von  t bedeutet. 

Setzt  man  weiter: 


w = yl  — X 7] , 
so  tritt  an  Stelle  von  (lO): 


(47) 


w 


d^, 

dt 
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und  an  Stelle  der  Ja cobi sehen  Gleichung: 
(48)  F^u-^u-  F^u  = 0 . 


Die  angegebene  Transformation  der  zweiten  Variation  stammt 
von  Weierstraß.  Vgl.  auch  A.  Dresden,  Änn.  of  Math.  (2) 
15,  78  (1913). 

Ist  das  Intervall  (r^,  (t^  ^ ^ ^2)  klein  gewählt, 

daß  es  eine  Lösung  u{f)  von  (48)  gibt,  die  darin  nirgends 
verschwindet,  sind  ferner  so  gewählt,  daß  w = 0 außer- 
halb (t^,  Tg),  so  ist: 

(49) 

Als  Analogon  der  Legendreschen  Bedingung  erhält  man  daraus: 
Damit  der  Bogen  (t^,  t^  der  Extremale  x =?=  x(t),  y==y{t) 
ein  (starkes  oder  schwaches)  Minimim  (bzw.  Maximum)  von  (30) 
liefere.,  ist  notwendig,  daß  für  ti^t-^t^  die  Ungleichung  besteht: 

(50)  F^{x{t),  y{t)‘  x\t),  y\t))  > 0 (bzw.  < O)  . 

Wir  setzen  diese  Bedingung  als  in  der  schärferen  Eorm 
erfüllt  voraus: 

(51)  F^(x{t),  y{ty,  x'{t),  y'it))  > 0 (bzw.  < 0). 


Ein  Extremalenbogen,  auf  dem  (51)  gilt,  heißt  regulär. 
Wir  sprechen  im  folgenden  nur  von  regulären  Extremalenbogen. 
Für  sie  gilt  die  Jacobische  Bedingung: 

Damit  der  Bogen  {t^,  t^  der  Fxtremale  x — x(f),  y = y{t) 
ein  (starkes  oder  schioaches)  Minimum  (Maximum)  von  (30) 
liefere,  ist  notwendig,  daß  die  in  t^  verschwindenden  Lösumgen 
von  (48)  (abgesehen  von  der  identisch  verschwindenden)  im  Innern 
des  Intervalles  (t^,  t^)  keine  zweite  NuUstelle  besitzen.  Die  Defi- 
nition der  konjugierten  Punkte  lautet  analog  wie  in  § 1. 

Ist  X = x{t,  cc,  ß),  y = y{%  cc,  j3)  die  zweiparametrige  Ex- 
tremalenschar  unseres  Problemes,  aus  der  die  Extremale  x = x{t'), 
y — y(t)  für  (x  = aQ,  ß ==  ßQ  erhalten  werde,  so  sind  die  beiden 
Ausdrücke : 


Pascal,  Repertorium.  I.  2.  2.  Aufl. 


ßo) 

ßo) 

ßo) 

ßo) 


«0.  ßo) 
ya(fi  ^0  5 ßo) 
yt  (^5  ^0) 

y^if^  ^01  ßo) 


41 
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zwei  bei  geeigneter  Wahl  der  Integrationskonstanten  a,  ß linear 
unabhängige  Lösungen  von  (48).  Die  obige  Bedingung  kann 
daher,  wenn  noch: 

(53)  (0  (0  - 9,  (0  9,(t)  = 0 (t,  \) 

gesetzt  wird,  in  der  Form  ausgesprochen  werden: 

Damit  der  Bogen  {}^,t^  unserer  Extremale  ein  Minimum 
(Maximum)  von  (30)  liefere^  ist  notwendig^  daß  für  t^<^t  <it^ 
die  Ungleichung  besteht: 

(54)  ©(?,  <i)  + 0. 

Wir  setzen  im  folgenden  diese  Ungleichung  auch  noch  für  t = t2 
als  erfüllt  voraus. 

Die  Definition  eines  Feldes  von  Fxtremalen  bleibt  die  gleiche 
wie  in  § 1,  nur  daß  an  Stelle  der  einen  Gefällsfunktion  zwei 
Bichtungsfunktionen  treten:  jp(ir,  y)^  q{xy  ^),  deren  erste  den 
Kosinus,  deren  zweite  den  Sinus  des  Winkels  bedeutet,  den  die 
durch  den  Funkt  (a?,  y)  des  Feldes  gehende  Extremale  (positiv 
gerechnet  im  Sinne  wachsender  Werte  des  Parameters  t)  mit 
der  positiven  a?- Achse  einschließt.  Auch  hier  läßt  sich  jeder 
Extremalenbogen,  der  den  zu  seinem  Anfangspunkt  konjugierten 
Punkt  nicht  enthält,  mit  einem  Felde  umgeben. 

Ist  x = x{t^  a),  y = y{t>,  cl)  eine  einparametrige  Extremalen- 
schar,  die  für  a = die  Extremale  x = x{i)^  y = y(f)  eiit- 
hält,  und  besteht  die  Ungleichung 

(55)  y,(t,  o„)-  Xi(t,  a„)  + 0, 

im  ganzen  Intervalle  (^j^,  t^),  so  bilden  die  der  Ungleichung 
\a  — i ^ genügenden  Extremalen  der  Schar  in  der  Nach- 
barschaft q des  Bogens  {t^^  t^  unserer  Extremale  ein  Feld,  wenn 
A und  Q genügend  klein  gewählt  sind. 

Der  Unabhängigkeitssatz  lautet  hier:  Sind  p{x^  y\  g{x^  y) 
die  BichtungsfunMonen  eines  Feldes,  so  ist  innerhalb  dieses  Feldes 
das  Integral: 

tcs  /[-^*'(®>  y-:  y>->  ä(^>  y)y 

(56)  ^ 

+ •Fy(®.  y,  y\  «(*.  y))y'\^<^ 

vom  Wege  unabhängig.  Die  Differentialgleichung  der  Trans- 
versalen des  Feldes  lautet: 
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y\  y\  q{x,  y))dx 

4-  F^,{x,  y‘,  p{x,  y),  q{x,  y))dy  = 0. 

Die  Bedingung  des  transversalen  Schneidens  einer  "Extre- 
male  und  einer  Kurve  C im  Punkte  (rr,  y')  lautet  hier: 

(58)  F^{x,  y,  X,  y)dx  + Fj^,{x,  y\  x,  y')dy  = 0 , 

WO  y : x\  die  Fortschreitungsrichtung  auf  der  Extremalen, 
dy  : dx  die  auf  C bedeutet. 

Sei  J der  Wert,  den  der  die  beiden  Punkte  {x^,  y^  und 
(x^i  2/2)  verbindende  Extremalenbogen  des  Feldes  dem  Integrale 
(30)  erteilt;  x = x(r),  y — ^(r)  sei  eine  Vergleichskurve,  deren 
Bogen  (r^,  Tg)  dieselben  beiden  Punkte,  verbindet  und  gleich- 
falls ganz  innerhalb  des  Feldes  verbleibt;  dieser  Bogen  erteile 
dem  Integrale  (30)  den  Wert  J.  Dann  ist; 

J-J^ 

yit);  p(x(t),  «/(t)),  q{x(T),  y{t));  x {r),  y (t))  öJt, 

wo; 

Fix,  y,  X,  y\  i',  /)  = , . 

Fix,  y,  x',  y)  — F^ix,  y,  x,  y)x  — F^,  ix,  y,  x',  y)y 

(60)  ^ x'iF^ix,  y,  X,  y)  — F^{x,  y',  x',  y))  ) 

+ ¥'iF^,{x,  y,  x',  y)  — F^(x,  y,  x,  y')). 

Ist  > 0,  Ä>0,  so  ist; 

(61)  F(x,  2/;  ==  ^E(x,  a;', y). 

Die  JE- Funktion  verschwindet  wegen  (33)  für  x = Jcx\ 
y = ’ky  (ä  > O) . Verschwindet  sie  für  keine  anderen  Werte- 
paare (^\y'^  (abgesehen  etwa  vom  Wertepaare  (0, 0)),  so  sagt  man, 
sie  verschwindet  nur  in  ordentlicher  Weise. 

Damit  der  Bogen  (^j,  t^  der  Extremale  x = x(t),  y = y(f) 
ein  starkes  Minimum  (hzw.  Maximum)  von  (33)  liefere.,  ist  not- 
wendig y daß  im  Intervalle  {t^  t^  für  alle  Wertepaare  (x'y  y) 
{algesehen  etwa  vom  Wertepaare  (0,  0))  die  Ungleichung  lesteht: 

(62)  F{x{t)y  y{t)y  x(:t),  y\t)y  x\  y)  > 0 (bzw.  < 0). 

41* 
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Daraus  folgt:  Ist  F(x^  y\  x\  y)  eine  rationale  Funktion 
von  X und  y\  so  tritt  niemals  ein  Minimum  (Maximum)  ein. 

Verschwindet  die  E-Funhtion  (62)  nur  in  ordentlicher 
Weise  und  enthält  der  genannte  Extremalenhogen  den  zu  seinem 
Anfangspunlä  honjugierten  Funkt  nichty  so  liefert  er  ein  starkes 
Minimum  (bzw.  Maximum). 

Auch  hier  gilt  der  Satz  von  Osgood;  vgl.  außer  der  in 
§ 1 genannten  Literatur:  H.  Hahn,  Monatsh.  24,  27  (1913). 

Es  gilt,  wenn  '9'  und  '9  so  gewählt  sind,  daß 


— 7r<C9  — d'  ^7t 

ist,  die  Formel: 

E(xy  y]  cos  <9,  sin -9;  cos '9,  sin  9) 

= (l  — cos  (-9  — 9))F\(iC,  y\  cos  '9*,  sin  9*)j 


(63) 


WO  -9*  zwischen  '9  und  9 liegt.  Aus  (61)  und  (63)  folgt,  daß 
wenn  für  alle  (x\  y)  (abgesehen  etwa  vom  Wertepaare  (0,  0)) 
der  Ausdruck: 

(64)  Fi{x,  y,  »,  g) 


von  Null  verschieden  ist,  die  iJ-Funktion  das  Zeichen  von  (64) 
hat  und  nur  in  ordentlicher  Weise  verschwindet.  Man  vgl.  die 
geometrische  Deutung  dieses  Satzes  an  der  von  G.  Hamei, 
(^Crött.  Diss.  1901,  ,52)  eingeführten  Indikatrix:  C.  Caratheo- 
dory,  Math.  Ann.  62,  456  (1906).  Über  die  Indikatrix  s.  auch 
W.  Blaschke,  Arch.  Math.  Fhys.  (3)  20,  28  (1913). 

Enthält  der  Bogen  {t^,  t^  der  Extremale  x — x{t),  y = y(t) 
den  zu  seinem  Anfangspunkt  konjugierten  Funkt  nicht  und  gilt 
im  Intervalle  {t^,  t^)  die  Ungleichung  (51),  so  liefert  dieser  Bogen 
wenigstens  ein  schwaches  Minimum  (hzw.  Maximum)  von  (30). 


§ 3.  Variable  Endpunkte.  Geschlossene  Kurven. 
Diskontinuierliche  Lösungen. 

Wir  kehren  zurück  zu  dem  in  § 1 betrachteten  Integrale: 
2/,  y)  dx.  Wie  dort  bilden  wir  die  Schar  der  Kurven  (2), 
doch  verlangen  wir  nicht  mehr,  daß  sie  alle  durch  die  Punkte 
(%» (^21 2/2)  hindurchgehen.  Auf  jeder  Kurve  dieser  Schar  denken 
wir  uns  einen  Bogen  gegeben,  dessen  Anfangs-  und  Endpunkt 
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die  Abszisse  x^iß)  haben  mögen.  Die  Ordinaten . dieser 

beiden  Punkte  sind  dann  gegeben  durch: 

2^1(0  =2/(a^i(£))  + 2^2(0  = ^(^2(«))  + •, 

Durch 

* = »iC«)  , «/  = 2/i(£) ; * = x^{i)  , y = 

sind  dann  zwei  Kurven  gegeben:  die  Kurve  der  Anfangspunkte 
und  die  Kurve  der  Endpunkte.  Wir  setzen  noch: 

rri'(O)  = da?!,  y^{0)  = 8y^ ; xß{(S)  = 8x^^,  y^{0)  = dy^.  '[ 

Bezeichnen  wir  auch  hier  mit  J{s)  den  Wert,  den  der  Bogen 
^i(^)  ^ ^ ^ ^2(0  Kurve  y ==  y(x)  eriix)  dem  Integrale  (l) 
erteilt  und  definieren  die  erste  Variation  wieder  durch  (3),  so 
erhalten  wir  an  Stelle  von  (6)  (wenn  mit  2/1,  y^ 

^2?  2/2?  die  Linienelemente  im  Anfangs-  und  Endpunkte 

des  betrachteten  Bogens  von  y ■=  y{x)  bezeichnet  werden): 

SJ  = y^,  yi)  — yi'fy,{x^,  y^,  y^))Sx^  + f^{xi,  y^,  yi')Syi 

— (/■(*!.  Vv yi) - yifyixi,  ft, ft'))5®i  — fy.{xi, ft, ftO^ft 

(65) 

+ 

Handelt  es  sich  um  ein  Integral  in  Parameterdarstellung 
(§  2),  so  findet  man  an  Stelle  von  (37)  bei  analoger  Bezeich- 
nungsweise : 

= »a'i  %')'5*’a  + yi)Syi 

— ft;  ft'i  yi)SXi  - F,j,{x^,  ft;  x^\  ft')Äft 

(66)  <. 

h 

Wir  behandeln  nun  das  Problem:  Unter  allen  eine  gegebene 
Kurve  mit  einem  gegebenen  Punkte  {x^^  2/2)  verbindenden 
Kurvenbögen  diejenigen  aufzufinden,  welche  ein  Integral  der 
Form  (1)  oder  (30)  zu  einem  Minimum  (Maximum)  machen.^) 


1)  Ein  ganz  analog  zu  behandelndes  Problem  entsteht,  wenn  der 
Anfangspunkt  {x^^  y^)  fest  gegeben  und  der  Endpunkt  auf  einer 
Kurve  variabel  ist. 


«2 

J {fy{x,  y{x),  y\x))  — ~ fy,{x,  y{x),  y\x))'^yi{x)äx . 
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Aus  der  auch  hier  notwendigen  Bedingung  6J=0  ergibt 
sich:  Ein  dieses  Problem  lösender  Kiirvenbogen  muß  ein  Extremälen- 
bogen  sein,  der  m seinem  Anfangspunkte  von  der  Kurve  trans- 
versal geschnitten  wird  (vgl.  Gleichung  (23)  und  (58)). 

Die  notwendigen  Bedingungen  von  Legendre  und  Weier- 
straß gelten  hier  ebenso  wie  in  §§  1,  2.  Hingegen  tritt^)  in 
der  notwendigen  Bedingung  von  Jacob i an  Stelle  des  zum  An> 
fangspunkt  konjugierten  Punktes  der  (rechtsseitige)  Brennpunkt 
der  Kurve  Gj,  d.  i.  der  erste  auf  der  betrachteten  Extremale 
dem  Anfangspunkte  folgende  Punkt,  in  dem  die  Einhüllende  der 
von  0^  transversal  geschnittenen  Extremalenschar  unsere  Ex- 
tremale berührt.  Dieser  Brennpunkt  liegt  zwischen  dem  Anfangs- 
punkt und  dem  zu  ihm  konjugierten  Punkte  unseres  Extremalen- 
bogens  (wenn  ein  solcher  vorhanden  ist),  und  wandert  stetig  vom 
Anfangspunkt  bis  zum  konjugierten  Punkt  (oder  umgekehrt), 
wenn  die  Krümmung  von  Gj  im  Anfangspunkte  unseres  Ex- 
tremalenbogens  stetig  von  — oo  bis  -j-  oo  variiert.  Näheres 
hierüber  G.  A.  Bliss,  Am.  Trans.  3,  132  (1902);  A.  Dresden, 
Am.  Trans.  9,  474  (1908). 

Ein  von  G^  transversal  geschnittener  Extrem alenbogen,  der 
den  Brennpunkt  von  G^  nicht  enthält,  kann  mit  einem  Felde 
umgeben  werden,  dessen  Extremalen  sämtlich  von  Gj  transversal 
geschnitten  werden.  Daraus  folgt,  daß  ein  solcher  Extremalen- 
bogen,  ivenn  die  hinreichende  Bedingung  von  W ei  er str  aß  (§§  1,  2) 
erfüllt  ist,  ein  starkes,  wenn  die  Legendresche  Bedingung  in  der 
schärferen  Form  (29)  bzw.  (51)  erfüllt  ist,  wenigstens  ein  schiva- 
ches  Minimum  (Maximum)  unseres  Variationsproblemes  liefert. 

Nunmehr  behandeln  wir  das  Problem:  Unter  allen  eine  ge- 
gebene Kurve  G^  mit  einer  gegebenen  Kurve  Gg  verbindenden 
Kurvenbögen  diejenigen  aufzufinden,  welche  ein  Integral  der 
Form  (l)  oder  (30)  zu  einem  Minimum  (Maximum)  machen. 

Ein  dieses  Problem  lösender  Kurvenbogen  muß  ein  Extre- 
malenbogen  sein,  der  in  semem  Anfangspunkte  von  der  Kurve  Gp 
in  seinem  Endpwnkte  von  der  Kurve  Gg  transversal  geschnitten  wird. 

Die  notwendige  Bedingung  von  Jacobi  verlangt  hier,  daß 
der  betrachtete  Extremalenbogen  weder  den  rechtsseitigen  Brenn- 
punkt von  Gj^,  noch  den  linksseitigen^)  von  Gg  im  Innern  ent- 

1)  Im  folgenden  ist  von  gewissen  Ausnahmefällen,  insbesondere 
dem  Falle,  daß  die  Transversalität  in  Berührurg  ausartet,  abzusehen. 

2)  D.  i.  der  erste  auf  der  Extremale  dem  Endpunkte  vorher- 
gehende Punkt,  in  dem  die  Einhüllende  der  von  Gg  transversal  ge- 
schnittenen Extremalenschar  unsere  Extremale  berührt. 
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halten  darf.  Dazu  kommt  hier  noch  die  notwendige  Bedingung 
von  Bliss  {Math.  Ann.  58,  70  (1904)):  Der  rechtsseitige  Brenn- 
punht  von  darf  nicht  mischen  dem  Endpunkte  unseres  Extre- 
malenhogens  und  dem  rechtsseitigen  Brennpunkte  von  liegen. 
(Vgl.  hierzu  auch  A.  Dresden,  Am.  Trans.  477  (1908); 
W.  Weinreich,  Math.  Ann.  76,  376  (1915)). 

Für  Integrale  in  Parameterdarstellung  kann  auch  folgendes 
Problem  gestellt  werden:  Unter  allen  geschlossenen  Kurven  die- 
jenigen zu  finden,  die  das  Integral  (30)  zu  einem  Minimum 
(Maximum)  machen.  Eine  solche  Kurve  muß  eine  geschlossene 
Extremale  sein,  auf  der  die  notwendigen  Bedingungen  von 
Legendre  und  Weierstraß  erfüllt  sind.  Eine  solche  geschlos- 
sene Extremale  ist  in  der  Form  darstellbar  x — x{t).i  y = y{t\ 
wo  x{t').^  y{t')  für  alle  t definierte,  periodische  Funktionen  be- 
deuten. Die  notwendige  Bedingung  von  Jacob i verlangt  hier, 
daß  es,  wenn  t^  einen  beliebigen  Punkt  der  geschlossenen  Ex- 
tremale bedeutet,  überhaupt  keinen  zu  Iq  konjugierten  Punkt  gebe 
(H.  Poincare,  Methodes  nouvelles  de  la  mecanique  celeste  3, 
283).  Verschwindet  obendrein  die  JEJ-Funktion  nur  in  ordent- 
licher Weise,  so  liefert  die  geschlossene  Extremale  wirklich  ein 
Minimum  (Maximum).  Näheres  hierüber  bei  Hadamar d,  Leg.  s. 
l.  cal.  d.  var.  1,  432.  (Vgl.  auch  J.  Radon,  Hamb.  Abh.  1, 
195  (1922)). 

Es  war  in  § 1 nur  von  solchen  Lösungen  des  dort  be- 
handelten Variationsproblems  die  Rede,  die  die  '¥orm  y = y{x) 
haben,  wo  y{x)  zweimal  stetig  differenzierbar  ist.  Bei  manchen 
Problemen  treten  als  Lösungen  aber  auch  Kurvenbögen  auf,  die 
sich  aus  einer  endlichen  Anzahl  von  Bögen  der  genannten  Art 
so  zusammensetzen,  daß  in  den  Punkten,  wo  zwei  solche  Bögen 
Zusammenstößen,  zwar  die  Ordinate  y stetig  bleibt,  ihre  erste 
Ableitung  y aber  Sprünge  erleidet.  Geometrisch  gesprochen  sind 
dies  Kurven  mit  einer  endlichen  Anzahl  von  Ecken  (Knick- 
punkten); sie  werden  als  diskontinuierliche  Lösungen  bezeichnet. 

Es  ist  klar,  daß  jedes  Stück  einer  solchen  diskontinuier- 
lichen Lösung,  das  keinen  Knickpunkt  enthält,  ein  Extremalen- 
bogen  sein  muß.  Das  Verhalten  in  den  Knickpunkten  ist  ge- 
geben durch  folgenden  Satz  (Erdmannsche  Eckenbedingung, 
J.  f.  Math.  82,  21  (1877)): 

Damit  die  gebrochene  Kurve  y — y{x)  eine  diskontinuierliche 
Lösung  unseres  Yariationsproblemes  sei,  ist  noüvendig,  daß  für 
ihre  beiden  im  Knickpunkte  (^Tq,  y^  zusammenstoßenden  Linien- 
demente (iCo>  (%2/o5  JoO  Gleichwngen  bestehen: 
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%')  — 2^0  > %) 

(67)  = f(x„,  y„')  — y^f^iXf,,  y^,  %') 

%>  %')  = /■j,’(®o.  2^0  > %')  • 

Dies  läßt  sich  auch  kurz  so  aussprechen:  es  müssen  entlang 
der  Kurve  y ==  y(x)  die  Ausdrücke  f{x,  y , y')  — y fy,{x,  y , y) 
und  fy,{x^  y^  y)  stetig  bleiben. 

Bei  dem  in  § 2 behandelten  Problem  in  Parameterdar- 
stellung treten  an  Stelle  von  (67)  die  Eckenhedingungen: 

. . 2^0  5 ^0  ? 2^0  ) “ 2^0»  ^0  » ^0  ) 

-n  / - - -n  / + / + /\ 

2/0»  yO  ).=  VOI 

Diskontinuierliche  Lösungen  wurden  zuerst  behandelt  von 
J.  Todhunter,  Besearches  in  tlie  calculus  of  variations,  London 
1871.  Eine  eingehende  Theorie  gab  0.  Caratheodory,  tiher 
die  diskontinuierliclien  Lösungen  in  der  Variationsrechnung,  Gott. 
Biss.  1904;  Math.  Ann.  62,  449  (1906);  Ann.  di  mat.  (3)  21, 
1 (1913).  Im  übrigen  sei  auf  die  Lehrbücher  verwiesen. 

§ 4.  Existenzsätze. 

Durch  y — y(x)  (x^^x^X2)  ist  ein  Kurvenhogen  definiert; 
die  Punktion  yix)  möge  stetig  sein  und  eine  stetige  Ableitung 
y'(x)  besitzen.  Jeder  solche  Kurvenhogen  C erteilt  dem  Integrale 
f fix.,  y,  y)dx  einen  bestimmten  Wert  /(C);  dieser  Wert  ist  eine 
Funktion  des  Kurvenbogens  C. 

In  analogem  Sinne  ist  auch  ein  Integral  in  Parameterdar- 
stellung jFixy  y^  x\  y)dt  Punktion  eines  Kurvenbogens  C;  hier 
ziehen  wir  für  G alle  Kurvenhogen  in  Betracht,  die  darstellbar 
sind  in  der  Porm  x = x{t)y  y = 2/(^),  ^ ^ ^ ^2?  ^(0?  2/(0 

stetige,  mit  stetigen,  nicht  gleichzeitig  verschwindenden  ersten 
Ableitungen  x' it)^  yif)  versehene  Punktionen  bedeuten. 

Wir  nennen  die  Punktion  /(C)  des  Kurvenbogens  C untere 
halt)  stetig^)  auf  dem  Kurvenhogen  Oq,  wenn  es  zu  jedem  £ > 0 
ein  ^ > 0 gibt,  so  daß  für  jeden  in  der  Umgehung  q von  G^ 
verbleibenden  Kurvenhogen  (7,  dessen  Anfangs-  und  Endpunkt 


1)  Bei  Definition  des  Begriffes  „oberhalb  stetig“  ist  Ungleichung 
(69)  zu  ersetzen  durch:  1{C)<CI{Oq)  -f-  e. 


§ 4.  Existenzsätze. 
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in  der  Umgebung  q des  Anfangs-  bzw.  Endpunktes  von  Cq-  lie- 
gen, die  Ungleichung  besteht 

(69)  /(C)>  J(C'„)-£. 

Ist  die  Funktion  I{C)  unterhalb  stetig  auf  allen  Kurvenbögen 
eines  Gebietes,  so  heißt  sie  unterhalb  stetig  in  diesem  Gebiete. 
Das  Integral  J f[x,  g,  y)dx  heißt  positiv-regulär'^)  im  Funkte 

(^^0»  2/0)7  y- 

yo>  /)  > 0 

ist;  es  heißt  positiv -guasiregulär  in  7 2/0)7  wenn  für  alle  g'i 

fy'y'ip^O’  2/0  7 2/  ) ^ 6 

ist.  Das  Integral  jF{x.,y^  x\y)dt  heißt  positiv -regulär  im 
Punkte  2/q),  wenn  für  alle  'S-  (s.  Formel  (35)) : 

Fl  {xq,  2/o7  cos  '9',  sin  9’)  > 0, 

und  analog  ist  die  Definition  des  Begriffes  „positiv-quasiregulär“. 

Ein  Integral,  das  positiv -regulär  (quasiregulär)  in  allen 
Punkten  eines  Gebietes  ist,  heißt  positiv-regulär  (quasiregulär) 
in  diesem  Gebiete. 

Das  Integral  J f(Xj  y,  y' )dt  heißt  positiv -definit,  wenn  für 
alle  Linien elemen te : /“(a?,  y^,  y)'>  0.,  es  heißt  positiv -semidefinit, 
wenn  für  alle  Linien elemente;  f{x^  y-,  y)'^0.  Analog  sind  die 
Definitionen  dieser  Begriffe  für  ein  Integral  J F(x,  y , x\  y)dt 
Damit  ein  Integral  jf(x,y,y)dx  in  einem  Gebiete  eine 
u/nierhalb- stetige  (oberhalb -stetige)  Funktion  des  Kurvenbogens  G 
sei,  ist  notwendig  und  hinreichend , daß  es  in  diesem  Gebiete 
positiv-(negativ-)guasir€gulär  sei. 

Damit  ein  Integral  J* F(x,  y.,  x\  y')dt  in  einem  Gebiete  eine 
unterhalb -stetige  (oberhalb -stetige)  Funktion  des  Kurvenbogens  0 
sei,  ist  notwendig,  daß  es  in  diesem  Gebiete  positiv-(negaUv-)guasi- 
regulär  sei;  diese  Bedingung  ist  hinreichend , wenn  das  Integral 
positiv- (negativ-) semidefinit  ist;  oder  auch  wenn  in  keinem  Punkto 
Fl  (x,  2/,  cos  9,  sin  9)  für  alle  9 verschwindet. 


1)  Bei  Definition  der  Begriffe  negativ-regulär,  negativ-quasiregu- 
lär tritt  in  den  folgenden  Ungleichungen  an  Stelle  des  Zeichens 
das  Zeichen  <^. 
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Damit  das  Integral  J f{x,  y)dx  unterhalb' stetig  sei  auf 
dem  Bogen  der  Kurve  y = y{x)  ist  notwendig,  daß 

für  x^-^x  ^x^  und  alle  y (s.  Formel  (25)): 

und  ist  hinreichend,  daß  bei  hinlänglich  Meinem  positiven  r für 
alle  Linienelemente,  x,  y,  y,  die  m einem  Linienelemente  x^yy^,  y^ 
des  Bogens  x^-^x  -^x^  der  Kurve  y = y{x)  in  der  Beziehung 
stehen  J a;  — | < r,  \y—yQ\<r,  1 2/'  — 2/o'  I < 

y + y die  Ungleichung  gelte: 

E{x,y,y,y)>0. 

Damit  das  Integral  J F{x,  y,  x',  y')dt  unterhalb -stetig  sei 
auf  dem  Bogen  t^'^t'^t^  der  Kurve  x = x(t),  y = y(t),  ist 
notwendig,  daß  für  ^ ^ ^ ^2  (®*  I'ormel  (60)): 

^{x{i\  y(t)]  x\t\  /(O;  cos  -ö-,  sin  -O-)  ^ 0 ; 

diese  Bedingung  ist  auch  hinreichend,  wenn  in  ihr  die  E-FunTc- 
tion  nur  in  ordentlicher  Weise  verschwindet. 

Die  angeführten  Sätze  stammen  von  L.  Tonei li;  sie  finden 
sich  nebst  weitergehenden  Resultaten  ausführlich  dargestellt  in 
seinem  in  § 1 angeführten  Lehrbuche.  Die  für  das  Eintreten 
eines  Minimums  (Maximums)  notwendigen  Bedingungen  von 
Legendre  und  Weierstraß  folgen  unmittelbar  aus  diesen 
Sätzen. 

Betrachtet  man  etwa  bei  dem  in  § 1 behandelten  einfach- 
sten Probleme  der  Variationsrechnung^)  die  Werte  /(C),  die 
alle  möglichen,  die  beiden  Punkte  (a?i,  2/^)  und  (372,2^2)  verbin- 
denden (einem  gegebenen  Bereiche  angehörenden)  Kurven  dem 
Integrale  J*  f(x,y.,  y')dx  erteilen,  so  besitzt  die  Gesamtheit  aller 
dieser  Werte  eine  untere  Grenze  g.  Hat  g den  Wert  — 00,  so 
gibt  es  unter  den  Werten  I(^G)  keinen  kleinsten;  aber  auch  wenn 
g endlich  ist,  können  wir  nicht  sicher  sein,  ob  es  unter  den 
Werten  1{G)  einen  kleinsten  gibt,  d.  h.  ob  eine  Kurve  C existiert, 
für  die  I {C)  = g ist.  Es  ist  von  großem  Interesse,  Bedingungen 
aufzustellen,  unter  denen  dies  der  Fall  ist.  Gibt  es  eine  Kurve 
Co,  für  die  I{G^  = g<,  so  ist  für  alle  übrigen  (in  Betracht  ge- 


1)  Analoges  gilt  für  andere  Probleme  der  Variationsrechnung. 


§ 4.  Existenzsätze. 
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zogenen)  Kurven:  Wir  sagen  von  einer  solcli-en 

Kurve:  sie  macht  das  Integral  J* f(x^  y,  y)dx  zu  einem  absoluten 
Minimum  unter  allen  in  Betracht  gezogenen  Kurven.  (Im  Gegen- 
sätze hierzu  kann  das  bisher  betrachtete  Minimum,  wo  nur  ver- 
langt war,  daß  Gq  dem  Integral  einen  kleineren  Wert  erteile  als 
alle  hinlänglich  benachbarten  Kurven  0,  als  relatives  Minimum 
bezeichnet  werden.) 

Bei  hinlänglich  weiter  Fassung  des  Kurven-  und  Integral- 
begriffes gelten  folgende  Sätze: 

Ist  in  einem  abgeschlossenen  und  beschränlden  Bereiche  das 
Integral  j*  f{x^  y^  y')dx  positiv -quasiregulär  tmd  ist  für  hinläng- 
lich große  \y'\' 

so  gibt  es  unter  allen,  zwei  gegebene  Punkte  dieses  Bereiches  ver- 
bindenden Kurven  mindestens  eine,  die  das  Integral  zu  einem  ab- 
soluten Mmimum  macht. 

Ist  in  einem  abgeschlossenen  und  beschränkten  Bereiche  das 
Integral  J F(x,  y,  x\  y')dt  positiv-definit  und  positiv-quasiregulär, 
so  gibt  es  unter  allen  zwei  gegebene  Punkte  dieses  Bereiches  verbin- 
denden Kurven  mindestens  eine,  die  das  Integral  zu  einem  ab- 
soluten Minimum  macht. 

Liegen  die  zwei  gegebenen  Punkte  hinlänglich  nahe  und 
zieht  man  nur  solche  Kurven  in  Betracht,  die  in  hinlänglicher 
Nähe  dieser  beiden  Punkte  verbleiben,  so  kann  in  diesem  Satze 
die  Voraussetzung,  das  Integral  sei  positiv- definit,  weggelassen 
werden,  wenn  nur  cos  ff,  sin  ff)  nicht  für  alle  ff  ver- 

schwindet (Existenz  des  absoluten  Minimums  im  Kleinen).  Auch 
die  Voraussetzung,  das  Problem  sei  quasiregulär,  kann  dabei 
noch,  wie  C.  Caratheodory  gefunden  hat  {Math.  Ann.  62,  449 
(1906);  Ann.  di  Mat.  (3)  21,  153  (1913)),  durch  viel  weniger 
weitgehende  Voraussetzungen  ersetzt  werden,  wobei  dann  dis- 
kontinuierliche Lösungen  (§  3)  eine  wesentliche  Bolle  spielen. 

Die  ersten  systematischen  Überlegungen  über  Existenz  eines 
absoluten  Minimums  stammen  von  D.  Hilbert  {Jahresber.  Math.- 
Ver.  8,  184  (1900)).  Die  oben  angeführten  Existenzsätze  (und 
eine  große  Anzahl  anderer)  wurden  bewiesen  von  L.  Tonelli, 
auf  dessen  Lehrbuch  verwiesen  sei.  Vgl.  auch  H.  Hahn,  Wien. 
Ber.  134,  437  (1925). 

Eine  (die  erforderlichen  Differenzierbarkeitseigenschaften  be- 
sitzende) Kurve,  die  in  einem  gegebenen  Bereiche  ein  absolutes 
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Extremum  liefert,  muß  überall  dort,  wo  sie  im  Inneren  des  Be- 
reiches verläuft,  eine  Extremale  sein;^)  dort,  wo  sie  mit  dem 
Rande  zusammenfällt,  gilt  dies  nicht;  sie  ist  dort  nicht  frei 
variierbar,  sondern  nur  einseitig  variierbar.  Über  Variations- 
probleme, bei  denen  nicht  frei  variierbare  Kurven  auftreten 
(Probleme  mit  Gebietsbeschränkungen),  sei  auf  die  Lehrbücher 
verwiesen. 

Mit  der  Präge,  unter  welchen  Umständen  ein  Extremalen- 
bogen,  der  die  hinreichenden  Bedingungen  von  §§  1,  2 erfüllt, 
nicht  nur  ein  relatives,  sondern  auch  ein  absolutes  Extremum 
liefert,  hat  sich  G.  Darboux  befaßt:  Theorie  des  surfaces  3,  89. 
Vgl.  hierzu  die  Lehrbücher;  ferner  E.  J.  Mil  es.  Am.  Trans.  13, 
35  (1912). 


§ 5.  Höhere  Ableitungen  im  Integranden. 

Die  isoperimetrischen  Probleme, 

Ein  allgemeineres  Problem  als  das  in  § 1,  2 behandelte  ist 
das  folgende:  Eine  in  der  Form  y = y{x)  darstellbare  Kurve 
zu  finden,  die  zwei  gegebene  Punkte  y-j^  und  y<^  ver- 
bindet, und  einem  Integrale  der  Form: 


(70) 


/ f{x,  y,  y,  y", . . 


einen  kleineren  (größeren)  Wert  erteilt  als  alle  hinlänglich  be- 
nachbarten, dieselben  Punkte  verbindenden  Kurven  y — y(x\ 
die  den  Bedingungen  genügen: 

/(®i)  = »'(»i).  • • 

Mit  2/"?  • • -5  y^^\  y > ' ' sind  dabei  die  erste  bis  w*®  Ab- 

leitung nach  X bezeichnet. 

Damit  eine  Kurve  y = yipc)  dieses  Problem  löse,  ist  not-- 
wendig,  daß  sie  der  Differentialgleichung  genügt: 


d^ 


d^ 


(^1)  tv  •••  + (- 1)”  = 0 • 


1)  Dadurch  steht  die  Fragestellung  nach  Existenz  eines  absolu- 
ten Extremums  in  Beziehung  zu  dem  in  § 1 genannten  „Randwert- 
probleme“: durch  Nachweis  der  Existenz  eines  absoluten  Extremums 
kann  häufig  die  Existenz  einer  Lösung  des  Randwertproblemes  nach- 
gewiesen werden.  Näheres  hierüber  im  Lehrbuche  von  Tonelli.  Vgl. 
auch  das  in  § 8 über  das  „Dir ich  letsche  Prinzip“  Gesagte. 


§ 5*  Isoperimetrisclie  Probleme. 
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(Wegen  Herleitung  dieser  Gleichung  unter  möglichst  geringen 
Voraussetzungen  vgl.  T.  Kubota,  ToÄ.  Journ.  9,  191  (1916),  wo 
auch  weitere  Literatur  angegeben  ist.) 

Die  Gleichung  (71)  ist  i.  a.  eine  Differentialgleichung 
2 Ordnung,  ihre  allgemeinste  Lösung  wird  daher  von  2n 
willkürlichen  Konstanten  abhängen,  es  wird  sich  daher  i.  a. 
eine  Lösung  von  (7 1)  finden  lassen,  die  samt  ihren  n—1  ersten, 
Ableitungen  in  und  vorgeschriebene  Werte  annimmt. 

In  (71)  kommt  nur  vor  multipliziert  mit  dem  Faktor 
(—  lyf  y{n)y{n).  Die  Ordnung  dieser  Gleichung  kann  sich  also 
nur  erniedrigen,  wenn  identisch  Null  ist,  d.  h.  wenn  f 

linear  ist  in  y^^\  Es  gilt  der  Satz:  Wenn  die  Ordnung  von 

(71)  sich  erniedrigt,  so  erniedrigt  sie  sich  stets  auf  eine  ge- 
rade Zähl. 

Erniedrigt  sich  die  Ordnung  von  (71)  auf  die  Zahl  2(n  — Jc), 
so  läßt  sich  f dar  stellen  in  der  Form: 

(72) 

Die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafür,  daß  f 
die  Form  habe: 

(72  a)  f{x,  y,y,..., «/»)  = ^ f,  (»,  J/, 

ist  die,  daß  die  Gleichung  (71)  sich  auf  eine  Identität  (in 
^7  Vi  y 1 • • reduziert.  In  diesem  Falle  erteilen  sämtliche 

Kurvenbögen  y = y(x)  und  y = y(oo)  von  gleichem  Anfangs- 
und Endpunkte,  die  in  diesen  beiden  Punkten  auch  in  ihren 
Ableitungen  bis  zur  (n — 1)^®^  Ordnung  übereinstimmen,  dem 
Integrale  (70)  denselben  Wert.  Dieses  Integral  ist  also  dann 
im  angeführten  Sinne  vom  Wege  unabhängig  (Euler,  Methodus 
inveniendi,  Kap.  I,  art.  34).  Vgl.  hierzu  und  über  den  Hilbert- 
schen  Unabhängigkeitssatz  für  die  in  Rede  stehenden  Probleme 
K.  Boehm,  Heidelb.  Ber.  1912,  11.  Abh.;  Gott.  Naehr.  1915. 

Näheres  über  Variationsprobleme  der  Form  (70)  (in 
Parameterdarstellung)  bei  Kneser,  Lehrbuch,  6.  Abschn.;  J.  Ra- 
don, Wien.  Ber.  119,  1257;  G.  Vivanti,  El.  d.  calc.  d.  var.  110. 

Als  einfachstes  isoperimetrisches  Problem  wird  folgende  Auf- 
gabe bezeichnet:  Einen  die  beiden  Punkte  (ic^,  y.^  und  (x^,  y^) 
verbindenden  Kurvenbogen  y = y(x)  zu  finden,  der  dem  Inte- 
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grale  (1);  j* f(x,  y)dx  einen  kleineren  (größeren)  Wert  er- 
teilt, als  jeder  andere  hinlänglich  benachbarte,  dieselben  Punkte 
verbindende  Kurvenbogen  y — y{x\  der  dem  Integrale: 

(73)  Jg(x,  y,  y’)dx, 

(wo  «/,  y)  eine  gegebene  Punktion  von  denselben  Regulari- 
tätseigenschaften  wie  f bedeutet)  denselben  Wert  erteilt,  wie 
der  Bogen  y — y{x). 

Damit  die  Kurve  «/  = «/(a?)  das  genannte  Problem  löse,  ist 
— falls  sie  nicht  Extremale  des  Integrales  (73)  im  Sinne  des 
in  § 1 behandelten  unbedingten  Extremums  ist,  d.  h.  der  Gleichung 

dx  ^y' 

genügt  — notwendig,  daß  sie  für  einen  geeigneten  Wert  der 
Konstanten  X der  Differentialgleichung  genügt: 

(74)  = 

Eine  Kurve,  die  für  irgendeinen  Wert  von  l der  Gleichung 
(74)  genügt,  wird  als  Extremale  unseres  isoperimetrischen  Pro- 
blemes  bezeichnet..  Diese  Differentialgleichung,  ist  im  allgemeinen 
von  2.  Ordnung  und  enthält  den  Parameter  A ; ihre  allgemeinste  Lö- 
sung hängt  daher  ab  von  drei  Konstanten,  im  allgemeinen  läßt  sich 
daher  durch  zwei  vorgeschriebene  Punkte  eine  Extremale  unseres 
Problemes  legen,  die  dem  Integrale  (73)  einen  vorgeschriebenen 
Wert  erteilt. 

Näheres  über  isoperimetrische  Probleme  in  den  Lehrbüchern. 
Hinreichende  Bedingungen  für  ein  starkes  Minimum  (Maximum) 
zum  ersten  Male  bei  J.  W.  Lindeberg,  Math.  Ann.  59,  332 
(1904);  67,  340.  Über  Lösungen  des  isoperimetrischen  Pro- 
blems, die  zugleich  Extremalen  von  (73)  sind,  s.  A.  Rosen - 
blatt,  Math.  Ann.  68,  557  (1910).  Über  Existenz  von  Lösungen 
J.  Hadamard,  Ann.  Ec.  Norm.  (3)  24,  203  (1907).  L.  To- 
nelli,  Fond.  d.  calc.  d.  var.  2,  Cap.  X,  XII.  Über  die  enge 
Beziehung,  die  zwischen  den  Lösungen  gewisser  isoperimetrischer 
Probleme  und  den  Eigenlösungen  linearer  Differentialgleichungen 
besteht,  vgl.  Ch.  M.  Mason,  Bandwertaufgaben  bei  gewöhn- 
lichen Differentialgleichungen,  Gött.  Diss.  1903;  D.  Hilbert, 
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Gött.  Nadir.  1904,  232;  R.  König,  Gott.  Biss.  1907;  R.  G, 
D.  Ricbardson,  Math.  Ann.  68,  279  (1910). 

Allgemeinere  isoperimetrische  Probleme  erhält  man,  wenn 
man  an  Stelle  des  Integrales  (73)  ein  Integral  treten^  läßt, 
dessen  Integrand  auch  höhere  Ableitungen  enthält;  oder  wenn 
man  nicht  nur  für  ein  solches  Integral,  sondern  für  mehrere 
Integrale  den  Wert  vorschreibt.  Die  isoperimetrischen  Probleme 
sind  nahe  verwandt  mit  einem  speziellen  Typus  von  Lagrange- 
sehen  Problemen;  vgl.  hierüber  § 6. 

§ 6.  Das  Mayersclie  Problem.  Das  Lagrangesche  Problem. 

Als  Mayersches  Problem  bezeichnet  man  folgende  Auf- 
gabe der  Variationsrechnung:  Es  sind  n -\-  1 Funktionen  von 
^ • yo(^)>  2/i(^)7  • • •»  ^n(^)  so  zu  bestimmen,  daß  sie  den  ge- 
gebenen m -f  1 Differentialgleichungen  genügen  (m  <C  w) : 

(75)  y»,  2^1,  . . 2/„')  = 0 , « = o,i,..,m) 

daß  sie  für  den  gegebenen  Wert  von  x die  gegebenen  Werte 
• • -7  yn^^  annehmen,  daß  für  den  gegebenen  Wert  x^ 
von  X die  Funktionen  y nipo)  die  gegebenen  Werte 

y-^^\  . . y^^^^  annehmen  und  daß  endlich  sich  eine  positive 

Konstante  q so  finden  läßt,  daß  für  jedes  andere  System  von 
Funktionen  ebenfalls  den  Gleichungen 

(75)  genügt,  für  x^  und  x^  die  genannten  Randwerte  annimmt 
und  im  Intervalle  (iCj^,  x^.  den  Ungleichungen  genügt: 

! %(*)  - J'oC®)  I < ?.  • ■ v I j'nC®)  - I < 9, 

die  Differenz  y^  {x^  — y^  (x^  positiv  (negativ)  ausfällt. 

Damit  die  FunTctionen  yQ(x),  y^(x)., . . .,  y^ix)  das  Mayer- 
sehe  Problem  lösen,  ist  notwendig daß  sie  so  beschaffen  sind,^ 
daß  die  w -f  1 linearhomogenen  Bifferentialgleichungen  1.  Ord- 
nrnig  für  die  m 1 FunJetionen  Xq(x\  X^(x),  . . .,  X^^^x): 

m 

• • •’  %>  2'i'>  • • •>  2'«') 

* = 0 

(76)  ^ 

- Vo,  Vl,  ■ ■ ■>  yi\  ■ ■ •,  2/»')]“  0. 

Löswigen  besitzen.,  die  nicht  sämtlich  verschwinden. 
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Dieses  Problem  wurde  formuliert  von  A.  Mayer,  Leipz. 
Ber.  1895,  129,  wo  auch  die  Gleichungen  (76)  abgeleitet  werden. 
Weitere  Literatur  über  diese  Gleichungen:  D.  Hilbert,  GöU.  Nadir. 
1905,  1;  H.  Hahn,  Monatsh.  14,  325  (1903),  Math.  Ann.  63, 
266  (1907);  Wien.Ber.  131,  531  (1922);  0.  Bolzz,.,  Math.  Ann. 
64,  370  (1908);  74,  430  (1913);  G.  A.  Bliss,  Am.  Trams.  19, 
305  (1918).  — Näheres  über  das  May  ersehe  Problem  in  den 
Lehrbüchern;  vgl.  auch  J.  Hadamard;,  Ann.  ec.  norm.  (3),  24, 
228  (1907);  D.  Egorow,  Math.  Ann.  62,  371  (1906);  A.  Kne- 
ser,  J.  f.  Math.  146,  116  (1916);  Arch.  d.  Math.  u.  Fhys.  (3) 
24,  26  (1916);  G.  A.  Larew,  Am.  Trans,  20,  1 (1919). 

Hat  die  Gleichung  — 0 die  Form: 

yä  — /■(*.  ■ ■ •-  Vn'i  Vii  • ■ 2'»')  = 0 , 

während  in  den  Gleichungen  = 0, . . .,  weder  noch 

y^  Vorkommen,  so  erhält  man  einen  Spezialfall  des  May  ersehen 
Problemes,  der  sich  nahezu  deckt  mit  Lag  ran  gesehen  Brohlem: 

Ein  System  von  Funktionen  2/i(a;),  y^iß)-,  • • 2^»(^)  zu 

finden,  die  den  m Bedingungsgleichungen  genügen: 

(77)  9i)(‘)(x,  2/1,  . . y„;  y^\  . . «/„')  = 0, 

die  für  x = und  x = x^  vorgeschriebene  Werte  annehmen 
und  dem  Integrale: 

(78)  J'f(x,  y^,  . . y^, . . y^)dx 

einen  kleineren  (größeren)  Wert  erteilen  als  alle  anderen  den 
Gleichungen  (77)  genügenden,  in  x^  und  x^  gleichfalls  die  vor- 
geschriebene Werte  annehmenden  und  (für  geeignetes  ^)  im  Inter- 
valle (iCj,  x^  den  Ungleichungen 

(79)  I y^{x)  --  y^{x)  | < 9 . . . i y„{x)  - y^{x)  \ < 9 

genügenden  Funktionen  ^^((c),  . . .,  y„{pc). 

Wir  werden  uns  im  folgenden  der  Sprache  der  (n  -f-  1)- 
dimensionalen  Geometrie  bedienen;  ein  Wertsystem  (ic,  2/i,  ..-,2/71) 
heißt  ein  Punkt,  die  Gesamtheit  ,aller  durch  ein  Gleichungs- 
system y^=:y^(x),  . . .,  (%  ^ ^ ^2)  gelieferten 

Punkte  ein  Kurvenbogen;  wir  sagen  von  einem  Kurvenbogen 
yi  = yx(x),  . . = ^„(®)  (»1  < * < *2),  er  liege  in  der  Nach* 
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barscbaft  ^ des  obigen  Kurvenbogens,  wenn  für  die 

Ungleichungen  (79)  besteben.  Wir  sagen  von  einem  den  Glei- 
chungen (77)  genügenden,  von  den  beiden  Punkten  (iCj^, 
und  (^^2, begrenzten  Kurvenbogen,  er  mache  daS' 
Integral  (78)  zu  einem  (starken)  Minimum  (Maximum)  unter 
den  Nebenbedingungen  (77),  wenn  sich  eine  Nachbarschaft  q 
dieses  Bogens  finden  läßt,  so  daß  jeder  andere  den  Gleichungen 
(77)  genügende,  dieselben  Punkte  verbindende,  ganz  in  dieser 
Nachbarschaft  liegende  Kurvenbogen  dem  Integral  (78)  einen 
größeren  (kleineren)  Wert  erteilt.  Wir  sagen  von  einem  Kurven- 
bogen, er  mache  das  Integral  (78)  zu  einem  schwachen  Minimum 
(Maximum)  unter  den  Nebenbedingungen  (77),  wenn  er  dem 
Integrale  (78)  einen  kleineren  (größeren)  Wert  erteilt  als  jeder 
andere  neben  den  eben  genannten  auch  noch  für  geeignetes  q' 
den  Ungleichungen: 

I - yi{^)  I < ?', • • •,  I Ä (®) - »/(»)  Ke' 


genügende  Kurvenbogen. 

Die  für  das  Mayersche  Problem  ausgesprochene  notwendige 
Bedingung  lautet  hier  (zum  ersten  Male  streng  bewiesen  von; 
A.  Mayer,  Math.  Ann.  26,  74  (1886)):  Damit  die  Funktionen 
y^ix).,  . . .,2/^(ip)  ein  (starkes  oder  schwaches)  Minimum  (Maxi- 
mum) von  (78)  unter  den  JSfebenbedingungen  (77)  liefern , ist 
notwendig.,  daß  sie  zusammen  mit  m Funktionen  Ii(aj),  „ . .,  I„j(ic) 
den  Gleichungen  genügen: 


» = 1 


Dabei  ist  vorausgesetzt,  daß  die  n Gleichungen  für 


(81) 


'Sn/  (*•)  d (i)  \ 


i = l 


{k  = l,2,...,n) 


keine  von  Full  verschiedenen  Lösungen  besitzen.,  d.  h.  daß  die 
Funktionen  y^ix),  . . .,  y^is^  nieht  die  oben  (Gleichung  (76))  an- 
geführte notwendige  Bedingung  bezüglich  des  durch  die  Gleichungen 
0,  . . .,  = 0 gegebenen  May  er  sehen  Problemes  erfüllen. 

Je  nachdem  diese  Voraussetzung  erfüllt  ist  oder  nicht,  sagt 
man,  es  liege  der  Hauptfäll  oder  der  Ausnahmefäll  vor;  wir 
setzen  im  folgenden  stets  voraus,  es  liege  der  Hauptfall  vor. 

Pascal,  Kepertorium.  I.  2.  2.  Aufl.  42 
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Jede  den  Gleichungen  (80)  und  (77)  genügende  Kurve  | 
wird  als  Extremäle  unseres  Variationsprohlems  bezeichnet.  Jeder  j 
solchen  Kurve  sind  zufolge  (80)  in  eindeutiger  Weise  m Funk-  i 
tionen  zugeordnet  (die  La gr angesehen  Multiplikatoren).  \ 

Wir  setzen:  ! 

F{x ) , . • • ? 2/n  i 5 • • • 5 2/«  5 5 • • • 1 ^7n)  j 

^g2)  ~ fi?'»  Vl')  Vn't  Vit  •'">  I 

771  1 

+ • • ■>  Vn,  ■ ■ •-  l/n) 

»=1 

und  bezeichnen  mit  die  Ableitung  mit  die  Ab- 

leitung F^,^,  mit  F2n^^  die  Ableitung  F^^-^  es  ist  also: 

(82a)  + (f  = i.2.  — "‘): 

analog  werden  die  zweiten  Ableitungen  von  F bezeichnet.  Hie  i 
und  da  deuten  wir  der  Kürze  halber  die  Argumente  von  nur 
an  in  der  Form  F(x,g,g',X).  \ 

Fügt  man  zu  (80)  noch  die  nach  x differenzierten  Be-  j 
dingungsgleichungen:  j 

^ Dl,--;  y„-,  yi,  ••■,0  = 0 • j 

hinzu,  so • erhält  man,  vorausgesetzt,  daß  die  Determinante:  j 

I I (*,i  = 7i  + l,  71  + 2,-.-,  27i  + m) 

nicht  identisch  Null  ist,  ein  System  von  n m Differential- 
gleichungen, das  in  den  y von  2.,  in  den  X von  1.  Ordnung  ist, 
dessen  allgemeinste  Lösung  daher  von  2w  -f-  w willkürlichen 
Konstanten  abhängt.  Da  aber  diese  Lösungen  statt  den  Glei- 
chungen (77),  nur  den  Gleichungen: 

9>«  = Ci, 

genügen  (wo  die  c Konstante  bedeuten),  sind  m Konstante  zur 
Erfüllung  der  Bedingungsgleichungen  zu  verwenden,  so  daß  die 
Schar  der  Extremalen  unseres  Problems  von  2w  Konstanten 
abhängt.  Es  kann  daher  im  allgemeinen  durch  zwei  vorge- 
schriebene Punkte  eine  Extremäle  gelegt  werden. 

Sei  ==  = b2,...,«)  eine  Extremäle,  A^(ic)(?  = 1,2,. ••,»») 

die  zugehörigen  Multiplikatoren;  wir  setzen  im  folgenden  stets 
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voraus,  daß  die  Determinante  (83)  nach  Einsetzen  der  Punk- 
tionen und  im  Intervalle  {x-^,  nirgends  verschwindet; 
der  Bogen  {x^ , x^  der  betrachteten  Extremale  heißt  dann  regu- 
lär. Wir  bilden  (vgl.  (82)); 

(84)  J =J*F{Xj  Vn'')  2^1 5 • • *5  2^7»  ? 

dieses  Integral  hat  für  jede  unseren  Bedingungsgleichungen  ge- 
nügende Kurve  denselben  Wert,  wie  (78). 

Es  gibt  (im  Hauptfalle)  Kurvenscharen; 

Ä=  2/i(®)  + *)  (t=i, 2, ■■■,») 

deren  sämtliche  Kurven  durch  die  Endpunkte  (a^j,  . . ., 

hindurchgehen  und  den  Gleichungen  (77) 
genügen  (im  Ausnahmefalle  gilt  dies  nicht  allgemein).  Ist  t7(e) 
der  Wert,  den  eine  Kurve  dieser  Schar  dem  Integrale  (84)  er- 
teilt, so  definieren  wir  erste  und  zweite  Variation  wie  in  § 1; 
also : 

= J'(0),  dV=  J"(0). 

Man  erkennt,  daß  für  jede  Extremale  unseres  Problemes  6J=Q 
ist.  Für  die  zweite  Variation  erhält  man; 

(85)  dV  = J 

»1  f,i  = l 

Damit  unsere  Extremale  ein  (starkes  oder  schwaches)  Mini- 
mum (hsw.  Maximum)  von  (78)  unter  den  Nehenhedingungen 
(77)  liefere,  ist  notwendig,  daß  ^ 0 (bzw.  < 0)  ist  für  alle 
den  Bedingungen: 

n 

(86)  V)  = 0 (<=1.2, ...m) 

*=1 

genügenden  (in  x^  wnd  x,^  verschwindenden)  Funktionen  'i].  (Vgl. 
H.  Hahn,  Math.  Änn.  58,  158  (1904).) 

Die  zweite  Variation  läßt  sich  auf  die  Form  bringen; 

(87)  9)i)i<7«, 

Xj  * = 1 


42* 
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wo: 


(•^t  h^i'^  ^n  + i,k^i  i , n + i “I“  ^n  + t,»  + Ä^»  ) | 

(88)  *=i 

m 


und  •••?(>,„  willküriiclie  (stetig  differenzierbare)  Funktionen 
bedeuten. 


An  Stelle  der  Jac oh i sehen  Differentialgleichung  tritt  hier 
das  System  linearer  Differentialgleichungen: 


(89) 


n 

+ ■F„+i,2„+i<) = 0. 

z = 1 


(i  = l,  2,...,m) 


Der  Gr  een  sehe  Satz  für  das  System  (89)  hat  die  Form: 

n m 

»•<'>  - 

k=l  k=l 

(90j  - rP))«(i)  _ .-(*) 

Ä=1  *=1 


wo: 


(91) 


i,k  = l 


z=l  *=1 


+ i,2n  + i 


(4‘'»f> 


,(2), 


f’). 


Sind  speziell  rO)  und  z^'^\  r^^'^  Lösungssysteme  von  (89), 
so  wird  'il'(-2'0),  rO)*  ^(2)^  eine  Konstante.  Zwei  linear  unab- 
hängige Lösungssystemej  für  die  diese  Konstante  den  Wert  Null 
hat,  heißen  zueinander  honjugiert  Ein  System  von  n linear 
unabhängigen  Lösungen  von  (89),  die  zu  je  zweien  konjugiert 
sind,  heißt  ein  Iconjugiertes  System. 
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Es  läßt  sich  stets  ein  honjiigiertes  System 
r^”^)  so  finden^  daß  die  Determinante: 


(92)  ^W)  = I I 

an  einer  vorgeschriebenen  Stelle  des  Integrationsintervalles  ungleich 
Null  ist. 

Ist  das  Intervall  ^ ^ ^2  ^ solUein  gewählt.^: 

daß  es  ein  konjugiertes  System  gibt,  dessen 

Determinante  darin  nicht  verschwindet,  sind  ferner  die  Funktionen 
%{x), . . .,  ri^{x)  überall  Null  außer  in  (^1,  ^2)^  kann  ö^J  auf 
die  Form  gebracht  werden: 


(93) 

ivo: 


(94) 


Xi  i,  Je  = l 


• 

Vn 

1 

0P'-, 

£ (1) 

5 • 

• • j 

^1«,  ■ 

. . , Z 

gesetzt  ist,  und  zwischen  den  die  Delationen  bestehen: 

n 

(95)  + (i=i, 2, 

i = l 

Die  Form  (93)  der  zweiten  Variation  wurde  zuerst  von  A. 
Clebscb  angegeben  {J.  f.  Math.  55,  254  (1858)). 

Als  Analogon  von  Legendres  Bedingung  ergibt  sich:  Da- 
mit unser  Fxtremalenbogen  ein  (starkes  oder  schwaches)  Minimum 
(bzw.  Maximum)  liefere,  ist  notwendig,  daß  in  allen  seinen  Funkten 
die  quadratische  Form:  . 

n 

2^n-\-i,n  + le'^i'^Je  . 
i,  Ä-  = 1 


positiv  (bzw.  negativ)  deßnit  sei  unter  den  Nebenbedingungen: 

n 

(97)  ,2^2n  + Jc,n  + i’^i  ~ ^ ' {Jc  = l,2,...,m) 

i = 1 

Für  das  folgende  wird  diese  Bedingung  als  erfüllt  vorausgesetzt. 
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- Ein  System  von  n linear  unabhängigen  Lösungen 
(-s(”),  von  (89)  heißt  zm  Stelle  ^Cq  konjugiert^  wenn  alle  z]f> 
an  der  Stelle  Xq  verschwinden.  Es  gibt  immer 
Lösungssysteme,  die  einer  gegebenen  Stelle  konjugiert  sind.  Ein 
der  Stelle  x^  konjugiertes  System  ist  auch  stets  im  oben  an- 
geführten Sinne  konjugiert. 

Die  Determinante  (Gleichung  (92))  eines  der 

Stelle  Xq  konjugierten  Systemes  ist  niemals  identisch  Null,  sie 
hat  also  den  Punkt  Xq  zur  isolierten  Nullstelle.  Die  Deter- 
minanten (92)  irgend  zweier  derselben  Stelle  konjugierten  Systeme 
unterscheiden  sich  nur  durch  einen  konstanten  nicht  verschwin- 
denden Faktor.  Sei  die  erste  auf  x^  folgende  Nullstelle 
dieser  Determinanten;  der  Punkt  unserer  Extremale,  dessen  Ab- 
szisse Xi  ist,  heißt  der  (auf  dieser  Extremale)  zu  x^  konjugierte 
Funkt. 

Damit  der  Bogen  (iTj,  x^  unserer  JExtremale  ein  (starkes 
oder  schwaches)  Minimum  (Maximum)  liefere,  ist  notwendig^  daß 
der  zu  x^  konjugierte  Funkt  nicht  ins  Innere  des  Intergrations- 
intervalles falle  (Jacohis  Kriterium). 

Bedeutet: 


Vk  = «2.  • • •.  “2n)  . K “ “ll  «21  • • -1  «2») 

(i  = 1,2, (i  = l,2,...,m) 

die  Gesamtheit  der  Extremalen  unseres  Problems  (und  der  zu- 
gehörigen Multiplikatoren),  aus  der  unsere  spezielle  Extremale 
erhalten  werde  für  (*  = 1,2,..., 2«) , so  bilden  (bei  geeigneter 

Wahl  der  Konstanten  &) 

«t®  = «i"i  «2®.  ■ • •.  «L)  '"i®  = ^“(*1  “i®>  “2“’  • • •>  «D- 

(Ar  = 1,2,'.  . .,b)  (i  = ],2,...,m) 


2^  linear  unabhängige  Lösungen  von  (89),  aus  denen  sich  alle 
übrigen  linear  mit  konstanten  Koeffizienten  zusammensetzen  lassen. 
Jacobis  Kriterium  läßt  sich  nun  leicht  auf  die  Form  bringen: 

Damit  der  Bogen  (x^^  x^)  tmserer  Extremale  ein  Minimum 
(Maximum)  liefere,  ist  notwendig,  daß  die  Determinante: 


D{x,  = 


Xk) 


^.(a:,  oTj®,  . . .,  a®^) 


(l-  = l,2,...,n;  *•=  l,2,...,2n) 


(die  hei  geeigneter  Wahl  der  Integrationskonstanten  a nicht  iden- 
tisch verschwindet)  für  <C  x x^  keine  Nidlstelle  besitze. 
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Die  im  vorstehenden  angeführte  Theorie  der  zweiten  Va- 
riation und  der  aus  ihr  folgenden  notwendigen  Bedingungen 
findet  sich  ausführlich  bei  G.  v.  Escherich,  Wien.  Ber.  107, 
1191,  1267,  1383  (1898);  108,  1269  (1899);  110,  1355 
(1901).  (In  der  letztgenannten  Arbeit  ist  das  Lagrangesche 
Problem  in  Bar  ameUr  dar  Stellung  behandelt).  Für  den  Fall,  daß 
unter  den  Bedingungsgleichungen  (77)  auch  solche  Vorkommen, 
die  die  Ableitungen  nicht  enthalten  (in  diesem  Falle  ver- 
schwindet die  Determinante  (83)  identisch),  vgl.  H.  Hahn, 
Monatsli.  14r,  1 (1903).  Eine  besonders  einfache  Methode  zur 
Herleitung  der  notwendigen  Bedingung  von  Jacobi  hat  G.  A. 
Bl  iss  angegeben:  Am.  Trans.  17,  195  (1916);  vgl.  auch 
D.  M.  Smith,  Am.  Trans.  17,  459  (1916).  Das  Verhalten  von 
Extremalenbögen,  die  den  zum  Anfangspunkt  konjugierten  Punkt 
als  Endpunkt  oder  im  Innern  enthalten  wurde,  eingehend  unter- 
sucht von  H.  Hahn,  Math.  Ann.  70,  110  (1910);  J.  ßosen- 
berg,  Monatsli.  24,  65  (1913). 

Sei  yj^  = y^^\x.,  • • -j  ^n)  eine  /^-parametrige 

Schar  von  Extremalen  und  seien  (x,  a^,  a2,  ■ . a^  {K=  i, 2,  • • • , m) 
die  zugehörigen  Multiplikatoren.  Durch  jeden  Punkt  eines  ab- 
geschlossenen Gebietes  (S  des  (n  -f-  l)  dimensionalen  Raumes  gehe 
eine  und  nur  eine  Extreinale  unserer  Schar  hindurch.  Die  Ab- 
leitungen yj-^^(x,  0^2  v • M (^n)  (Richtungskoeffizienten  unserer 

Extremale)  haben  in  jedem  Punkt  {x , y^.^  y^,  . • 2/«)  ® 

einen  bestimmten  Wert,  der  mit  jgß^\x,  y^^  y^-,  . . .,  2/n)  bezeichnet 
werde;  der  Wert,  den  der  Multiplikator  welcher  zu  der  durch 
diesen  Punkt  gehenden  Extremale  der  Schar  gehört,  in  diesem 
Punkte  hat,  werde  bezeichnet  mit  y^^y^y  • • ^„);  die  Funk- 

tionen und  l^'^  werden  i.  a.  in  regulär  analjrtisch  aus- 
fallen;  wir  sagen  dann,  unsere  Extremalenschar  bildet  im  Ge- 
biete (3  ein  Feld ; die  Funktionen  heißen  die  GefällsfunMionen, 
die  Funktionen  die  MultipUkatorfimläionen  dieses  Feldes. 

Enthält  die  Extremalenschar  2/*  = • • •’  O 

ßf  = (i  = 1, 2, . . w)  die  spezielle  Extremale  yk  = yk(x)  '^'n^d  ist 
die  Funlctionaldeterminante 

^(«1,  «2, . . .,  a„) 

wngleich  Null  für  x^^x  ^x^-,  a^  ==  so  gibt  es  zwei  positive 
Zahlen  q und  A,  so  daß  die  den  Ungleichwngen  | 
genügenden  Extremalen  unserer  Schar  in  der  Nachbarschaft  q 
des  Bogens  {x^.,  x^  der  Extremale  ==  2/ä(^)  bilden. 
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Enthält  der  Bogen  der  Exiremale  Vk  — yjiix)  den 

zu  seinem  Anfang spunld  konjugierten  Punld  nicht,  ist  Xq  < x^ 
und  x^  — Xq  genügend  Mein,  bedeutet  ferner  a„) 

die  n-parametrige  Schar  von  Extremdien,  die  durch  den  BunM  Xq 
unserer  Extremale  hindurch  gehen  (unsere  Extremale  werde  daraus 
erhalten  für  a^  — a^)^  so  läßt  sich  A so  bestimmen,  daß  die 
den  Ungleichungen  | a^  — a^  \ < A genügenden  Extremalen  unserer 
Schar  in  einer  geeigneten  Nachbarschaft  q des  Bogens  (x^,  x^ 
u/nserer  Extremale  ein  Feld  bilden. 

Damit  die  n m regulär  analytischen  Funktionen  p^,  . . 

{pi>yi>  • • •?  2/«)  die  Gefälls-  und  Multiplikator- 
funMionen  eines  Extremalen feldes  seien,  ist  notwendig  und  hin- 
reichend, daß  sie  den  n -{•  m Gleichungen  genügen'. 

n 

(98)  . = 1 

n 

V’P’  0 - O]  = 0 

* = 1 * 

(i  = l,2...,n) 

fPki^yy^P)  = (*  = 1,2,...,  m) 

Diese  Gleichungen  spielen  hier  dieselbe  Rolle,  wie  die  Glei- 
chung (18)  oder  (I8a)  beim  einfachsten  Probleme  (0.  Bolza, 
Palermo  Bend.  31,  260  (1911)). 

Daraus  entnimmt  man  leicht  den  ünabhängigheitssatz:  Für 
alle  diejenigen  und  nur  für  diejenigen  Extremalenfelder,  für  welche 

B B 

ist,  wird  der  Ausdruck 

n n 

[F{x,  y,p,  l)  — ^PiF^  + i(,x,  y,p,  T)']dx  + ^F^^i(x,y,p,l)dyf 

i=l  i=l 

ein  vollständiges  Differential,  und  mithin  das  Integral: 

(99)  (\F{x,y,p,l)+  2(y^ -P^K  + ii^’y>P>'')\^^ 

* = 1 

vom  Wege  unabhängig. 
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Diejenigen  Extremalenfelder,  in  welchen  das  Integral  (99) 
vom  Wege  unabhängig  ist,  werden  als  May  er  sehe  Felder  be- 
zeichnet. 

Bezeichnen  wir  auch  hier  das  Integral  (99)  als  Feldinte- 
gral, das  Integral  (78)  als  Grundintegral,  so  wird  auch  hier 
das  Feldintegral,  erstreckt  über  eine  Extremale  des  Feldes,  gleich 
dem  Grundintegral.  In  einem  May  er  sehen  Felde  liefert  das 
Feldintegral,  erstreckt  von  einem  festen  Punkte  (x,  y^, , , y„) 

des  Feldes  über  eine  beliebige  Kurve  bis  zum  variablen  Punkte 
{x,  y^,  . . .,  y^  des  Feldes,  eine  im  ganzen  Felde  definierte  Funk- 
tion TJ{x,y^^ . . .,  2/J.  Setzen  wir 


V{x,  y^, . . y„)  ==  const., 


(99  a) 


SO  erhalten  wir  eine  Sebar  von  Flächen,  die  als  die  Transversal- 
flächen des  Mayerseben  Feldes  bezeichnet  werden. 

Es  schneide  die  Extremale  yj^  — y^  (rc)  im  Punkte 
(x,  ^1,  . . .,  y^  die  Fläche  G{x,  y^,  . . .,  «/J  = 0;  die  Eich- 
tongskoeffizienten  der  Extremale  in  diesem  Punkte  seien: 
y-i't  • • Vni  Werte  der  Multiplikatoren  im  Punkte  x seien 
Äi,  . . wir  setzen  (vgl.  (82)) 


F(x,  2/ii  • • Vn')  ? • • •?  2/n  i ^1?  • • •?  ^71») 
G{x,y^,  . . = G 


und  bezeichnen  analog  die  partiellen  Ableitungen  von  F und 
G.  Wir  sagen  dann  allgemein:  die  Fläche  schneidet  die  Ex- 
tremale transversal^  wenn 


n 


Wie  man  sieht,  schneiden  die  Transversalflächen  eines  ' 
May  ersehen  Feldes  in  jedem  ihrer  Punkte  die  durch  diesen 
Punkt  hindurchgehende  Extremale  des  Feldes  transversal. 

Damit  es  eine  Fläche  G{x,  y^, . . .^y-^  — 0 gehe^  die  alle 
Extremoien  eines  Feldes  (soiveit  sie  sie  trifft)  transversal  schneidet,, 
ist  notwendig  und  hinreichend,  daß  das  Feld  ein  Mayersches  sei. 

Sei  yj^  = y^^\x,  a^,  . . .,  a^  eine  ein  Feld  bildende  Extre- 
malenschar  und  X^^\x,  a^,  . . .,  a^  seien  die  zugehörigen  Multi- 
plikatoren. Dann  bilden,  wie  schon  erwähnt,  die  Ausdrücke: 
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für  i = 1,  2,  . . ein  System  von  n Lösungen  der  zur  Ex- 
tremale  i/^=  a„)  gehörigen  Ja co bischen  Diffe- 

rentialgleichungen (89),  die  bei  geeigneter  Wahl  der  Parameter 
linear  unabhängig  sind.  Damit  das  Feld  ein  May  er - 
sches  sei,  ist  notwendig  und  hinreichend,  daß  die  n Lösungen 

(100)  ein  konjugiertes  System  hilden. 

Ein  Feld,  dessen  sämtliche  Extremalen  durch  einen  (dem 
Felde  natürlich  nicht  angehörigen)  Punkt  hindurchgehen,  ist  ein 
Mayer  sches  Feld.  — Enthält  ein  Extremalenbogen  den  zu  seinem 
Anfangspunkte  konjugierten  Punkt  nicht,  so  gibt  es  eine  diesen 
Extremalenbogen  enthaltende  >i-parametrige  Extremalenschar,  die 
in  einer  Umgebung  dieses  Extremalenbogens  ein  May  er  sches 
Feld  bietet. 

Näheres  über  den  ünabhängigkeitssatz  und  die  Theorie  der 
Mayerschen  Felder:  A.  Mayer,  Math.  Ann.  58,  325  (1904); 
D.  Hilbert,  Math.  Ann.  62,  351  (1906);  0.  Bolza,  Am.  Trans. 
7,  459  (1906)  und  Palermo  Bend.  31,  257  (1911)  (die  letzt- 
genannte Arbeit  enthält  eine  vergleichende  Zusammenfassung  der 
anderen  zitierten  Arbeiten);  H.  Hahn,  Palermo  Bend.  29,  49 
(1911)  (hier  wird  vorwiegend  der  Zusammenhang  dieser  Theorien 
mit  der  oben  wiedergegebenen  Theorie  der  zweiten  Variation  be- 
sprochen); J.  Radon,  Ber.  120,  1337  (1911)  (hier  wird 

gezeigt,  daß  auch  bei  Beschränkung  auf  Wege,  die  den  Bedingungs- 
gleichungen (77)  genügen,  die  Mayerschen  Felder  die  einzigen 
sind,  in  denen  das  Integral  (99)  vom  Wege  unabhängig  wird). 
Wir  setzen: 

2/j^,  . . .,  y^\  Vn  • • •')  Vn)  Vl')  ''  "I  li?  • • *5  1»») 

(101) 

= F{x;y,y,  X)  — F{x,y,y,  X)  (%  — 

Är=l 

und  sprechen  wie  in  § 1 von  einem  ordentlichen  Verschwinden 
der  jE'-Funktion  für  (A  = i,2,...,n),  sonst  von  einem  außer- 

ordentlichen Verschwinden.  Wir  schreiben  abgekürzt  jE(a:,  2/, 

Es  gelten  die  Sätze: 

Damit  der  Bogen  (x^,  der  Extremale  y^  = ^/^.(aj)  (ä:=i,2,...,«) 
{mit  den  zugehörigen  Multiplikatoren  (i  = i,2,...,m))  ein  starkes 
Minimum  (hzw.  Maximum)  unseres  Pröblemes  liefere,  ist  not- 
wendig, daß  für  iCj  < a?  < ajg  und  alle  den  Gleichungen 

ä/iW, . • •,  «/„(«);  Vi,  • ■ ^„0  = 0 (j.  = 1.2,...,») 

genügenden  Werte  der  y!  die  Ungleichung  bestehe 
(102)  E(x,  y{x\  y{x\  y\  l{x))  > 0 (bzw.  < 0) . 
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Es  enthalte  der  Bogen  (o?!,  iCg)  der  genannten  Extremale 
den  zu  seinem  Anfangspunkt  konjugierten  Punkt  nicht;  gilt 
dann  hei  hinlänglich  Meinem  q für  alle  den  Ungleichungen 

\yi—  yi{x)  | < ^,  1 2//  — y!{x)  | < 

(i=l,  2,...,n) 

I A.J*  1 Q (*  ==  2, . . . , 7n) 

genügenden  Wertsysteme x,y^,  • . • • •>  2/«'? 

alle  endlichen  den  Gleichungen 

tp^ix,  y^,  . . y^\  yf, . . y^')  = 0 (*  = 1,2,. ..,m) 

genügenden  Werte  der  yl  die  Ungleichu/ng : 

(103)  E{x,  y,  y\  y l)>0  (bzw.  < 0), 

und  verschwindet  die  E-FunTdion  nur  in  ordentlicher  Weise,  so 
liefert  unser  Extremalenhogen  ein  starhes  Minimum  (bzw,  Maxi- 
mum) gegenüber  allen  anderen  seine  Endpunlcte  verbindenden, 
ganz  in  seiner  Nachbarschaft  q verbleibenden  und  den  Bedingungs- 
gleichungen (77)  genügenden  Kurvenbogen. 

Es  gilt  die  Eormel: 


•E(»;  y\  y'\  y'\  i)  == 

n 

- 3^;) -F„ + ( „ + i (iE, «/, / + 0 {y  - y) , i) 

i,k  = l 

(0  < ^ < 1). 

Man  entnimmt  daraus:  Ein  Extremalenhogen,  der  den 
zu  seinem  AnfangspunJd  honjugierten  PimM  nicht  enthält  und  für 
den  die  quadratische  Form  (96)  positiv  (negativ)  definit  ist  bei 
den  Nebenbedingwngen  (97),  liefert  stets  ivenigstens  ein  schwaches 
Minimum  (Maximum)  unseres  Problems.  Dieses  Resultat  kann 
auch  aus  der  Theorie  der  zweiten  Variation  gewonnen  werden. 
G.  V.  Escherich,  Math.  Ann.  55,  108  (1902). 

Über  den  Osgood  sehen  Satz  (vgl.  S.  702)  für  das  La- 
grangesche Problem  s.  H.  Hahn,  Festschr.  f.  H.  Weber 
(1912),  95.  Über  das  Lagrangesche  Problem  bei  variablen 
Endpunkten:  H.  Hahn,  Monatsh.  22,  127  (1911);  A.  Dresden, 
Am.  Trans.  17,  425  (1916);  18,  373  (1917). 
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Wir  schließen  hieran  noch  eine  Bemerkung  über  das  in 
§ 5 behandelte  isoperimetrische  Problem.  Definieren  wir  eine 
Variable  z durch: 

(105)  s —g{oc,y,y')  = 0, 

SO  löst  jede  Lösung  des  isoperimetrischen  Problems  auch  das 
Lagrangesche  Problem,  das  Integral  (l)  zu  einem  Minimum 
zu  machen  unter  der  Nebenbedingung  (105).  Alle  in  diesem 
Paragraphen  angeführten  notwendigen  Bedingungen  können  da- 
her ohne  weiteres  auf  das  isoperimetrische  Problem  angewendet 
werden  (nicht  aber  die  hinreichenden,  da  der  Begriff  der  Nach- 
barschaft in  beiden'»  Problemen  ein  verschiedener  ist).  Ins- 
besondere reduzieren  sich  die  Gleichungen  (80)  auf  (74). 

§ 7.  Die  Hamilton- Jacobisehe  partielle  Differentialgleichung. 

Es  handle  sich  zunächst  um  das  in  § 1 behandelte  ein- 
fachste Problem  der  Variationsrechnung.  Wir  betrachten  den  In^ 
tegranden  f(^x, «/,  y)  bei  festgehaltenem  Punkte  (x,  y)  als  Funk- 
tion von  y\  und  schreiben  der  Übersichtlichkeit  halber  p für  y 
und  /(p)  für  f[x,y,y'\  so  daß  f {p)  ^ y,  y).  Nun  be- 

trachten wir  in  einer  ^i;-Ebene  die  Kurve 

(106)  V = f{p) . 

Sie  heißt  die  Indihatrlx  unseres  Variationsproblemes  im  Punkte 
(ic,  y')  (vgl.  S.  644).  Statt  j?,  v führen  wir  als  neue  Veränder- 
liche ein; 

(107)  <l  = f{p),  io  = -{v-pf'{p)). 

Dies  ist  die  sogenannte  Legendresche  Transformation.  Sie 
transformiert  die  Kurve  (106)  in  eine  Kurve: 

(108)  iv==H(q). 

Die  Funktion  H(^g)  wird  gefunden,  indem  man  aus  der  ersten 
Gleichung  (107)  p als  Funktion  von  g rechnet  und  in  — {f{p) 
— einsetzt.  Dann  entsteht  umgekehrt  die  Kurve  (106) 

aus  der  Kurve  (108)  durch  die  Transformation: 

(109)  p = H\g),  V = — {iv  — qH\q))  . 

Bringen  wir  wieder  die  Abhängigkeit  von  (aü,  y^  zum  Aus- 
druck, so  wird  H eine  Funktion  von  ic,  q und  es  bestehen  die 
Beziehungen : 

9 = ¥,P),  P = -HsC»,  P,  l)  , 9)  = — /■„(*,  2/1 P)  ■ 
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Die  Euler  sehe  Gleichung  hann  nun  ersetzt  werden  durch 
das  System  von  zwei  Differentialgleichu/ngen  erster  Ordnung : 

es  ist  dies  ein  kanonisches  System. 

Sei  ein  Feld  von  Extremalen  gegeben  und  sei  Z7 (ic,  2/)  = const. 
die  durch  (21)  (S.  634)  gegebene  Schar  seiner  Transversalen. 
Gleichung  (19)  ergibt,  wenn  mit  abgekürzt  seine  Gefällsfunk- 
tion  p (ic,  y)  bezeichnet  wird : 


y)  = y^ p)  — pfy’ix,  y-,  p)  . y)  = y,  p)  • 


Nach  der  Art  wie  oben  die  Funktion  H gebildet  wurde  sehen 
wir:  es  ist:  tt\ 


und  wir  haben  den  Satz: 

Ist  U(x,  y)  = const.  die  durch  (21)  (S.  634)  gegebene  Schar 
der  Transversalen  eines  Extremalenfeldes,  so  genügt  die  Funktion 
U(x,  y)  der  partiellen  Differentialgleichung  erster  Ordnung:  ' 

(111) 

Sie  heißt  die  Hamilton- Jacohische  Gleichung  unseres 
Variationsproblemes  und  ist  insofern  eine  spezielle  partielle 
Differentialgleichung  erster  Ordnung,  als  in  ihr  die  Unbekannte  z 
nicht  explizit  auftritt  (sondern  nur  ihre  Ableitungen  z^.^  z^. 

Es  gilt  auch  umgekehrt:  Ist  U(x^  y)  eine  Lösung  von  (11 1), 
so  ist  Z7(ic,  2/)  ==  const.  die  Schar  der  Transversalen  eines  Ex- 
tremaJenfeldes.  Die  Extremalen  des  Feldes  werden  gefunden  durch 
Auflösung  der  gewöhnlichen  Differentialgleichung  erster  Ordnung 
(vgl.  (23)  auf  S.  634): 


(A®,  3/, »/')  — yfyix,  y,  y'))  Vy{x,  y)  — f^,{x,y,  y')  U^{x,  y)  = 0. 

Ist  U(x,y,c)  eine  Lösung  von  (lll),  die  eine  willkürliche 
Konstante  c enthält,  so  ist  U^(xj  2/,  c)  = const.  (falls  sich  nicht 
die  linke  Seite  auf  eine  Konstante  reduziert)  die  zweiparametrige 
Schar  der  Extremalen  unseres  Variationsproblemes: 

Handelt  es  sich  um  das  Lagrangesche  Problem,  so  ist  die 
Indikatrix  gegeben  durch  (wenn  wir  auch  hier  den  festgehaltenen 
Punkt  ic,  2/,  . . •,  2/»  nicht  anschreiben  und  p^  statt  2//  schreiben) : 
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Die  Legendresche  Transformation  lautet  hier  (wenn  wir 
von  der  auf  S.  658  eingeführten  Bezeichnungs weise  Gebrauch 
machen) : 

n 

^)-  «>  = - {v-^PiF^+i(3e,y,p,  i)). 

* = 1 

Sie  führt  die  Indikatrix  über  in: 


wobei  die  Funktion  H gefunden  wird,  indem  man  aus  den 
n Gleichungen  und  den  m Bedingungsgleichungen 

•^2»+«=0  (vgl.  (82a)  auf  S.  658)  Pi,...,p„,  l, 


als 


Funktionen  von  £C,  «/j,  . . Qv  ausrechnet  (es  ist  dabei 

vorausgesetzt,  daß  die  Determinante  (83)  nicht  verschwindet) 

n 

und  in  — (f — F^  4.  einsetzt.  Die  Differentialgleichungen 

i = l 

(80)  und  (77)  der  Extremalen  gehen  dann  über  in  das  kano- 
nische System: 


^ (*>  2^.  ä) ; 3) 


dqi 


= n) 


Die  Hamilton- Ja cobische  partielle  Differentialgleichung 
lautet  hier: 


(113) 


«X  + jS'(*,  2/1, . . y„,  Sy)  = 0 . 


Ist  U{x^  2/n  • • •»  2/«)  = const.  die  durch  (99  a)  (S.  665) 
gegehene  Schar  der  Transvcrsalflächen  eines  May  ersehen  Feldes, 
so  genügt  U der  Gleichung  (113);  umgehehrt:  ist  U eine  Lösung 
von  (113),  so  ist  C/"  = const.  die  Schar  der  Transversalflächen 
eines  May  er  sehen  Feldes. 

Nunmehr  handle  es  sich  um  das  zu  Beginn  von  § 6 de- 
finierte May  er  sehe  Problem.  Wir  deuten  es  geometrisch  im 
(n  2)  - dimensionalen  Raume  (C,  «/q,  «/j,  Jede  den  Glei- 

chungen (75)  und  (76)  genügende  Kurve 

%=2'o(a=).--'.2/«=3/»(*) 

heiße  auch  hier  eine  Extremale.  Es  gehören  zu  ihr  Multipli- 
katoren Xq{x)  (die  nur  bis  auf  einen  konstanten  Pro- 
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portionalitätsfaktor  festgelegt  sind).  Wir  sagen  von  einer  w-para- 
metrigen  Schar  von  Extremalen:  sie  bildet  ein  Feld,  wenn  sie 
eine  (?« -f- l)- dimensionale  Fläche  yQ  = g{po,  unseres 

Raumes  einfach  überdeckt;  diese  Fläche  heiße  dann  die  Feld  fläche. 
Wie  auf  S.  663  können  wir  in  allen  Punkten  der  Feldfläche 
die  Gefällsfunktionen  Piix,  y^,  y^,  . . y,^  (*  = o,  i, n)  und  die 
Multiplikatorfunktionen  y^,  y^,  . , y^^)  des  Fel- 

des bilden.  Wir  setzen  nun; 

m 

F (x,  y,  y,  l) 

f = 0 

Wir  wollen  ein  Extremalenfeld  ein  Mayer sches  Feld  nennen 
(seine  Feldfläche  eine  May  ersehe  Feldfläche),  wenn  in  jedem 
Punkte  seiner  Feldfläche  für  alle  auf  ihr  gelegenen  Fortschrei- 
tungsrichtungen  (dx,  dy^,  . . .,  dy^  die  Gleichung  gilt: 


n n 

(114)  ^ F^,{x,  y,p,  tjdyt  — 'F,  = 0, 

t=0  i=0 


WO  unter  p und  l die  Gefälls-  und  Multiplikatorfunktionen  deg 
Feldes  zu  verstehen  sind.  Die  von  einem  Punkte  des  Raumeg 
ausgehende  w-parametrige  Extrem alenschar  bildet  (in  einem  ge- 
wissen Bereiche)  ein  solches  Mayersches  Feld. 

Ist  V(x,  y^,  • • •,  2/«)  = ö May  ersehe  Feldfläche,  so  muß 
wegen  (114)  gelten; 


(115) 
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i = 0 


Indem  man,  ähnlich  wie  beim  Lagrangeschen  Probleme,, 
aus  (115)  und  den  Gleichungen  (75)  die  und  eliminiert, 
erkennt  man;  Ist  F = 0 eine  May  er  sehe  Feldfläche,  so  genügt 
die  Funktion  V einer  partiellen  Differentialgleichung: 

(116)  r,  + M(x,  y„  ...,y„  F,., . . , Fj  = 0 , 

deren  linke  Seite  in  den  partiellen  Ableitungen  von  F homogen 
von  erster  Ordnung  ist.  Daraus  folgert  man  weiter:  Stellt  man 
eine  Mayersche  Feldfläche  in  der  Form  dar; 

(111)  1/0=  ü(x,yi,  ...,yj, 
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so  genügt  die  Funktion  U einer  partiellen  Differentialgleichung 
erster  Ordnung: 

(118)  = 

umgekehrt:  ist  U eine  Lösung  dieser  Gleichung,  so  stellt  (117) 
eine  May  er  sehe  Feldfläche  dar. 

Die  partielle  Differentialgleichung  (118)  heißt  die  Hamilton- 
Jacohische  Gleichung  unseres  May  er  sehen  Variationsproblems; 
sie  ist  nicht  mehr  spezialisiert,  insofern  in  ihr  die  unbekannte 
Funktion  z explizit  auftreten  kann. 

Jede  partielle  Differentialgleichung  der  Gestalt  (118)  ist 
(sofern  sie  nicht  linear- homogenen  Gleichungen  äquivalent  ist) 
Hamilton-Jacobische  Gleichung  eines  May  er  sehen  Variations- 
problemes.  Vgl.  hierzu  A.  Kn  es  er,  Jaliresher.  Math.-Ver.  24, 
123,(1915). 


§ 8.  Doppelintegrale. 

Unter  den  Problemen  der  Variationsrechnung,  die  sich  mit  ' 
mehrfachen  Integralen  beschäftigen,  ist  das  einfachste  das  ' 
folgende:  « 

Eine  Funktion  z(x^  ^)  zu  bestimmen,  die  entlang  einer  | 
regulären,  geschlossenen,  doppelpunktlosen  Kurve  (7  der  xy-  * 
Ebene  vorgeschriebene  Werte  annimmt,  und  dem  über  däs  von 
C begrenzte  Gebiet  erstreckten  Doppelintegrale: 

///’(«.  2/, 

(wo  z^j  Zy  die  Ableitungen  von  z nach  x und  y bedeuten)  einen 
kleineren  (größeren)  Wert  erteilt,  als  jede  andere  der  Ungleichung 
\'z  — ^ I ^ genügende  (p  eine  geeignete,  hinlänglich  kleine 
Konstante),  entlang  Q dieselben  Werte  annehmende  Funktion 

i(»,  «/). 

Betrachtet  man  die"  Schar  z{x^  y)-\-B^{X^y')^  wo  ^(x,  y) 
entlang  C den  Wert  Null  habe,  und  bezeichnet  mit  J(e)  den 
Wert,  den  eine  dieser  Funktionen  dem  Integrale  erteilt,  so  kann 
man  dtT,  deflnieren  wie  in  § 1.  Man  erhält: 


(120) 


§ 8.  Doppelintegrale. 
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oder  durch  partielle  Integration: 

(121)  ^ 

woraus  man  entnimmt: 

Damit  die  FunMion  s{x,  y)  das  Integral  (119)  zu  einem 
Minimum  (Maximum)  mache^  ist  notwendig,  daß  sie  der  par- 
tiellen Differentialgleichung  2.  Ordnung  genügt: 

(122) 


die,  wenn  die  angedeuteten  Differentiationen  ausgeführt  werden, 
lautet: 


(123) 


f — f — f — f z — f z 


— f z — 2f  z — f z 
’^x^x  '^y^tj  yy 


0. 


Diese  notwendige  Bedingung  wurde  zuerst  von  Lagrange  her- 
geleitet (1760;  (Euvres  1,  356);  es  ist  dabei  vorausgesetzt,  daß 
die  gesuchte  Lösung  z zweimal  stetig  differenzierbar  ist;  es  kann 
aber  auch  noch  andere  Lösungen  geben,  die  nicht  zweimal  stetig 
differenzierbar  sind  und  nicht  der  Gleichung  (123)  genügen: 
J.  Hadamard,  C.  B.  144,  1092  (1907);  L.  Lichtenstein, 
Math.  Ann.  69,  514  (1910)  (vgl.  auch  Bull.  Crac.  1912,  915). 
Vgl.  hierzu  A.  Haar,  J.  f.  Math.  149,  1 (1919).  Genügt  z^x^y) 
der  Gleichung  (123),  so  heißt  die  Fläche  z = zix.^  y)  eine  Ex- 
tremale  unseres  Variationsproblems. 

Mit  der  ersten  Variation  für  den  Fall,  daß  die  Vergleichs- 
flächen nicht  dieselbe  Eandkurve  haben  (so  daß  ^ nicht  entlang  C 
verschwindet)  beschäftigten  sich  zuerst  Gauss  (1833;  Werke  5, 
60)  und  Poisson  (Mem.  Acad.  Sc.  Baris  (2)  12  (1833),  294). 

Mit  der  zweiten  Variation  von  Doppelintegralen  beschäf- 
tigte sich  zuerst  V.  Brunacci,  Mem.  ist.  naz.  ital.  2 (1810), 
121.  Von  späteren  Arbeiten  seien  genannt:  A.  C leb  sch,  J.  f. 
Math.  55,  270  (1858);  56,  122  (1859):  J.  Hadamard,  Bull 
soc.  math.  30,  253  (1902);  33,  73  (1905). 

Die  notwendige  Bedingung  von  Legendre  verlangt  hier, 
daß  auf  der  Extremale  z = z(x^  y)  die  Ungleichung  gelte: 


(124) 


Pascal,  Kepertorium,  I,  2,  2.  Aufl. 
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Sie  werde  in  der  schärferen  Form: 


als  erfüllt  vorausgesetzt. 

Die  zur  Extremale  s = z{x^y)  gehörige  JacohiscJie  Glei- 
chung lautet: 


Die  notwendige  Bedingung  von  Jacohi  lautet:  Damit  eine 
Extremale  ein  (starkes  oder  schwaches)  Minimum  (Maximum) 
liefere,  ist  notwendig,  daß  die  lineare  partielle  Differentialglei- 
chung zweiter  Ordnung  für  die  aus  (125)  entsteht,  indem 
der  Koeffizient  von  u mit  dem  Parameter  A multipliziert  wird, 
für  0 < A ^ 1 keine  auf  der  Kurve  C verschwindende  Lösung 
besitze  (außer  der  trivialen  I<ösung  u — 0).  Näheres  hierüber: 
L.  Lichtenstein,  Ber.Berl,  math.  Ges.  14,  119  (1915);  MonatsJi. 
Math.  u.  Fhys.  28,  3 (1917);  Math.  Zeitschr.  5,  26  (1919).  Über 
die  Jaco bische  Bedingung  vgl.  auch  A.  Sommerfeld,  Jahresher. 
Math.-Ver.  8,  188  (1900). 

Die  il-Funktion  lautet  hier: 


Das  Analogon  der  notwendigen  Bedingung  von  Weierstraß 
wurde  bewiesen  von  E.E.Levi  {Born  Bend. Line.  242,  (1905)). 

Mit  der  Aufsuchung  hinreichender  Bedingungen  nach  der  Methode 
von  Weier  Straß  oder  mit  der  Übertragung  des  Unabhängigkeits- 
satzes beschäftigen  sich:  G.  Kohh,  Acta  math.  16,  65  (1892); 
D.  Hilbert,  Gott.  Nachr.  1900,  295;  Math.  Ann.  62,  361 
(1906);  J.  Eadon,  Monatsh.  22,  53  (1911);  K.  Boehm,  Math. 
Ann.  83,  149  (1921).  Wegen  Existenz  eines  Feldes  vgl. 
L.  Lichtenstein,  Monatsh.  28,  18  (1917). 

In  der  genannten  Arbeit  von  Eadon,  sowie  bei  G.  Vivanti, 
Bend.  Palermo  33,  268  (1910)  (s.  auch  Ann.  di  mat.  (3)  20, 
49  (1913))  wird  gezeigt,  daß  der  Wert  des  w-fachen  Integrales 
in  P arameter darst ellung : 
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dann  und  nur  dann  von  der  Wahl  der  Parameter  unabhängig 
ist,  wenn  0 die  Form  hat: 


0 


P(»  ■ - ’ rPn)’ 


WO  unter  die  Determinante  verstanden  ist: 
'■  ’ d»i  ’ a«i. 


(i  = 1,2, 


und  JP  positiv-homogen  (S.  638)  in  den  Variablen  Pq,Pi,  . . ist. 

Ein  dem  Osgoodschen  Satze  (S.  637)  analoger  Satz  gilt  für 
mehrfache  Integrale  nicht;  vgl.  hierüber  G.  Fubini,  Born.  Bend. 
Line.  (5),  19i,  443  (1910). 

Hat  das  Integral  (106)  speziell  die  Form: 

so  reduziert  sich  die  Gleichung  (109)  auf  die  Laplacesche 
Gleichung: 

(128)  Jz  = + ^,^=^0. 

Aus  der  Tatsache,  daß  das  Integral  (127)  wesentlich  positiv 
ist,  glaubte  man  schließen  zu  können,  es  müsse  unter  allen 
Funktionen  z(x^  y),  die  auf  C vorgeschriebene  Werte  annehmen, 
eine  das  Integral  zu  einem  Minimum  machen.  Da  sie  dann 
notwendig  der  Gleichung  (128)  genügen  müßte,  wäre  hiermit 
die  Existenz  einer  Lösung  von  (128)  erwiesen,  die  auf  C vor- 
geschriebene Werte  annimmt.  (Vgl.  über  dieses  Problem  Kap.  XV, 
§ 13).  Diese  Schlußweise  wird  als  Birichletsches  Prinzip  be- 
zeichnet; sie  findet  sich  aber  schon  bei  Gauß  (1840;  Werhe  5, 
232  = Ostwalds  Klassiker  Nr.  2,  4l);  ferner  bei  W.  Thom- 
son (1847;  Papers  on  Electr.  and  Magn.  143);  wichtige  An- 
wendungen auf  die  Funktionentheorie  (s.  Kap.  XV,  § 13,  S.  742) 
macht  davon  B.  Riemann  {Biss.  (1851)),  Art.  16  ==  WerTze,  30; 
J.  f.  Math.  54, 111  (1857)  = Werhe,  90).  Auf  die  Unzulänglichkeit 
dieser  Schlußweise  hat  Weierstraß  hingewiesen  {Werhe  2,  49). 
Jedenfalls  aber  haben  alle  Werte,  deren  das  Integral  (127)  über- 
haupt fähig  ist,  wenn  darin  für  z eine  auf  C die  vorgeschriebenen 
Werte  annehmende  Funktion  eingesetzt  wird,  eine  untere  Grenze 
Jf^.  Es  gibt  also  eine  Folge  von  Funktionen: 

y),  ^)i  ■ • •>  «„(».  »),••• 


43 
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die  auf  C die  vorgeschriebenen  Werte  annehmen  und  so  beschaf- 
fen sind,  daß,  wenn  mit  der  Wert  bezeichnet  wird,  den  die 
Funktion  dem  Integrale  (127)  erteilt,  lim  Jn=  Jq  wird. 

n — oo 

Eine  solche  Funktionenfolge  heißt  eine  Minimalfolge.  Im  all- 
gemeinen wird  eine  solche  Minimalfolge  keineswegs  konvergent 
sein,  noch  auch  wird  sich  aus  ihr  eine  konvergente  Teilfolge 
herausgreifen  lassen.  Wohl  aber  läßt  sich  eine  Minimalfolge  in 
verschiedener  Weise  in  eine  Folge  von  Funktionen  y)  trans- 

formieren, die  gleichfalls  auf  O die  vorgeschriebenen  Werte  an- 
nehmen, die  gleichfalls  dem  Integral  (127)  gegen  Jq  konver- 
gierende Werte  erteilen  und  gleichmäßig  gegen  eine  zweimal 
stetig  differenzierbare  Grenzfunktion  z(x  ,y)  konvergieren,  die 
nun  notwendig  dem  Integral  (127)  den  Wert  erteilt,  somit 
die  gesuchte  Minimalfunktion  ist  und  tatsächlich  eine  Lösung 
der  Gleichung  (128)  darstellt,  die  auf  C die  vorgeschriebenen 
Randwerte  hat. 

Zum  erstenmale  wurde  durch  Betrachtungen  solcher  Art 
die  Existenz  der  Minimalfunktion  nachgewiesen  von  D.  Hilbert, 
tiher  das  Diricliletsche  Princip,  Berlin  1901  = 3Iath.  Änn. 
59,  161  (1904);  sodann  B.  Levi,  Bend.  Pal.  22,  293  (1906); 
G.  Fubini,  Bend.  Pal.  23,  58  (1907);  H.  Lebesgue,  Bend, 
Pal.  24,  1 (1907);  R.  Courant,  Math.  Ann.  72,  517  (1912);  J.f. 
Math,  144,  190  (1914).  Ein  kurzes  Referat;  G.  Fubini,  Ann. 
di  mat.  (3)  15, 121  (1908).  Ein  besonders  einfaches  Verfahren,  um 
von  einer  Minimalfolge  zur  gesuchten  Minimalfunktion  z{x,  y)  zu 
gelangen,  hat  St.  Zaremba  angegeben  (Bull.  Cracov..  1909, 
197;  s.  auch  G.  Fubini,  Born.  Bend.  Line.  (5),  19^^,  796  (1910)): 
Man  lege  um  jeden  innerhalb  der  Kurve  C gelegenen  Punkt 
(x,  y)  einen  innerhalb  von  C liegenden  Kreis , und  bezeichne  mit 
z^(x,  2/)  den  Mittelwert  von  z^  auf  der  Peripherie  dieses  Kreises; 
dann  ist 

lim  2S^,y)  = z(x,y). 

n =oo 

Nach  anderen  Methoden  behandelt  ähnliche  Minimumsaufgaben: 
W.  Ritz,  J.  f.  Math.  135,  1 (1909).  Vgl.  hierzu  R.  Courant, 
Math.  Ann.  85,  320  (1922). 

Mit  der  Legendreschen  Transformation  und  der  Hamilton- 
Jacdbischen  Theorie  für  Doppelintegrale  befassen  sich:  V.  Vol- 
terra,  Bend.  Line.  (4)  6j,  43  (1897);  G.  Prange,  Gott.  Biss. 
1915;  C.  Caratheodory,  Math.  Ann  85,  78;  85,  272  (1923). 


§ 9.  Spezielle  Probleme. 


677 


§ 9.  Spezielle  Probleme. 

Bas  New  ton  sehe  Problem.  Zwei  gegebene  Punkte  der 
Ebene  (die  beide  in  der  Halbebene  ^ > OJiegen)  so  durch 
einen  Kurvenbogen  zu  verbinden,  daß  die  Mantelfläche  des  durch 
Rotation  dieses  Bogens  um  die  ic- Achse  entstehenden  Körpers,  in 
Richtung  der  negativen  x Achse  in  einem  widerstehenden  Mittel 
mit  gegebener  Geschwindigkeit  bewegt,  einen  möglichst  geringen 
Widerstand  erleidet. 

Das  zu  einem  Minimum  zu  machende  Integral  (der  Wider- 
stand) wird  angesetzt  in  der  Eorm: 


Diejenigen  seiner  Extremalen,  auf  welchen  ^ ^ ^ ist,  sind  (in 
Parameterdarstellung,  wobei  der  Parameter  g den  Reziprokwert 


dy 


des  Richtungskoeffizienten  , 

a X 

Konstante  sind): 

(1+22)2 


bedeutet,  c und  c willkürliche 


log  2)  + c 


Sie  haben  für  g = Rückkehrpunkte;  ein  den  Rückkehr- 

punkt nicht  enthaltender  Extremalenbogen  liefert  ein  schwaches 
Minimum  oder  Maximum,  je  nachdem  ^ ^ oder  2^  < -J-; 

hingegen  liefert  kein  Extremalenbogen  ein  starkes  Minimum 
oder  Maximum  (zuerst  bemerkt  von  Legendre,  Me'm.  acad.  Sc. 
Paris  1786;  § 6;  Ostwalds  Klassiker  Nr.  47,  70).  Wohl  aber 
liefert  jeder  Extremalenbogen  auf  dem  2 > 1 ist,  ein  Mini- 
mum gegenüber  allen  Vergleichskurven,  auf  denen  Abszisse 
und  Ordinate  niemals  abnehmen.  Ein  Minimum  im  eben  ge- 
nannten Sinne  wird  auch  geliefert  durch  ein  Stück  einer  zur 
f/- Achse  parallelen  Geraden  und  einen  unter  einem  Winkel  von 
45®  sich  anschließenden  Extremalenbogen  (mit  q ^ l).  Ein  Punkt 
der  ic- Achse  kann  mit  einem  rechts  von  ihm  liegenden  Punkte 
der  Halbebene  2/ 0 auf  eine  und  nur  eine  Weise  durch  einen 
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solchen  Kurvenzug  verbunden  werden;  dieser  Kurvenzug  liefert 
ein  Minimum  gegenüber  allen  ganz  in  der  Halbebene  «/  > 0 ver- 
laufenden Vergleichskurven  gleichen  Anfangs-  und  Endpunktes, 
auf  denen  Abszisse  und  Ordinate  niemals  abnehmen. 

Dieses  Problem  wurde  von  Newton  behandelt  im  Jahre 
1686  {Princ.  phil.  naL  Buch  II,  Sect.  VII,  Prop.  34;  vgl.  auch 
0.  Bolza,  Bihl.  maih.  (3)  13,  146  (1912))  und  ist  das  älteste 
Problem  der  Variationsrechnung.  Ausführliche  Darstellung  in 
Bolzas  Yorl.  407.  Eine  Bibliographie  dieses  Problemes: 
M.  Lecat,  Intermed.  23,  81  (1906);  26,  82  (1909).  Durch- 
führung des  Problems  mit  anderen  Ansätzen  für  den  Widerstand: 
E.  J.  Miles,  Am.  Bull.  (2)  19,  1 (1913). 

Bas  Problem  der  Bracliistochrone.  Die  Kurve  zu  finden, 
längs  deren  fallend  ein  nur  der  Schwerkraft  unterworfener 
materieller  Punkt  von  gegebener  Anfangsgeschwindigkeit  v am 
raschesten  vom  Punkte  (ajj,  %)  zum  Punkte  (rCg,  ^^2)  gelangt. 

Das  zu  einem  Minimum  zu  machende  Integral  ist  (in 
Parameterdarstellung,  wenn  g die  Beschleunigung  der  Schwere 
bedeutet  und  die  z- Achse  vertikal  nach  abwärts  gerichtet  ist); 


/ 


yv^-]-2giz  — 2^) 


dt'., 


seine  Extremalen  sind  in  vertikalen  Ebenen  verlaufende  Zykloiden 
von  horizontaler  Basis.  Die  Extremalenbögen  liefern,  sofern  sie 
keinen  Rückkehrpunkt  enthalten,  starke  Minima.  Extremalenbögen, 
die  einen  Rückkehrpunkt  enthalten,  liefern  kein  Extremum;  siehe 
H.  Hancock,  Lectures  99  (nach  Vorlesungen  von  H.  A.  Schwarz). 

Ist  der  Endpunkt  der  gesuchten  Kurve  nicht  vorgeschrieben, 
sondern  nur  der  Bedingung  unterworfen,  auf  einer  gegebenen 
Kurve  C der  vertikalen  Ebene  zu  liegen,  so  muß,  wenn  die 
Extremale  ein  Minimum  liefern  soll,  die  Tangente  an  die  Kurve  C 
im  Endpunkte  der  Extremale  senkrecht  stehen  auf  der  Tangente 
an  die  Extremale  in  ihrem  Anfangspunkte.  (Dies  wurde  von 
J.  Ch.  de  Borda  gefunden  (1767),  nachdem  Lagrange  eine 
falsche  Bedingung  angegeben  hatte). 

'Über  die  Möglichkeit,  durch  zwei  gegebene  Punkte  eine 
Extremale  zu  legen  vgl.  0.  Bolza,  Am.  Bull.  (2)  10,  185  (1904) 
und  E.  H.  Moore,  Am.  Bull.  (2)  10,  337  (1904). 

An  das  Problem  der  Brachistochrone  knüpfte  die  Entwick- 
lung der  Variationsrechnung  an.  Es  wurde  von  Johann  Ber- 
noulli  in  den  Acta  Erud.  Juni  1696  gestellt;  er  selbst  {Acta 


§ 9.  Spezielle  Probleme. 


679 


Erud.  Mai  1697),  sowie  sein  Bruder  Jacob  Bernoulli  (ebenda) 
gaben  bald  darauf  Lösungen.  (In  deutscher  Übersetzung  von 
Paul  Stäckel  in  Ostwalds  Klass.  Nr.  46.)  Über  die  von 
Job.  Bernoulli  verwendete  Methode  vgl.  C.  Caratheodory, 
Gott  Biss.  (1904),  63,  Gott.  Nadir.  1905,  83,  sowie  Bend.  Pal. 
25, 36  (1908),  wo  diese  Methode  allgemein  auf  das  einfachste  Pro- 
blem der  Variationsrechnung  angewendet  und  gezeigt  wird,  daß 
sie  in  manchen  Fällen  vor  der  in  § 1 auseinandergesetzten 
Methode  gewisse  Vorteile  hat. 

Über  Brachistochronen  auf  einer  vorgegebenen  Fläche  (oder 
in  einer  beliebigen  mehrdimensionalen  Mannigfaltigkeit)  vgl.  G. 
Pick,  Wien.  Ber.  120,  257  (1911);  Ph.  Frank,  Wien.  Ber. 
123,  665  (1912);  J.  Lipke,  Am.  Trans.  13,  77  (1912). 

Wird  angenommen,  der  Punkt  erleide  bei  seinem  Falle  einen 
Widerstand,  der  eine  gegebene  Funktion  der  Geschwindigkeit 
ist,  so  wird  man  auf  ein  Problem  mit  Nebenbedingung  (wie 
sie  in  § 6 behandelt  wurden)  geführt:  Lagrange,  (Euvres  10, 
440;  Euler,  Meth.  inven.  Kap.  III,  art.  46;  Kap.  V,  art.  66. 
J.  N.  Haton  de  la  Goupilliere  Mem.  Sav.  Etr.  27,  Nr.  4. 
G.  Vivanti,  El.  d.  edle.  d.  var.  148,  267. 

Es  sei  hier  noch  folgendes  Problem  von  Maxwell  (Seientifie 
Papers  2,  310)  erwähnt,  das  auch  C.  Caratheodory  behandelt 
{Bend.  Pal.  25,  47  (1908).  Auf  eine  horizontale  Ebene  sei 
eine  Halbkugel  aufgestellt,  auf  der  sich  ein  Punkt  bewegt;  seine 
Geschwindigkeit  sei  proportional  der  dritten  Potenz  des  Kosinus 
des  Neigungswinkels  seiner  Bahn  gegen  die  Horizontale;  auf 
welchem  Wege  kommt  er  am  raschesten  von  der  Basis  der  Halb- 
kugel zum  höchsten  Punkt? 

Kleinste  Botationsfläehe : Zwei  Punkte  der  Ebene  durch 
einen  ganz  auf  einer  Seite  der  iC-Achse  liegenden  Kurvenbogen 
zu  verbinden,  derart,  daß  die  durch  Eotation  dieses  Kurven- 
bogens um  die  a;- Achse  entstehende  Fläche  möglichst  kleinen 
Inhalt  hat. 

Das  zu  einem  Minimum  zu  machende  Integral  ist 

f + y^^dt. 

Die  Extremalen  sind  Kettenlinien,  deren  Symmetrieachse  zur 
2^- Achse  parallel  ist.  Ist  auf  einer  solchen  Kettenlinie  der  Punkt 
"iCg,  2/2)  zum  Punkt  (aj^,  y^)  konjugiert,  so  schneiden  sich  die 
Tangenten  in  diesen  Punkten  auf  der  a?- Achse  (L.  Lindelöf, 
Math.Ann.  2, 160(1870).  Verallgemeinerungen:  L.Bi an ch i,  Eom. 
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Rend.  Line.  (5)  lOj,  705  (1910);  0.  Bolza,  Am.  Bull.  (2)  18, 
107  (1912)).  Ein  Extremalenbogen,  der  den  zum  Anfangspunkt 
konjugierten  Punkt  nicht  enthält,  liefert  ein  starkes  Minimum. 
IJber  die  Möglichkeit,  durch  zwei  gegebene  Punkte  eine  Ex- 
tremale  zu  legen,  s.  Hancock,  Lectures,  Chap.  IIL 

Auch  die  aus  den  drei  Geradenstücken  oc  — 

«/  = 0 ^ X = x^iO  bestehende  Kurve  liefert 

eine  Lösung  des  Problems:  sie  erteilt  dem  Integrale  einen  klei- 
neren Wert  als  alle  anderen  hinlänglich  benachbarten  Kurven, 
die  ganz  in  der  Halbebene  y^O  verbleiben  und  die  Punkte 
(x^,  y-[)  und  (iCg,  2/2)  verbinden  (zuerst  bemerkt  von  C.  W.  B. 
Goldschmidt,  JDeterminatio  super ficiei  etc.,  Göttingen  1831). 
Vgl.  hierüber,  sowie  über  die  Frage  nach  dem  absoluten  Mini- 
mum H.  F.  Mac  Neish,  Ann.  of  math.  (2)  7,  65  (1905)  und 
M.  E.  Sinclair,  Ann.  of  math.  (2)  9,  151  (1907). 

Die  Probleme  der  Brachistochrone  und  der  kleinsten  Ro- 
tationsfläche sind  (bei  Darstellung  durch  x als  unabhängige  Ver- 
änderliche) Spezialfälle  der  schon  von  Euler  {Mefh.  inv.  Cap.  ü, 
art.  35)  behandelten  Aufgabe,  das  Integral  fy'^y  1 y'^ dx  zu 
einem  Minimum  zu  machen,  mit  der  sich  neuerdings  A.  Wi- 
man,  Arch.  Math.  Phys.  (3)  13,  41  (1908)  und  L.  Bianchi, 
Rom.  Rend.  Line.  (5)  19^,  705  (1910)  beschäftigt  haben. 

Bas  isoperimetrische  Problem  im  engeren  Sinne.  Durch 
zwei  Punkte  eine  Kurve  von  gegebener  Länge  zu  legen,  so  daß 
die  von  dieser  Kurve  und  der  geraden  Verbindungsstrecke  der 
beiden  Punkte  eingeschlossene  Fläche  größer  wird,  als  für  jede 
andere  dieselben  Punkte  verbindende  Kurve  gleicher  Länge.  Die 
gesuchte  Kurve  ist  ein  Kreisbogen.  — Ebenso  umschließt  unter 
allen  geschlossenen  Kurven  gleicher  Länge  der  Kreis  den  größ- 
ten Flächeninhalt. 

Diese  Maximaleigenschaft  des  Kreises  ist  seit  dem  Alter- 
tum bekannt  und  wurde  auch  oft  nach  anderen  Methoden,  als 
denen  der  Variationsrechnung  behandelt;  wir  nennen  z.  B. 
C.  Caratheodory  und  E.  Study,  Math.  Ann.  68,  137  (1910). 
W.  Blaschke,  Kreis  und  Kugel,  Leipzig  1916. 

Von  dieser  speziellen  Aufgabe  haben  die  in  § 5 behandelten 
allgemeineren  Aufgaben  den  Kamen  isoperimetrische  Probleme 
erhalten.  — Sind  in  obiger  Aufgabe  die  Endpunkte  nicht  ge- 
geben, sondern  sollen  sie  nur  auf  gegebenen  Kurven  liegen, 
(Problem  der  Dido),  so  muß,  damit  ein  Minimum  stattflndet, 
der  Kreis  auf  beiden  Kurven  senkrecht  stehen.  Vgl.  A.  K n e s e r , Math. 
Ann.  56,  169  (1903);  A.  St.  Merrill,  Am.  Journ.  41,  60  (1919). 
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Gleichgewichtslage  eines  schweren  hängenden  Fadens.  In 
einer  vertikalen  Ebene  unter  allen  (mit  Masse  konstanter  Dichte 
belegten)  zwei  gegebene  Punkte  verbindenden  Kurven  gleicher 
Länge  diejenige  zu  finden,  deren  Schwerpunkt  am  tiefsten  liegt. 
Die  Lösung  ist,  wie  schon  den  Brüdern  Bernoulli,  Hüjghens 
und  Leibniz  bekannt  war,  die  in  der  vertikalen  Ebene  dieser 
beiden  Punkte  verlaufende  Kettenlinie.  Vgl.  A.  Kn  es  er,  J.  f. 
Math.  125,  189  (1903);  J.Eadon,  Wien.Ber.  125,  221  (1916). 
Auf  diese  Aufgabe  läßt  sich  (P.  Stack el  in  Ostwalds  Klass.  Nr. 
46,  142)  vermöge  der  Guldin sehen  Eegel  auch  die  folgende 
Aufgabe  (Euler,  Meth.  im.  Cap.  Y,  art.  47)  zurückführen:  Unter 
allen,  zwei  gegebene  Punkte  einer  Ebene  verbindenden  Kurven 
gleicher  Länge  diejenige  zu  finden,  die  hei  Eotation  um  eine 
Achse  die  kleinste  (größte)  Eotationsfläche  erzeugt. 

Botationskörper  größter  Anziehung.  Unter  allen  homogenen 
Eotationskörpern  gegebener  Masse  denjenigen  zu  finden,  der  auf 
einen  im  Durchstoßpunkte  seiner  Achse  mit  seiner  Oberfläche 
befindlichen  Massenpunkt  (nach  dem  Newtonschen  Gesetz)  die 
größte  Anziehung  ausübt.  Es  ergibt  sich  als  Gleichung  der 
Meridiankurve  in  Polarkoordinaten  (mit  dem  Massenpunkt  als 
Pol  und  der  Eotationsachse  als  Achse):  r = a • ]/cos fi’.  Die 
Lösung  war  Gauß  bekannt  (vgl.  Werke  5,  31);  ausführliche 
Behandlung:  N.  E.  Wilson,  Trans.  Soc.  Canada  (3)  1,  49 
(1907). 

Beispiele,  bei  denen  höhere  Ableitungen  im  Integranden 
Vorkommen  (§  5),  sind  die  beiden  folgenden: 


Den  Kurvenbogen  von  vorgeschriebenen  Endpunkten  und 
Endtangenten  zu  finden,  welcher  mit  den  Normalen  seiner  End- 
punkte und  seiner  Evolute  eine  möglichst  kleine  Fläche  um- 
schließt. Man  erhält  als  Lösung  Zykloidenbögen.  (Zuerst  von 
Euler  behandelt:  Meth.  im.  Cap.  II,  art.  51.)  Vgl.  über  diese 
Aufgabe,  und  eine,  gleichfalls  schon  hei  Euler  (a.  a.  0.  ai-t.  52) 
vorkommende  Verallgemeinerung  derselben:  J.  Eadon,  Wien. 
Ber.  119,  1317  (1912);  s.  auch  E.  J.  Miles,  Ann.  of  mafh. 
(2)  14,  14  (1912). 


Gleichgewichtslage  einer  elastischen  Feder  (Euler,  Meth. 
im.,  Additamentum  I).  Unter  allen  Kurvenhögen  gegebener 
Länge  von  gegebenen  Endpunkten  und  Endtangenten  diejenige 
zu  finden,  für  welche  das  über  die  Kurve  erstreckte  Integral  des 


reziproken  Quadrates  des  Krümmungsradius: 


J* ^ (potentielle 
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Energie)  ein  Minimum  wird.  Man  findet  die  sog.  elastische 
Kurve. 

Es  seien  noch  zwei  (isoperimetrische)  Probleme  erwähnt, 
die  gleichfalls  auf  die  elastische  Kurve  als  Extremalen  führen: 
Unter  allen  zwei  gegebene  Punkte  einer  Ebene  verbindenden 
Kurvenbögen  von  gegebener  Länge  denjenigen  zu  finden,  der 
bei  Rotation  um  eine  gegebene  Achse  den  Rotationskörper 
größten  Volumens  erzeugt  (Euler,  Meth.  inv.  Cap.  V,  art.  46; 
L.  Koschmieder,  Diss.  Breslau  1913,  73).  — Unter  allen  zwei 
gegebene  Punkte  einer  Ebene  verbindenden  Kurvenbögen  von  ge- 
gebener Länge,  die  mit  der  ic- Achse  und  den  Ordinaten  in  den 
Endpunkten  eine  Fläche  von  gegebenem  Inhalt  einschließen,  den- 
jenigen zu  finden,  der  bei  Rotation  um  die  a?- Achse  einen  Ro- 
tationskörper von  möglichst  kleinem  (großem)  Volumen  erzeugt. 
(Euler,  Meth.  inv.  Cap.  VI,  art.  22;  es  ist  dies  ein  Problem  mit 
zwei  isoperimetrischen  Bedingungen). 

Es  sei  noch  bemerkt,  daß  nach  J.  Radon  die  Extremalen 

jedes  räumlichen  Variation sproblemes  der  Gestalt  j^q)(Jc)ds,  wo 
s die  Bogenlänge,  Je  die  Krümmung  bedeutet,  durch  Quadraturen 
gefunden  werden  können.  Vgl.  W.  Blaschke,  Vorl.  über  Diffe- 
rentialgeometrie I,  §§  23,  24. 

Ein  isoperimetrisches  Problem  singulären  Charakters  ist  das 
Problem  von  Yieille:  Zwei  parallele  Ebenen  durch  eine  Kuiwe 
gegebener  Länge  zu  verbinden,  deren  Projektion  in  diese  Ebenen 
größtmögliche  Länge  hat  (vgl.  Hadamard,  Lecons  272).  Ein 
ähnliches  Problem  hat  C.  Caratheodory  behandelt  {Diss.  G-öt- 
tingen  50  (1904)):  Zwei  Punkte  einer  Ebene  durch  eine  Kurve 
gegebener  Länge  so  zu  verbinden,  daß  die  Projektion  dieser 
Kurve  auf  eine  gegebene,  die  Ebene  berührende  Kugel  größt- 
oder  kleinst-mögliche  Länge  hat.  Vgl.  G.  Vivanti,  Kl.  d.  calc. 
d.  var.  93,  235. 

Ein  Lagrangesches  Problem  (§6)  ist,  wie  schon  erwähnt, 
das  Problem  der  Brachistochrone  im  widerstehenden  Mittel.  Ein 
anderes  ist  das  folgende  (Problem  von  Delaunay,  J.  ec.  polyt.  17, 
cah.  29,  97  (1912)):  Unter  allen  zwei  gegebene  Raumpunkte  ver- 
bindenden Kurven  von  konstanter  Krümmung  die  kürzeste  zu 
finden;  es  sei  verwiesen  auf  0.  Venske,  Gott.  Diss.  1891. 
Hierzu  vgl.  auch  W.  Blaschke,  Vorl.  über  Differentialgeometrie  I, 
§§  28 — 31,  § 55.  G.  Vivanti,  El.  d.  calc.  d.  var.  144. 

Auf  ein  Mayersches  Problem  führt  eine  Aufgabe:  in  einem 
widerstehenden  Mittel  zwei  Punkte  Pj  und  P^  so  durch  eine 


§ 9.  Spezielle  Probleme. 
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Kurve  zu  verbinden,  daß  ein  entlang  dieser  Kurve  fallender 
Punkt,  der  von  mit  gegebener  Geschwindigkeit  ausgeht,  in 
Pg  mit  größtmöglicher  Geschwindigkeit  ankommt.  Vgl.  Hada- 
mard,  Lecons  256. 

Ein  wichtiges  Beispiel  eines  isoperimetrischen  Problemes 
für  Doppelintegrale  ist  das  folgende:  Unter  allen  geschlossenen 
Flächen,  die  ein  gegebenes  Volumen  einschließen,  diejenige  von 
kleinster  Oberfläche  zu  finden.  Als  Lösung  ergibt  sich  die 
Kugel.  Siehe  H.  A.  Schwarz,  Ges.  Ahli.  2,  237;  J.  0.  Müller, 
Biss.  Gott.  1903;  L.  Tonelli,  Bend.  Pal.  39,  109  (1915);  W. 
Gross,  Monatsh.  f.  Math.  u.  Phys.  28,  77  (1917);  W.  Blaschke, 
Kreis  und  Kugel.  Vgl.  auch  H.  Minkowski  {Math.  Ann.  57, 
447  = Ges.  Ahh.  2,  230). 

Von  besonderem  Interesse  ist  das  folgende  isoperimetrische 
Problem  für  Doppelintegrale:  das  Integral  (127)  zu  einem  Mini- 
mum zu  machen  unter  der  Nebenbedingung 

J s^dx  dy  — 1 . 

Für  die  Extremalen  ergibt  sich  die  partielle  Differentialgleichung 
der  schwingenden  Membran: 

(129)  A0i-l0==O. 

Über  den  Zusammenhang  dieses  Variationsproblems  mit  der  Theorie 
der  Eigenwerte  und  Eigenlösungen  der  Gleichung  (129)  und  über 
verwandte  allgemeinere  Probleme  vgl.  R.  Courant,  Math.  Zeitschr. 
7,  1 (1920);  Math.  Ann.  85,  280  (1922). 

Allgemeine  Behandlung  von  isoperimetrischen  Problemen 
für  Doppelintegrale:  G.  Kobb,  Aeta  math.  17,  321  (1893); 
W.  Groß,  Monatsh.  f.  Math.  u.  Phys.  28,  77  (1917). 

Über  die  Probleme  der  geodätischen  Linien  und  der  Minimal- 
flächen siehe  Rep.  Ilg  (S.  1084,  1109).  Wegen  der  Variations- 
prinzipe  der  Mechanik  sei  verwiesen  auf  die  Lehrbücher  der 
analytischen  Mechanik. 

Viele  Beispiele  findet  man  behandelt  bei  Euler,  Methodus 
inveniendi  (Lausanne,  1744;  in  deutscher  Übersetzung  von 
P.  Stäckel  in  Ostwaläs  Klass.  Nr.  46);  ferner  bei  Moigno- 
Lindelöf,  Calcul  diff.  et  integr.  4;  Calcul  des  variations,  Paris 
1861;  ferner  ein  Verzeichnis  von  Beispielen  und  einschlägiger 
Literatur  bei  Pascal,  Calc.  dell.  var.  §§  30 — 34. 

Es  sei  auch  noch  auf  die  Umkehrung  des  Problemes  der 
Variationsrechnung  verwiesen:  zu  einer  vorgegebenen  Differen- 
tialgleichung ein  Variationsproblem  zu  suchen,  dessen  Euler- 
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Lagrangesche  Gleichung  sie  ist.  Vgl.  hierüber:  Darboux, 
Surfaces  3,  Nr.  604 — 606;  A.  Hirsch,  Math.Ann.  49,  49  (1897), 
50,  429  (1898);  J.  Kürschäk,  Math.Ann.  60,  157  (1905); 
62,  148  (1906);  G.  A.  Bliss,  Ann.  of  math.  (2),  9,  127  (1907). 

Die  Aufgabe,  alle  Integrale  zu  finden,  deren  Extremalen 
die  Geraden  einer  Ebene  sind,  wurde  ausführlich  behandelt  von 
G.  Hamei,  Gott.  Biss.  1901;  Math,  Ann.  57,  231  (1903)  (da- 
selbst auch  Literaturangaben).  Die  analoge  Aufgabe  für  Kreise 
hat  E.  E.  Stromquist  behandelt  {Am.  Trans.  7,  175  (1906)), 
für  die  Geraden  des  Raumes  G.  Koenigs,  C.  JR.  121,  1122 
(1895). 

Über  die  Aufgabe,  zu  einer  vorgegebenen  Trans versalitäts- 
bedingung  alle  zugehörigen  Variationsprobleme  zu  finden:  C.  E. 
Stromquist,  Ann.  of  math.  (2),  9,  57  (1907),  wo  speziell  auch 
die  Aufgabe  durchgerechnet  ist,  alle  Variationsprohleme  der  Form 
f f{x.,  y y)  dx  zu  finden,  für  welche  die  Trans versalität  sich  auf 
Orthogonalität  reduziert. 

Beim  räumlichen  Variationsprobleme  in  Parameterdarstellung: 
das  Integral  J^F{x.,  V-,  x.,y.,z)dt  zu  einem  Minimum  zu 
machen,  lautet  die  Bedingung  dafür,  daß  die  Richtung  dxidyids 
die  Richtung  x',  y',  z transversal  schneide: 

y->  y’  *>  y^  ^')^y  + 

F,.  {x,  y, X,  y,  z)de  = 0; 

sie  ist  im  allgemeinen  nicht  symmetrisch  in  den  beiden  Rich- 
tungen. W.  Blaschke  hat  gezeigt  {Leipz.  Ber.  68,  50  (1916); 
Math.  Zeitschr.  8,  119  (1920)),  daß  (bei  einem  regulären  Varia- 
tionsprobleme) die  Transversalitätsbedingung  dann  und  nur  dann 
symmetrisch  ist,  wenn  F die  Quadratwurzel  aus  einer  quadra- 
tischen Form  in  x\  y\  z ist. 


Kapitel  XV. 

Punktionentheorie. 

Von  Gustav  Doetsch  in  Stuttgart. 


1.  Abschnitt. 

Grundlbegriffe. 

§ 1.  Die  komplexe  Zahl. 

Wegen  der  Definition  der  komplexen  Zahlen  und  der  elemen- 
taren Rechenoperationen  mit  ihnen  wird  auf  Rep.  Ij,  S.  11 — 14, 
verwiesen. 

Eine  komplexe  Zahl  s — x yi  läßt  sich  in  einem  ebenen 
rechtwinkligen  Koordinatensystem  als  Punkt  mit  den  Koordina- 
ten ic,  y deuten,  oder  auch  als  Vektor  mit  den  Komponenten  x,y, 
der  vom  Nullpunkt  zu  jenem  Punkt  hinführt.  Ist  «/  = 0,  so  sei 
vereinbart,  daß  statt  0 = x Oi  auch  einfach  0 = x geschrieben 
und  diese  Zahl  als  gleichbedeutend  mit  der  reellen  Zahl  x an- 
gesehen werden  darf.  Ist  a?  = 0,  so  kann  einfach  0 = yi  ge- 
schrieben werden,  und  eine  solche  Zahl  heißt  (rein)  imaginär. 
Im  Anschluß  daran  nennt  man  x den  reellen,  y den  imaginären 
Bestandteil  von  0 = x yi,  geschrieben: 

= y = ^z. 

Es  ist  stets  möglich,  eine  positive  Zahl  r und  eine  reelle  Zahl 
(p  so  zu  bestimmen,  daß: 

X = r cos  cp  , y = r sin  cp 
w'ird.  r erweist  sich  als  eindeutig: 

r = I Yx^  -f  I 

und  heißt  der  Modul  (nach  Cauchy)  oder  der  absolute  Betrag 
von  0,  geschrieben:  r=\0\  (nach  Weierstraß),  und  bedeutet 
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geometrisch  den  Abstand  des  Punktes  z vom  Nullpunkt,  (p  da-  1 
gegen  ist  für  s = Q völlig  unbestimmt,  im  anderen  Fall  nur  bis  ' • 
auf  ganzzahlige  Muitipla  von  2%  bestimmt  durch  die  Gleichungen:  | 

y 


cos  (p 


sin  (p 


und  stellt  sich  geometrisch  dar  durch  den  mit  derselben  Viel- 
deutigkeit behafteten  Winkel  zwischen  der  positiven  Eichtung 
der  ic- Achse  und  dem  Strahl  vom  Nullpunkt  zum  Punkte  z. 
€p  heißt  das  Argument  von  z^  geschrieben  cp  = arg^  oder  der 
Arcus  von  z^  geschrieben  q)  — arc  z.  Es  ist  z = r (cos  (p  -\-i  sin  cp), 
r und  cp  sind  nichts  anderes  als  die  Polarkoordinaten  des  Punktes  z. 

Für  funktionentheoretische  Zwecke  ist  es  häufig  günstig, 
die  komplexen  Zahlen  nicht  in  einer  Ebene,  sondern  nach  Eie- 
rn ann  auf  einer  Kugel  geometrisch  zu  repräsentieren  (bekannt 
geworden  ist  diese  Art  der  Darstellung  zuerst  durch  C.  Neu- 
mann, Yorles.  über  Biemanns  Theorie  der  Abelschen  Integrale, 
Leipzig  1865  (4.  Vorles.),  2.  Aufl.  1884  (3.  Kap.),  daher  auch 
„Neumannsche  KugeV‘\  Man  braucht  dazu  nur  die  komplexe  Ebene 
durch  stereographische  Projektion  auf  eine  Kugel,  die  sie  im  Nullpunkt 
berührt,  abzubilden,  indem  man  jedem  Punkte  P der  Ebene  den 
Punkt  P'  der  Kugel  zuordnet,  in  dem  der  Strahl  vom  Gegenpol  N 
des  Berührungspunktes  zu  P hin  die  Kugel  schneidet.  So  gehört  zu 
jedem  P ein  P';  auch  das  Umgekehrte  ist  der  Fall,  bis  auf  eine 
Ausnahme:  Der  Punkt  P' = N hat  kein  Bild  in  der  ^-Ebene. 
Nun  entspricht  einer  Schar  von  Kreisen,  die  sich  auf  N zusammen- 
ziehen, in  der  Ebene  eine  Schar  von  Kreisen,  die  immer  größer 
werden.  Man  legt  daher  der  Ebene  noch  einen  sogenannten  „un- 
endlich fernen*^  Punkt  bei,  dem  man  das  Zahlensymbol  oo  gibt 
und  den  man  dem  Punkte  N entsprechen  läßt;  er  ist  demnach 
als  außerhalb  jedes  noch  so  großen  Kreises  der  ^-Ebene  liegend 
zu  denken.  (In  der  komplexen  Ebene  hat  man  es  kraft  dieser 
Festsetzung  also  nur  mit  einem  unendlich  fernen  Punkt  zu  tun, 
während  man  bei  der  Veranschaulichung  der  reellen  Zahlen  auf 
einer  Geraden  gewöhnlich  zwei,  -f-  oo  und  — oo,  annimmt,  eine 
Unterscheidung,  die  im  Komplexen  auf  der  Achse  des  Eeellen 
wegfällt.  Die  komplexe  Zahlenebene  ist  somit  auch  eine  andere 
als  die  Ebene  der  projektiven  Geometrie,  die  aus  der  gewöhn- 
lichen Ebene  durch  Hinzunahme  von  unendlich  vielen  „uneigent- 
lichen“ oder  „unendlich  fernen“  Punkten  hervorgeht,  die  auf 
einer  Geraden  lokalisiert  gedacht  werden.) 
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§ 2;  Mengenlehre. 

Unter  einer  Pmildmenge  verstehen  wir  eine  Gesamtheit  von 
Punkten  in  der  komplexen  Ebene,  die  durch  irgendeine  Eigen- 
schaft so  charakterisiert  ist,  daß  man  von  jedem  Punkt  ent- 
scheiden kann,  ob  er  dazu  gehört  oder  nicht.  — Eine  allen  An- 
sprüchen genügende  Definition  des  Mengenbegriffs,  d.  h.  eine 
Zurückführung  auf  noch  primitivere  Begriffe,  die  die  Menge  als 
etwas  erscheinen  läßt,  worunter  die  in  der  Mathematik  auf- 
tretenden „Mengen“  fallen,  stößt  auf  große  Schwierigkeiten;  vgl. 
außer  der  in  Rep.  Ij,  S.  17  und  26  angeführten  Literatur  Weyl, 
Das  Kontinuum,  Leipzig  1918;  Math.  Zeitschr.  10  (1921)  S.  39 
[S.  66];  Brouwer,  Verhandel.  Akad.  Amsterdam  1918,  1919; 
Math.-Ver.  28  (1920)  S.  203;  Math.  Ann.  93  (1925)  S.  244; 
95  (1925)  S.453;  Schoenflies,  Math.  Ann.  83  (1921)  S.  173; 
Russell,  Einf.  i.  d.  math.  Philosophie.,  München  1923,  S.  182; 
Fraenkel,  Math.  Zeitschr.  22  (1924)  S.  250;  J.  v.  Neumann, 
J.  f.  Math.  154  (1925)  S.  219. 

Unter  dem  Durchschnitt  von  endlich  oder  unendlich  vielen 
Mengen  versteht  man  die  Gesamtheit  der  ihnen  gemeinsamen 
Punkte. 

Eine  Menge,  die  in  ein  Quadrat  von  endlicher  Seitenlange 
eingeschlossen  werden  kann,  heißt  beschränkt. 

Unter  einer  Umgebung  eines  Punktes  verstehen  wir  eine 
Menge,  die  die  Punkte  eines  Kreises  um  diesen  Punkt  als  Teil- 
menge enthält.^) 

Ein  Punkt  heißt  innerer  Punkt  einer  Menge,  wenn  eine 
gewisse  Umgebung  des  Punktes  existiert,  die  ganz  zur  Menge 
gehört. 

Ein  Punkt  heißt  Häufungspunkt  einer  Menge,  wenn  jede 
Umgebung  des  Punktes  mindestens  einen  Punkt  der  Menge  ent- 
hält, der  von  jenem  verschieden  ist.  — Jede  unendliche  Menge 
hat  mindestens  einen  Häufungspunkt  (Satz  von  Weierstraß). 
Dieser  braucht  nicht  zur  Menge  zu  gehören.  — Die  Menge  der 
Häufungspunkte  heißt  die  Ableitung  der  ursprünglichen  Menge. 

Eine  Menge,  die  ihre  Häufungspunkte  enthält,  heißt  ab- 
geschlossen. 


1)  Für  den  Punkt  oo  ist  diese  Definition  folgendermaßen  zu 
modifizieren:  Unter  einer  Umgebung  des  Punktes  oo  versteht  man 
eine  Menge,  die  das  Äußere  eines  hinreichend  großen  Kreises  enthält. 
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Eine  Menge,  die  einen  und  nur  einen  Häufungspunkt  be- 
sitzt, heißt  honvergent.  Der  Häufungspunkt  selbst  heißt  der 
Grenzwert  der  Zahlen,  die  durch  die  Menge  repräsentiert  wer- 
den. Eine  konvergente  Menge  ist  stets  abzählbar,  d.  h.  ihre 
Elemente  lassen  sich  eineindeutig  den  positiven  ganzen  Zahlen 
zuordnen  und  daher  numerieren:  z^^  z^-,  • • ••  Ist  Z der  Grenz- 
wert, so  schreibt  man:  lim^'^^^;  oder  z^-^z.  Die  notwendige 

n = 00  - 

und  hinreichende  Bedingung  dafür,  daß  eine  „Folge“  z^^  z^^  • • • 
den  Grenzwert  z hat,  lautet:  Jedem  positiven  (noch  so  kleinen) 

S läßt  sich  eine  ganze  Zahl  N gegenüberstellen  derart,  daß  für 
n'^N  und  m > 0 : 

ist  (allgemeines  Konvergenzkriterium). 

Unter  einem  Gebiet  versteht  man  eine  offene,  d.  h.  nur 
aus  inneren  Punkten  bestehende  Menge,  die  zusammenhängend 
ist,  d.  h.  die  sich  nicht  in  zwei  Mengen  mit  nur  inneren  Punk- 
ten zerlegen  läßt.  Mit  dieser  letzten  Bedingung  ist  folgende 
äquivalent:  Je  zwei  Punkte  der  Menge  müssen  sich  durch  einen 
Polygonzug  von  endlich  vielen  Seiten  verbinden  lassen,  dessen 
Punkte  sämtlich  zur  Menge  gehören;  oder  auch:  Zwischen  je 
zwei  Punkte  der  Menge  muß  man  endlich  viele  Kreise,  die  nur 
Punkte  der  Menge  enthalten,  so  einschalten  können,  daß  je  zwei 
konsekutive  sich  teilweise  überdecken,  während  der  erste  und 
der  letzte  jene  beiden  Punkte  zu  Mittelpunkten  haben. 

Diejenigen  Häufungspunkte  eines  Gebietes,  die  nicht  dazu 
gehören,  bilden  seine  Begrenzung  oder  seinen  Band.  — Durch 
Hinzurechnung  der  Begrenzung  zu  dem  Gebiet  entsteht  eine  ab- 
geschlossene Menge,  die  man  einen  Bereich  nennt. 

In  der  Literatur  werden  die  Ausdrücke  Gebiet  und  Bereich 
häufig  als  gleichbedeutend  gebraucht,  und  zwar  sowohl  für  die 
offene  als  auch  für  die  abgeschlossene  Menge,  wodurch  leicht 
Mißverständnisse  entstehen.  Um  diese  zu  vermeiden,  spricht  man, 
solange  die  obige,  von  Schoenflies  (Entwicklung  der  Mengen- 
lehre und  ihrer  Anwendungen,  1.  Hälfte,  Leipzig  und  Berlin  1913, 

S.  24  Anm.  1;  vgl.  auch  Enzykl.  II3  Heft  7,  S.  899)  vorge- 
schlagene Unterscheidung  sich  nicht  durchgesetzt  hat,  am  besten 
von  „offenem  Gebiet“  und  „abgeschlossenem  Bereich“.  ; 

Der  Abstand  zweier  Gebiete  ist  die  untere  Grenze  der  Ab-  ^ 
stände  der  Punkte  des  einen  Gebietes  von  denen  des  anderen. 


§ 2.  Mengenlehre. 
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Unter  einem  Kontinuum  versteht  man  eine  abgeschlossene 
Menge,  die  nicht  in  zwei  abgeschlossene  Mengen  zerlegt  wer- 
den kann. 

Ein  Gebiet  heißt  n-fach  msammenliängend,  wenn  seine  Be- 
grenzung aus  n Kontinuen  besteht,  n kann  gleich  0 sein  (dann 


Fig.  1.  Beispiel  eines  fünffach  zusammenhängenden  Gebietes. 


ist  das  Gebiet  die  ganze  Ebene  inkl.  oo)  oder  gleich  1,  2,  usw. 
oder  auch  unendlich. 

Unter  den  geometrischen  Gebilden,  die  man  anschaulich 
„Kurven''  nennt,  sind  für  die  Eunktionentheorie  die  rektifizier- 
baren und  die  sogenannten  Jordankurven  besonders  wichtig. 

X = y = tp(t)  sei  die  Gleichung  einer  Kurve  in  Para- 
meterform, wo  t von  tf)  bis  T variieren  soll;  (p  und  ifj  seien 
stetige  Funktionen.  Man  schalte  zwischen  und  T die  Werte 
ein,  setze  T=t„  und  <p{Q==x^,  = 

Dann  ist: 

n 

^=1 

die  Länge  eines  der  Kurve  einbeschriebenen  Polygons.  Strebt 
dieser  Ausdruck,  wenn  die  Differenzen  g^gen  0 ab- 

nehmen und  ihre  Anzahl  demgemäß  wächst,  gegen  einen  be- 
stimmten Wert,  unabhängig  von  der  Art  des  Grenzübergangs,  so 
heißt  die  Kurve  reTctifisier})ar  (Jordan,  Gours  d’andlyse  1,  3®  ed., 
Paris  1909,  S.  99).  Der  Grenzwert  heißt  die  Länge  der  Kurve. 

Sind  (p(t)  und  ipit)  stetige  Funktionen  und  haben  bei  be- 
stimmten X,  y die  Gleichungen  x = (pif),  y = höchstens  eine 
gemeinsame  Lösung  in  dem  Intervall  ^ so  stellt  das 

Gleichungspaar  x = (p{f),  y = ipif)  eine  offene  JordanTcurve  dar. 
Entspricht  jedoch  den  Werten  und  T und  nur  diesen  derselbe 
Pascal,  Eopertorium.  I.  3.  2.  Aufl.  44 
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Punkt  X,  so  handelt  es  sich  um  eine  geschlossene  Jordanlzurve. 
Eine  Jordankurve  ist  also  eine  offene  oder  geschlossene  stetige, 
doppelpunktlose  Kurve  (Jordan,  Cours  d’analyse  1,  3®  ed., 
1909,  S.  90 — 99).  Man  kann  sie  auffassen  als  eineindeutiges, 
stetiges  Abbild  einer  Strecke  bzw.  einer  Kreisperipherie  (Hur- 
witz,  Yerhandl.  d.  ersten  internat.  Math.  Kongr.  in  Zürich  1897, 
Leipzig  1898,  S.  91  [S.  102]). 

Der  Fundamentalsatz,  der  die  Verwendbarkeit  dieser  allge- 
meinen Kurvenklasse  gewährleistet,  lautet:  Eine  geschlossene 
Jordankurve  teilt  die  Ebene  in  zwei  Gebiete,  von  denen  das 
eine  (das  „Innere“)  im  Endlichen  liegt,  während  das  andere  (das 
„Außere“)  den  Punkt  oo  enthält.  Jedes  der  beiden  Gebiete  hat 
die  Jordankurve  zur  Begrenzung,  d.  h.  das  Abbild  eines  Kreises 
verhält  sich  auch  mengentheoretisch  zu  den  Punkten  der  Ebene 
wie  ein  Kreis.  (Beweis  von  Jordan,  a.  a.  0.,  unter  Voraus- 
setzung seiner  Gültigkeit  für  Polygone;  ein  vom  Standpunkt  der 
Mengenlehre  vollkommen  befriedigender  Beweis  von  Brouwer, 
Math.  Ann.  69  (1910)  S.  169;  s.  auch  Winternitz,  Math. 
Zeitschr.  1 (1918)  S.  329;  Pringsheim,  Münch.  Ber.  1922, 
S.  187;  E.  Schmidt,  Bert.  Sitzungsher.  1923,  S.  318;  Hartogs, 
Math.  Zeitschr.  22  (1925)  S.  62). 

§ 3.  Die  Punktion. 

Der  allgemeine  Funktionsbegriff. 

Denken  wir  unter  z nicht  eine  bestimmte  komplexe  Zahl, 
sondern  bilden  wir  die  Vorstellung,  daß  z jedes  Individuum 
einer  gewissen  Menge  von  komplexen  Zahlen,  d.  h.  jeden  Punkt 
einer  gewissen  ebenen  Punktmenge  bedeuten  darf,  so  nennen  wir 
z eine  hom^plexe  Variable. 

Haben  wir  zwei  komplexe  Variable  z = x yi  und 
w u vi.)  die  wir  uns  durch  Punkte  in  einer  z-  oder  xy- 
und  einer  w-  oder  Ebene  repräsentiert  denken  wollen,  sö 
heißt  w eine  FunTction  von  z\ 

w = f{z), 

wenn  zwischen  den  z und  den  w ein  Zusammenhang  besteht  in 
der  Weise,  daß  jedem  Punkte  einer  bestimmten  ^^-Menge  ein  oder 
mehrere  oder  auch  unendlich  viele  Punkte  in  der  «<;-Ebene  zu- 
geordnet sind.  Demgemäß  unterscheidet  man  eindeutige.,  mehr- 
deutige  und  unendlich  vieldeutige  Funktionen.  Die  Funktion  heißt 
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auf  der  betreffenden  .s- Menge  definiert.  Man  spricht  auch  von 
einer  Abbildung  der  auf  die  w- Ebene  und  von  den  Bild- 
punkten eines  Punktes  z in  der  e<;-Ebene.  Das  Verhältnis  ist  ein 
wechselseitiges,  man  kann  alsbald  auch  0 als  Funktion  von  w 
auffassen. 

Dieser  Funktionsbegriff,  der  seinem  Wesen  nach  auf 
Dirichlet  (Bepertorium  der  Physik  hrsg.  von  Dove  und  Moser  1 
(1837)  S.  152  = Werke  1 S.  135  = Ostwalds  Klassiker  Nr.  116) 
zurückgeht,  wird  nicht  allgemein  anerkannt,  sondern  erfährt  bei 
den  einzelnen  Autoren  mehr  oder  weniger  starke  Einschränkungen 
je  nach  der  Art,  wie  sie  die  Grundlegung  der  Mathematik  voll- 
ziehen. (Vgl.  die  S.  687  zitierte  Literatur.) 

In  der  Funktion entheorie,  wie  sie  in  diesem  Kapitel  ver- 
standen wird,  liegt  das  Schwergewicht  nicht  auf  dieser  Frage, 
so  daß  sie  ohne  ernsteren  Schaden  beiseite  gelassen  werden  kann. 
Offenbar  kommt  der  Begriff  der  komplexen  Funktion  einer  kom- 
plexen Variabein  darauf  hinaus,  daß  man  zwei  reelle  Funktionen 
■u,  V zweier  reeller  Variablen  a?,  y betrachtet.  Die  folgenden  De- 
finitionen sollen  dazu  dienen,  diesen  sehr  allgemeinen  Begriff  so 
einzuengen,  daß  sich  inhaltreiche  Behauptungen  darüber  auf- 
stellen lassen. 

Stetigkeit. 

Die  Funktion  w = sei  in  einem  Punkt  und  einer 
gewissen  Umgebung  desselben  definiert  und  eindeutig,  f heißt 
dann  in  Zq  stetig,  wenn  sich  je^der  positiven  Zahl  8 eine  positive 
Zahl  £ gegenüberstellen  läßt,  so  daß  für  jeden  zum  Definitions- 
bereich der  Funktion  gehörigen  Punkt  z der  Kreisfiäche  \z  — 
die  Ungleichung  besteht: 

!/■(«) 

d.  h.  wenn  man  jedem  (noch  so  kleinen)  Kreis  um  den  Punkt 
Wo=/’(^o)  einen  Kreis  um  Zq  zuordnen  kann,  derart,  daß  das 
Bild  des  letzteren  Kreises  ganz  in  jenem  ersteren  liegt. 

Wenn  eine  Funktion  in  jedem  Punkte  eines  Gebietes  de- 
finiert und  stetig  ist,  so  heißt  sie  in  dem  Gebiet  stetig. 

Bisweilen  wird  der  Begriff  der  Stetigkeit  auch  auf  die 
Randpunkte  eines  Gebietes  ausgedehnt.  Hier  ist  die  Funktion 
nicht  in  einer  vollen  Umgebung  des  Punktes  gegeben,  die  De- 
finition der  Stetigkeit  bleibt  im  übrigen  dieselbe. 

Ist  f(z)  stetig,  so  gilt  dasselbe  auch  für  \f{i)\. 

Ist  eine  Funktion  f(P)  in  einer  Umgebung  eines  Punktes 
Zq  mit  eventueller  Ausnahme  von  Zq  definiert  und  kann  man  ihr 

44* 
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in  einen  Wert  fg  so  beilegen,  daß  sie  in  0q  stetig  wird,  so 
heißt  fQ  der  Grenzwert  oder  limes,  dem  sich  die  Funktion  nähert, 
wenn  0 gegen  0^  strebt.  Kurz  ausgedrückt; 

/■(*)  f»  für  * -»•  «0  . 
Differenzierbarkeit. 

Ist  eine  Funktion  f(0)  in  einem  Punkte  0^  und  einer  ge- 
wissen Umgebung  eindeutig  definiert,  so  heißt  sie  in  0q  diffe- 
renzierbar, wenn  der  Differenzenquotient: 

0—0^  ’ 

der  eine  in  jener  Umgebung  außer  für  0 = 0q  definierte  Funk- 
tion von  0 ist,  für  0 —>  0q  einen  Grenzwert  besitzt,  den  man 
dann  den  Differentialquotienten  oder  die  Ableitung  von  f{0)  nennt 

und  mit  oder  bezeichnet.  — Anders  ausgedrückt: 

Es  muß  eine  Zahl  f (0^  geben  und  jedem  d 0 sich  ein  £ >►  0 
derart  gegenüberstellen  lassen,  daß  fm  0 < | 0 — ^0  I ^ ^ die 
Ungleichung  besteht: 

m-m 


n^o) 


<ö. 


(Cauchy,  Legons  sur  le  calcul  differentiel , 1829,  S.  138  = 
(Euvres  (2)  4 S.  431). 

Wie  im  Eeellen  nennt  man  die  Ableitung  auch  „erste  Ab- 
leitung“ und  definiert  die  „zweite  Ableitung“  als  Differential- 
quotienten der  ersten  usw. 

Für  das  Differenzieren  gelten  wie  im  Reellen  die  Regeln: 
Sind  f{0)  und  gii)  in  einem  Punkte  0 und  einer  gewissen  Um- 
gebung eindeutig  definiert  und  ist  a eine  komplexe  Konstante, 

d(cf)  _ df 
d0  ^ d0' 
d{f±g)  dg 

d0  d0'> 


d0 

djf'g) 

d0 


= q 4. 

^ ds^'  ds’ 


ä(l) 

\g)  _ ^ d0  ' d0 
d0  ~ g^ 

vorausgesetzt,  daß  die  Größen  auf  den  rechten  Seiten  existieren. 


für  g{0)  Oj 


1 
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Ist  eine  Funktion  in  einem  Punkte  differenzierbar,  so  ist 
sie  dort  notwendig  stetig  (aber  nicht  umgekehrt). 

Kettenregel:  Es  sei  w = fiß)  im  Punkte  differenzier- 
bar. z sei  seinerseits  eine  Funktion  der  Variablen  ^ = ^(0?  ^6 
im  Punkte  differenzierbar  ist,  und  es  sei  = ^o*  I^ann 

ist  die  Funktion  w = ^ in  und  einer  gewissen 

Umgebung  definiert,  in  differenzierbar,  und  es  gilt: 

= •/(?«)! 


Umkehrfunktion:  Es  sei  w = f{8)  in  einem  Gebiet  ^ 
eindeutig  definiert,  in  einem  Punkte  von  ^ differenzierbar 
und  /*X^o)  f(ß)  iii  verschiedenen  ;S“  Punkten  stets 

auch  verschiedene  «<; -Werte  an,  und  die  hiernach  auf  diesen 
'W?- Punkten  eindeutig  definierte  Umkehrfunktion  z==(p{w)  sei 
im  Punkte  stetig.  Dann  ist  z = g)  (w)  in  Wq  diffe- 


renzierbar, und  zwar  ist  g)'(wQ)  = ^^^h  S.  736). 

Die  Existenz  der  Ableitung  der  komplexen  Funktion 
w = f(z)  in  einem  Punkte  zieht  für  die  reellen  Funktionen 
u(x,y),  v(x,y),  die  ihren  reellen  und  imaginären  Bestandteil  bil- 
den, die  Existenz  der  partiellen  Ableitungen  1.  Ordnung,  sowie 
das  Bestehen  folgender  partieller  Differentialgleichungen  nach  sich: 


du dv  du dv 

dx~  dy^  dy~^  dx 

Sie  heißen  die  Cauchy-Biemannschen  Differentialgleichimgen . 
(Cauchy,  Memoire  sur  les  integrales  definies  (1814)  = (Euvres  (1) 
1 S.  319  [S.  338]  in  etwas  allgemeinerer  Gestalt;  Exercices  d'ana- 
lyse  et  de  physique  maihematique  4 (1847)  S.  345;  Eiemann, 
JDissert  1851  = Werhe,  2.  Aufl.  1892,  S.  3 [S.  6].  Diese  Glei- 
chungen treten  häufig  in  der  mathematischen  Physik  auf  und 
wurden  schon  lange  vor  Begründung  der  Funktionentheorie  be- 
handelt, zuerst  von  d’Alembert,  Essai  d'une  nouvelle  methode 
de  la  resistance  des  fluides^  Paris  1752;  ferner  von  Euler  1777 
{Nova  Acta  Petrop.  7,  10,  14);  vgl.  hierzu  Stäckel,  PiU.  Math. 
(3)  1 (1900)  S.  109.) 

Die  Ableitung  von  w = f{z)  läßt  sich  durch  die  Ablei- 
tungen ihrer  Komponenten  folgendermaßen  ausdrücken: 


df 

dz 


du 

dx 


(oder  auf  eine  der  anderen  Arten,  die  hieraus  durch  Anwendung 
der  Cauchy -Eiemann  sehen  Gleichungen  folgen). 
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Das  bestimmte  Integral. 

(£  sei  eine  ganz  in  einem  Bereich  33  verlaufende,  stetige 
und  rektifizierbare  Kurve  mit  dem  Anfangspunkt  z = a und 
dem  Endpunkt  8 = h,  (Durch  die  Unterscheidung  Anfangspunkt 
— Endpunkt  soll  angedeutet  werden,  daß  auf  ® ein  Eichtungs- 
sinn  ausgezeichnet  ist.)  Die  Funktion  f{z)  sei  längs  (5^  ein- 
deutig definiert.  Auf  (J  werden  n — 1 Teilpunkte 
angenommen  und  a = 8q,  ^ ^ gesetzt,  ferner  bedeute  einen 
beliebigen  Punkt  auf  dem  Kurvenbogen  Hat  dann  die 

Summe 

n 

fi^v)  (ßv  -l)  ’ 

V = 1 

wenn  man  die  Unterteilung  von  ^ fortgesetzt  so  verfeinert,  daß 
die  Länge  der  Kurvenbogen  gegen  0 strebt,  einen  Grenz- 

wert, der  unabhängig  ist  von  der  Art  des  Grenzübergangs,  so 
heißt  dieser  das  bestimmte  Integral  von  ({z)  entlang  der  Kurve 


Die  Funktion  selbst  heißt  integrierhar  oder  integrabel.  Das  Inte- 
gral existiert  z.  B.  stets,  wenn  f(^z)  entlang  des  Integrations- 
weges (5  stetig  ist. 

Wie  im  Reellen  gelten  die  Regeln: 


^f{z)dz  = f{z)dz 


{ci  = const), 


f [M  -f-  9{3))ds  = ff{z)dz  + fg{z)dz, 
(s  © e 


falls  die  rechten  Seiten  existieren. 

Ist  (£'  der  Kurvenbogen,  der  dieselbe  Lage,  aber  entgegen- 
gesetzte Richtung  wie  (£  hat,  so  ist 

ff{s)dz  ^—ff{z)ds. 

Besteht  aus  zwei  Teilbogen  ©g,  so  ist 

ff{z)dz  =J‘f{z)dg  + Jf{e)dz. 

6 (5j 
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Ist  z = (p{y)  eine  in  allen  Punkten  eines  Gebietes  ^ der 
w- Ebene  differenzierbare  Funktion  und  durchläuft,  wenn  u eine 
Kurve  ^ in  2)  durchwandert,  z den  Weg  (5,  so  ist 

J* f{z)dz  = ^{(p{ii))(p'  (u)  du, — 


Ist  I f{z)  I < M längs  des  Integrationsweges  und  hat  dieser 
selbst  die  Länge  i,  so  besteht  die  Ahschätzimg 

\ff{z)dz\-^ML. 

Ist  f{z)  und  damit  auch  \ f iß)  \ stetig  und  bedeutet  s die 
Bogenlänge  von  S,  so  gilt 

L 

\ff{z)ds\-^f\f{i)\ds. 

@ 0 

Das  komplexe  Integral  kann  durch  reelle  Kurvenintegrale  (vgl. 
Bep.  IjL,  Kap.  VIII,  § 6)  ausgedrückt  werden,  falls  diese  existieren: 

ff{z)dz  = f 'u(x,  y)dx  — v(x,  y)dy] 

+ i J[v(x,  y)dx  -j-  u{x,  y)dy'\. 

Man  erhält  die  rechte  Seite,  indem  man  auf  der  linken  f—u-\-vi 
und  symbolisch  dz  ~ dx  + dyi  setzt: 

J*(u  vi)  (dx  -f-  dyi)^ 

und  formal  ausmultipliziert. 

Ist  die  Kurve  © in  Parameterform  gegeben: 

X = x(t),  y = y(t) 

und  besitzen  speziell  x{()  und  y(f)  stetige  Ableitungen,  so  läßt 
sich  das  komplexe  Integral  unter  Voraussetzung  seiner  Existenz 
sogar  durch  ein  gewöhnliches  Integral  folgendermaßen  darstellen: 

J"f(z)dz  = j\u(x{t),y{t))  -h  v(^x{t),  y{t))i]  [x  (t)  -f  y(t)i]dt, 

® to 
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wobei  /q  und  die  den  Enden  der  Kurve  entsprechenden 
Parameter  werte  sind. 

Die  an  die  Spitze  gestellte  allgemeine  Definition,  die  von 
dem  Integrationsweg  nur  Eektifizierbarkeit  voraussetzt,  rührt 
von  Jordan  (Gours  d'anälyse  1,  3®  ed.,  1909,  S.  185)  her.  Sie 
ist  deshalb  dem  Wesen  der  Sache  am  besten  angepaßt,  weil 
eine  solche  Kurve  beliebig  genau  durch  ein  Sehnenpolygon  ap- 
proximiert werden  kann  und  gerade  diese  Eigenschaft  bei  den 
späteren  Beweisen  eine  Hauptrolle  spielt. 

Die  erste  (weniger  umfassende)  exakte  Definition  des  be- 
stimmten Integrals  im  komplexen  Gebiet  wurde  in  gewöhnlicher 
und  in  Parameterform  zuerst  von  Cauchy  gegeben  (Memoire 
sur  les  integrales  deßnies,  prises  entre  des  limites  imaginaires, 
Paris  1825,  S.  2 — 5 = Ostwalds  Klassiker  Hr.  112;  vorbereitet 
durch  das  S.  693  genannte  Memoire  von  1814  und  einige  Ab- 
handlungen von  1822). 

Schon  vor  Cauchy  hatte  man  Integrale  zwischen  kom- 
plexen Grenzen  ausgewertet,  aber  rein  formal,  indem  man  un- 
besehen die  vom  reellen  Gebiet  her  bekannten  Formeln  verwen- 
dete. Aus  den  Bemühungen  Cauchy s,  diesem  Verfahren  eine 
sichere  Grundlage  zu  geben,  ist  seine  Funktionentheorie  er- 
wachsen. 

Man  kann  den  obigen  Integralbegriff  („eigentliches“  Inte- 
gral) auf  solche  Fälle  verallgemeinern,  wo  der  Integrations weg 
sich  ins  Unendliche  erstreckt  oder  wo  auf  einem  endlichen  Wege 
isolierte  Punkte  liegen,  in  denen  das  Verhalten  der  Funktion 
die  Integrabilität  stört.  Ein  solches  „uneigentliches“  Integral 
definiert  man  wie  im  Reellen  als  Grenzwert  (vorausgesetzt,  daß 
er  existiert)  von  eigentlichen  Integralen,  von  deren  Integrations- 
wegen jener  Weg  die  Grenze  ist.  Als  Beispiel  sei  die  Hanke  1- 
sche  Formel  für  die  P- Funktion  (Zeitschr.  Math.  Phys.  9 (1864) 
S.  1)  erwähnt,  die  im  Gegensatz  zu  der  üblichen  Definitions- 
formel (vgl.  S.  727)  für  alle  z gültig  ist: 


erstreckt  über  den  Weg  (s.  Fig.  2)  oder  ~ 


§ 3.  Die  Funktion. 
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erstreckt  über  den  Weg  ©g  ist  0 < £ < 1,  > 0,  rg  >0). 

Für  die  Definition  von  s.  S.  715;  unter  ist  der 

Hauptzweig  dieser  Funktion  (s.  S.  731J  zu  verstehen. 


Begriff  der  regulären  Funktion. 


Ist  eine  Funktion  f(0)  in  einem  Gebiet  (3  eindeutig  de- 
finiert und  besitzt  sie  in  jedem  Punkt  von  (S  eine  Ableitung 
f {z)^  so  beißt  sie  eine  in  % reguläre  Funktion.  Ein  zum  Re- 
gularitätsgebiet  gehöriger  Punkt  wird  auch  kurz  ein  regulärer 
Funkt  der  Funktion  genannt.  Andere  Bezeichnungsweisen,  die 
meist  zur  Zeit  der  Begründung  der  Funktionentheorie  von  ver- 
schiedenen Autoren  angewandt  worden  sind,  um  gewisse  Eigen- 
schaften dieser  Funktionsklasse  in  den  Vordergrund  zu  stellen, 
sind:  holomorph,  monogen^  analytisch,  synektisch.  (Vgl.  Hada- 
mard,  La  Serie  de  Taylor  et  son  prolongement  analytique.  Paris 
1901  [Scientia  Nr.  12]  Chap.  I.)  — Manchmal  vereinfacht  es 
die  Ausdrucks  weise,  wenn  man  von  Funktionen  spricht,  die  in 
einem  abgeschlossenen  Bereich  regulär  sind;  damit  soll  stets  ge- 
meint sein,  daß  die  Funktion  noch  in  einem  größeren  offenen  Ge- 
biet, daß  jenen  Bereich  enthält,  regulär  ist. 

Unter  Funktionentheorie  schlechtweg  versteht  man  heutzu- 
tage die  Theorie  der  regulären  Funktionen.  Der  Anlaß,  gerade 
diese  Funktionen  eingehend  zu  erforschen,  liegt  darin,  daß  einer- 
seits ihre  Definition  hinreichend  weit  erscheint,  um  die  meisten 
der  in  anderen  Gebieten  der  Mathematik  auftretenden  Funk- 
tionen unter  sich  zu  begreifen,  daß  aber  andererseits  diese 
Klasse  von  Funktionen  sich  als  hinreichend  eng  erweist,  um 
darüber  weitgehende  Theoreme  von  hoher  Eleganz  und  Abrun- 
dung aussagen  zu  können. 

Die  regulären  Funktionen  können,  wie  sich  später  zeigt, 
auch  noch  auf  andere  Arten  definiert  werden.  Die  Forderung 
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der  Differemierbarkeit  wurde  von  Cauchy  zur  Grundlage  seiner 
Theorie  gemacht,  der  ersten  Funktionentheorie  im  modernen 
Sinne  (Augustin  Baron  de  Cauchy,  1789 — 1857.  Siehe  die 
Sätze  in  Exerc.  d'anal.  1 (1840)  S.  269  = Oeuvres  (2)  11  S.  331, 
ferner  4 (1847)  S.  345).  Die  wichtigsten  Ergebnisse  erwuchsen 
ihm  schon  früh  aus  der  Beschäftigung  mit  den  bestimmten  Inte- 
gralen. Grundlegend  ist  vor  allem  das  S.  696  erwähnte  Memoire 
von  1825.  — Wesentliche  Einsichten  hat,  wie  aus  Briefwechsel 
und  Nachlaß  hervorgeht,  auch  Carl  Friedrich  Gauß  (1777 — 
1855)  besessen,  ohne  etwas  darüber  zu  publizieren. 

Bei  einer  regulären  Funktion  sind  im  ganzen  Regularitäts- 
gebiet  die  Cauchy -Eiemannschen  Differentialgleichungen  erfüllt, 
die  für  Bernhard  Riemann  (1826 — 1866)  in  seiner  Inaugural- 
dissertation (1851,  Werke,  2.Aufl.  Leipzig  1892,  S.  3)  den  Aus- 
gangspunkt seiner  ganzen  Behandlung  der  Funktionentheorie  bil- 
deten. Daß  auch  das  Umgekehrte  gilt,  d.  h.  daß  für  eine  stetige 
Funktion  /’(^)  aus  der  Existenz  der  ersten  partiellen  Ableitungen 
der  Funktionen  u und  v in  einem  Gebiet  und  dem  Bestehen  der 
Cauchy-Riemannschen  Differentialgleichungen  die  Differenzierbar- 
keit von  f{£)  im  Gebiet  folgt,  ist  ein  modernes,  tiefliegendes  Er- 
gebnis von  Looman  (Gött.  Nachr.  1923,  S.  97). 

Karl  Weierstraß  (1815 — 1897),  der  dritte  große  Meister 
der  Funktionentheorie  neben  Cauchy  und  Riemann,  ging  bei 
der  Definition  der  regulären  Funktion  aus  von  ihrer  Darstellung 
durch  eine  Eotemreihe  (s.  hierüber  § 5 und  III.  Abschnitt).  Für 
die  geschichtliche  Entwicklung  der  Funktionentheorie  vgl.  Brill 
und  Noether,  Math.-Ver.  3 (1894)  S.  107,  besonders  von  S.  150 
an;  Stäckel,  Bibi,  Math.  (3)  1 (1900)  S.  109. 


II.  Abschnitt. 

Integralsätze,  Darstellung  durch  ßeihen  und 
isolierte  singuläre  Punkte. 

§ 4.  Der  Cauchysche  Integralsatz. 

Ist  eine  Funktion  fiz)  in  einem  Gebiet  von  dem  wir 
in  der  Folge  zunächst  immer  annehmen,  daß  der  unendlich  ferne 
Punkt  nicht  dazu  gehört,  definiert  und  stetig  (das  bedingt  in 
diesem  Abschnitt  stets,  daß  sie  eindeutig  ist),  so  wird,  wenn  a 
und  b zwei  feste  Punkte  in  ÖJ  sind,  für  jede  sie  verbindende, 

ganz  in  % verlaufende  Kurve  C f{z)dz  existieren;  der  Wert 


T 
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dieses  Integrals  wird  im  allgemeinen  dur^h  die.  Abgabe  der  End- 
punkte des  Wegs  nicht  eindeutig  l^estimmt  sein, r sondern  noch 
von  abhängen.  Daß  jedoch  bei  regulären  Funktionen  dies 
nicht  der  Fall  ist,  ist  der  Inhalt  des  gleich  zu  nennenden  Fun- 
damentalsatzes, der  das  wirksamste  Hilfsmittel  der  Funktionen- 
theorie bildet  und  zugleich  zeigt,  daß  die  Klasse  der  differen- 
zierbaren Funktionen  in  der  Tat  eine  solche  mit  besonders  ein- 
fachen und  schönen  Eigenschaften  sein  muß. 

Der  Cauchysche  Integralsatz. 

Ist  die  Funktion  f{&)  in  einem  einfach  zusammenhängenden 
Gebiet  (B  regulär  und  bedeutet  © eine  geschlossene  rektifizier- 
bare Kurve,  die  dem  Inneren  des  Gebietes  angehört,  so  ist 

Cf(/)äz  = 0.  Damit  ist  gleichbedeutend:  Die  Integrale  über 

e 

zwei  in  (3  verlaufende  rektifizierbare  Kurven  mit  denselben  End- 
punkten haben  denselben  Wert. 

Cauchy  hat  den  Satz,  abgesehen  davon,  daß  bei  ihm  der 
Integrationsweg  nicht  den  hier  angegebenen,  sehr  allgemeinen 
Charakter  hat,  unter  der  stillschweigenden  Voraussetzung  be- 
wiesen, daß  f\^)  stetig  ist  (Beweis  vermittels  Variationsrechnung: 
Memoire  sur  les  integrales  deßnies,  prises  entre  des  limites  imagi- 
naires,  Paris  1825,  S.  5;  deutsche  Übersetzung  in  Ostwalds 
Klassikern  Nr.  112).  Daß  diese  Voraussetzung  überflüssig  ist, 
wurde  zuerst  von  Goursat  erkannt  (durch  leichte  Modifikation 
[Trans.  Am.  M.  8.  1 (1900)  S.  14]  seines  Beweises  in  Acta 
Math.  4 (1884)  S.  197;  vgl.  auch  Pringsheim,  Bibi.  Math. 
(3)  1 (1900)  S.  433  [S.  472]).  Eine  allen  Anforderungen  an 
Strenge  genügende  Darstellung  des  Beweises  für  den  Satz  in 
der  oben  ausgesprochenen  Allgemeinheit  siehe  Pringsheim, 
Trans.  Am.  M.  8.  2 (1901)  S.  413,  und  in  dem  Lehrbuch  der 
Funktionentheorie  von  Bieberbach,  1 (1921)  S.  115.  Vgl.  auch 
den  auf  dem  Wege  über  die  Potenzreihen  geführten  Beweis  von 
Pringsheim,  Münch.  Ber.  1920,  S.  145.  Der  Satz  bleibt  auch 
noch  gültig,  wenn  die  rektifizierbare  Kurve  den  Rand  des  Ge- 
bietes 3 bildet,  vorausgesetzt,  daß  f{ß)  auf  dem  Bande  noch 
stetig  ist.  (Vgl.  G.  A.  Pfeiffer,  Bull.  Am.  M.  8.  30  (1924) 
S.  213.) 

Jede  in  einem  einfach  zusammenhängenden  Gebiet  ÖJ  re- 
guläre Funktion  besitzt  dort  ein  sogenanntes  unbestimmtes  Inte- 
gral., d.  h.  es  gibt  eine  bis  auf  eine  additive  Konstante  bestimmte 
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Funktion  Fiß)’,  deren  Ableitung  in  dem  Gebiet  gleich  f{ß) 
ist  {F  ist  dann  eo  ipso  regulär);  und  zwar  ist  das  unbestimmte 
Integral  gegeben  durch  das  bestimmte: 

«0 

wo  Zq  ein  beliebiger,  fester  Punkt  in  ^ ist.  (Der  Integrations- 
weg braucht  auf  Grund  des  Cauchy sehen  Satzes  nicht  näher 
angegeben  zu  werden.)  Da  sich  später  ergibt,  daß  die  Ablei- 
tung einer  analytischen  Funktion  wieder  analytisch  ist,  so  folgt 
hieraus,  daß,  wenn  f{z)  in  einem  einfach  zusammenhängenden 
Gebiet  analytisch  ist, 

z 

ff'(e)de  = f(i)  - f{z^ 

^0 

gilt.  Bei  den  analytischen  Funktionen  sind  also  Integration 
wnd  Differentiation  inverse  Operationen. 

Ist  f{z,  ^)  eine  in  dem  Gebiet  (S  reguläre  Funktion  von  0, 
gleichgültig  welchen  Punkt  einer  rektifizierbaren  Kurve  ® der 
Wert  I bedeutet  und  ist  f eine  stetige  Funktion  von  {z.,  t) 
(also  nicht  bloß  stetig  in  z allein  und  ^ allein),  wenn  z m 

und  ^ auf  d.  variiert,  so  ist  — F(z)  eine  in  ^ re- 

e 

guläre  Funktion,  deren  Integral  und  Ableitung  durch  Integrieren 
bzw.  Differenzieren  unter  dem  Integralzeichen  erhalten  werden 
kann  (de  la  Vallee-Poussin,  Brux.  Ann.  soc.  scient.  17  (1893) 
S.323). 

Verallgemeinerung  des  Cauchyschen  Integralsatzes. 

f{z)  sei  in  einem  beliebigen  Gebiet  regulär,  sei  eine 
in  @ verlaufende,  geschlossene  rektifizierbare  Kurve;  ist 
zweite  derartige  Kurve,  die  jeden  Eandpunkt  von  (S  ebensooft 
umläuft  wie  so  ist 

ff{e)ds  =Jf(e)de. 

6i  6, 

(Vgl.  Cauchy,  Exerc.  d'anal.  1 (1840)  S.  274  = (Euvres  (2)  11 
S.  337.)  Vgl.  Fig.  3. 

Dabei  gilt  folgende  Definition;  Eine  geschlossene  Kurve 
umläuft  einen  Punkt  A Ämal,  wenn  der  Winkel  des  Strahles  AP 
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mit  der  positiven  rr* Richtung  um  h • 2%  zunimmt,  falls  P von 
einer  gewissen  Anfangslage  an  einmal  die  Kurve  durchläuft. 
h kann  gleich  0,  + 1,  + 2,  • • • sein.  Insbesondere  sagen  wir, 
die  Kurve  umlaufe  A im  positiven  (negativen)  Sinn,  wenn  h 


positiv  (negativ)  ist.  Für  h = 0 wird  A überhaupt  nicht  um- 
laufen. (Daß  h eine  ganze  Zahl  und  von  der  Anfangslage  von 
P unabhängig  ist,  ist  leicht  zu  sehen.) 

Aus  dem  Cauchy sehen  Integralsatze  folgt  speziell:  Das 
Gebiet  (SJ  sei  n-fach  zusammenhängend  und  von  der  äußeren 
Randkurve  und  den  inneren  Randkurven  91^,  . . .,  be- 

grenzt. Ist  eine  zu  % gehörige  Kurve,  die  jede  innere  Rand- 
kurve (d.  h.  jeden  ihrer  Punkte)  einmal  im  positiven  Sinne  um- 
läuft und  (i  ==  1,  • • *,  w — 1)  eine  zu  @ gehörige  Kurve,  die^ 
91^  einmal  im  positiven  Sinne,  die  anderen  Randkurven  aber 
nullmal  umläuft,  so  ist 

n — \ 

ff{e)dz  ==^Jf(g)dz. 

©0  i=i  ei- 

lst f(z)  in  einem  Gebiet  mit  eventueller  Ausnahme  eines 
Punktes  a regulär  und  bedeutet  ^ einen  Kreis,  der  samt  seinem 

Inneren  dem  Gebiet  angehört,  so  nennt  man  Jm  dz^  er- 

© 

streckt  über  ^ im  positiven  Sinn  oder,  w.  d.  i.,  so  daß  das  Innere 
von  zur  Linken  liegt,  das  Besiduum  von  f(z)  im  Punkte  a.  (In 
einem  regulären  Punkt  ist  das  Residuum  gleich  0.  Siehe  auch 
die  Bemerkung  beim  Laurentschen  Satz  S.  717.)  Aus  dem  letzten 
Satz  folgt  der 
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Cauchy  sehe  Residuensatz:  Ist  eine  Funktion  f{ß)  in  einem 
einfach  zusammenhängenden  Gebiet  bis  auf  endlich  viele  Punkte 
regulär,  so  erhält  man  die  Summe  der  Residuen  von  f{ß)  in 

diesen  Punkten,  indem  man  / f(z)dz  längs  einer  sie  alle 
einmal  im  positiven  Sinne  umlaufenden  Kurve  bildet. 

Das  Residuum  von  — ^ — im  Punkte  Zq  ist  gleich  1,  das 


von  ^ mit  w > 1 ist  gleich  0.  Ist  f{ß)  bei  Zq  regulär, 

während  g{z')  dort  einen  Pol  1.  Ordnung  (s.  S.  721)  mit  dem 
Residuum  a besitzt,  so  hat  f{z')  • g{/)  in  Zq  das  Residuum  af{z^. 
Sind  fiz)  und  g{z^  für  Z = z^  regulär,  ist  während 

g{z)  in  Zq  eine  Nuilstelle  1.  Ordnung  (s.  S.  716)  besitzt,  so  hat 

in  Zq  das  Residuum 
giz)  ^ 9 (^o) 

Mit  Hilfe  des  „Residuenkalküls“,  der  den  Wert  eines  be- 
stimmten Integrals  einer  Funktion  durch  eine  Summe  ausdrückt, 
deren  Glieder  von  den  Ausnahmepunkten  der  Funktion  ab- 
hängen,  hat  Cauchy  viele  bedeutende  Resultate  abgeleitet.  Der 
Kalkül  wird  ausführlich  in  zahlreichen  Abhandlungen  in  Exer- 
cices  de  mathematique  1 (1826)  = (Euvres  (2)  6 S.  23,  124  usw., 
2 (1827)  ==  (Euvres  (2)  7 S.  291  usw.  dargestellt  und  vor  allem 
in  Memoire  sur  Vapplication  du  cälcul  des  residus  ä la  solution 
des  prohlemes  (sic)  de  physique  mathematique,  Paris  1827  (vgl. 
hierzu  Geppert,  Math.  Zeitschr.  20  (1924)  S.  29)  auf  Reihen- 
entwicklungen angewendet,  ist  jedoch  im  Grunde  schon  in  den 
S.  693  u.  696  zitierten  Memoires  von  1814  und  1825  enthalten. 
Vgl.  auch  Lindelöf,  Le  calcul  des  residus,  Paris  1905,  historische 
Notizen  in  chap.  I. 

Aus  dem  Cauchyschen  Integralsatz  ergibt  sich  die 

Cauchysche  Integralformel: 

Ist  f{z)  in  einem  einfach  zusammenhängenden  Gebiet  regu- 
lär und  ^ eine  in  diesem  verlaufende  rektifizierbare  Kurve,  die 
einen  bestimmten  Punkt  z einmal  im  positiven  Sinne  umläuft, 
so  ist:  ^ 

27tiJ  ^-z 


dt. 


(Cauchy,  Extrait  d'un  memoire  sur  la  mecanique  eheste  et  sur 
un  nouveau  calcul,  appele  calcul  des  limites,  autographiert,  Turin 
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1831  [S.  6],  abgedruckt  unter  Vorausscbickung  eines  auck  schon 
1831  autographiert  erschienenen  ßesume  desselben  Memoire  in 
Exercices  d’anälyse  2 (1841)  S.  41  [S.  52].) 

Es  zeigt  sich  somit,  daß  bei  einer  regulären  Funktion  die 
Werte  im  Innern  einer  Kurve  durch  die  Werte  aufmr  schon 
vollständig  bestimmt  sind.  Noch  mehr:  Zum  Ausrechnen  des 
Integrals  genügen  schon  die  Werte  von  fi^g)  auf  einer  überall 
dichten  (s.  Bep.  I^,  S.  28),  abzählbaren  Punktmenge.  Diese  Idee, 
die  übrigens  schon  bei  Cauchy  vorkommt  {Exerc.  d’anal.  1 
(1840)  = (Euvres  (2)  11  S.  331  [S.  334]),  ist  von  Prings- 
heim  konsequent  dazu  verwendet  worden,  um  die  Integrale 
überhaupt  zu  vermeiden  und  durch  sog.  „Mittelwerte''  zu  er- 
setzen (Münch.  Ber.  25  (1895)  S.  75;  ausführlich  Math.  Ann.  47 
(1896)  S.  121). 

Ist  (5^  speziell  ein  Kreis  um  5:,  so  kann  man  die  Integral- 
formel folgendermaßen  umformen: 

2 7t 

0 

wo  ^ die  Eandpunkte  des  Kreises  durchläuft  und  cp  das  Argu- 
ment von  ^ — g bedeutet.  Der  Wert  im  Mittelpunkt  eines  Kreises, 
in  und  auf  dem  f(g')  regulär  ist,  ist  also  gleich  dem  „arithme- 
tischen Mitteh^  der  Eandwerte. 

Für  jedes  g außerhalb  der  Kurve  © ist  die  rechte  Seite 
der  Cauchyschen  Integralformel  gleich  0,  da  dann  der  Integrand 
im  Innern  regulär  ist;  für  die  Punkte  g auf  © ist  das  Integral 
im  allgemeinen  sinnlos.  Das  Cauchysche  Integral  ist  daher  ein 
Beispiel  für  einen  analytischen  Ausdruck,  der  in  zwei  getrennten 
Gebieten  zwei  ganz  verschiedene  Funktionen  (hier  f{g)  und  0) 
darstellt.  (Vgl.  Hermite,  Cours  de  Ja  faculte  des  Sciences  de 
Paris  (autographiert),  4®  ed,  Paris  1891,  S.  79.) 

Das  Poissonsche  Integral. 

Ist  f(g)  in  und  auf  dem  Kreise  \^  \ ^B  regulär,  so  ist 

2 7t 

M = *3/(0)  + 2^/1^ 
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Durch  diese  Formel  wird  die  reguläre  Funktion  im  Innern  des 
Kreises  allein  durch  die  Werte  des  reellen  Teils  am  Kande  und 
des  imaginären  Teils  im  Mittelpunkte  bestimmt. 

Trennt  man  in  der  Formel  Reelles  und  Imaginäres  und 
führt  Polarkoordinaten  ein: 

z = r(cos  9 * sin  9),  ^ = JK(cos  '9-  + ^ sin  '9') , 

so  ergibt  sich  für  den  reellen  Teil  u(r,  9): 

27t 

u(r,  9)  = ^ / u(B,  S')  -^2 — ^ ^ — 7^ n — r 

^ ^ — 2jBr  cos  (9- — 9) -{- 

0 

Für  ^ = 0 folgt  speziell,  daß  der  Wert  im  Mittelpunkt  gleich 
dem  arithmetischen  Mittel  der  Randwerte  ist.  (Poisson,  J.  ec. 
polyt.  11,  18.  cah.  (1820)  S.  417.) 

Das  Integral  F{z)  = sich  auch  bilden, 

© 

wenn  f nicht  als  reguläre  Funktion  gegeben  ist,  sondern  wenn 
man  die  Werte  /’(^)  auf  ^ beliebig  so  vorschreibt,  daß  das  Inte- 
gral existiert.  Man  kann  dann  leicht  zeigen,  daß  F(^z)  im  In- 
neren von  © regulär  ist  (ebenso  auch  im  Äußeren).  Jedoch 
wäre  es  falsch,  anzunehmen,  daß  die  vorgegebenen  Werte  /’(^) 
auf  ® die  Werte  wären,  denen  F(z)  zustrebt,  wenn  z gegen 
den  Rand  ® wandert.  Dies  läßt  sich  durch  einfache  Beispiele 
widerlegen  (vgl.  Osgood,  Lehrb.  der  FunJctionentheorie  1,  2.  Aufl. 
1912,  S.  297).  Eine  notwendige  und  hinreichende  Bedingung, 
unter  der  jener  Schluß  richtig  ist,  s.  bei  J.  L.  Walsh,  C.  IL 
178  (1924)  S.  58. 

Anders  ist  es  bei  der  Poissonschen  Formel.  Hier  gilt  der 
Satz  (Schwarz,  Ges.  Abh.  2 S.  185):  Ist  Z7(9’)  eine  beschränkte, 
für  0 ^ -ß*  ^ 2 7C  definierte  reelle  Funktion  mit  höchstens  end- 
lich vielen  Unstetigkeiten,  so  stellt  das  Poissonsche  Integral 

27f 

— 2JKrcoa(9’  — + 

0 

eine  Funktion  u{rjcp)  dar,  die  im  Innern  des  Kreises  |r|<i? 
als  reeller  Teil  einer  regulären  Funktion  aufgefaßt  werden  kann 
und  bei  radialer  Annäherwng  an  die  Stetigkeitsstellen  den  Rand- 
werten Ü zustrebt. 
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Die  durch  die  Cauchysche  Integralformel  gewonnene  ana- 
lytische Darstellung  einer  regulären  Funktion  erlaubt  folgende, 
die  in  diesem  Begriff  liegende  Einschränkung  besonders  scharf 
beleuchtende  Tatsache  abzuleiten: 

Eine  reguläre  (also  als  einmal  differenzierbar  vorausgesetzte) 
Funktion  ist  beliebig  oft  differenzierbar,  und  zwar  ist 


wo  eine  den  Punkt  z einmal  im  positiven  Sinne  umlaufende,  ganz 
dem  Regularitätsgebiet  angehörende,  rektifizierbare  Kurve  ist. 
In  der  Cauchyschen  Integralformel  kann  also  unter  dem  Integral- 
zeichen differenziert  werden  (Oauchy,  Äutogr.  Abh.  von  1831 
{zitiert  S.  702),  S.  8 = Exerc.  d’anal  2 (1841)  S.  53). 

Insbesondere  ist  demnach  selbst  wieder 

eine  reguläre  Funktion,  ihre  Komponenten  sind  also  differenzier- 
bar und  erfüllen  die  C au chy -Riemannschen  Differentialglei- 
chungen, woraus  folgt,  daß  u die  Laplacesche  Differentialgleichung 

d^u  __  ^ 

dx^  dy^ 

oder  abgekürzt  Atf  = 0 erfüllt. 

Ebenso  ist  A^/'  = 0. 


Die  Komponenten  einer  regulären  Funktion  sind  also  Potential- 
funktionen  oder  harmonische  Funktionen. 

Ist  eine  Potentialfunktion  u gegeben,  so  kann  man  die  zu 

illr  „konjugierte“  v,  die  den  Bedingungen 

genügt  (und  daher  selbst  wieder  die  Gleichung  A«;  erfüllt  und 
eine  Potentialfunktion  ist),  bis  auf  eine  Konstante  durch  ein 
Linienintegral 

Cdv  ^ dv  r du  dUj 

finden,  da  die  Integrabilitätsbedingung  wegen  A^«  — 0 erfüllt 
ist  {Bep.  Ii,  Kap.  VIII,  § 6,  S.  505). 

Von  hier  aus  versteht  man  auch,  daß  die  Randwerte  einer 
regulären  Funktion  nicht  beliebig  gegeben  werden  können,  da 
z.  B.  für  den  Kreis  durch  den  reellen  Teil  der  Randwerte  be- 
reits der  reelle  Teil  im  Innern  und  damit  auch  der  imaginäre 

Pascal,  Eepertorium  I.  2.  2.  Aufl.  45 
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Teil  bis  auf  eine  Konstante  im  Innern  bestimmt  sind,  folglich 
auch  die  Eandwerte  des  imaginären  Teils. 

Der  Cauchysche  Satz  ist  in  gewissem  Sinne  umkehrbar, 
denn  .es  gilt  der 


. Satz  von  Morera  (Ist.  Lomb.  Bend.(2)  19  (1886)  S.  304): 


Ist  eine  Funktion  in  einem  Bereiche  eindeutig  und  stetig 
und  ist  J*f{z)dz.f  erstreckt  über  jede  beliebige,  geschlossene,  ganz 


zu  dem  Bereiche  gehörige  rektifizierbare  Kurve,  gleich  0,  so  ist 
f{s)  regulär.  (Eine  Verallgemeinerung  s.  Osgood,  Lelirb.  der 
FunMionentheorie  1,  2.  Aufi.  1912,  S.  302.) 


Der  absolute  Betrag  einer  regulären  Funktion. 

Aus  der  C au chy sehen  Formel  folgt,  daß  \f{z)\  im  Innern 
eines  Regularitätsgebietes  kein  Maximum  haben  kann,  außer  wenn 
f(z)  = const.  ist.  Ist  f(z)  auch  noch  auf  dem  Rande  des  Gebietes 
regulär  oder  wenigstens  stetig,  so  wird  das  in  dem  abgeschlos- 
senen Bereich  notwendigerweise  vorhandene  Maximum  von  | f(z)  | 
in  mindestens  einem  Randpunkt  angenommen  (vgl.  auch  S.  735). 

Ist  f(z)  in  einem  (ein-  oder  mehrfach  zusammenhängenden) 
Gebiet  (3  regulär,  so  schlagen  wir  um  einen  festen  Punkt  (inner- 
halb oder  außerhalb  Öi)  Kreise,  deren  Peripherie  ganz  in  © liegt 
(falls  es  solche  gibt).  Das  Maximum  von  \f{z)\  auf  dem  Rande 
des  Kreises  vom  Radius  r nennen  wir  M(r).  Gehört  das  Innere 
des  Kreises  zu  ©,  so  ist  M(r)  zugleich  das  Maximum  für  die 
abgeschlossene  Kreisfläche,  und  bei  wachsendem  r wächst  auch 
M(r).  Genaueres  über  das  Verhalten  von  M(r)y  auch  im  allge- 
meinen Fall,  sagt  der 

Dreikreisesatz  von  Hadamard  (Bull.  Soc.  M.  24=  (1896) 
S.  186;  einfacher  Beweis  bei  Landau,  und  Begrün- 

dung einiger  neuerer  Ergebnisse  der  FunMionentheorie.  Berlin 
1916,  S.  76,  vgl.  auch  S.  14):  Ist  f(z)  in  einem  Kreisring  regulär 
und  ^ 0,  so  ist  lg  M(r)  eine  konvexe  Funktion  von  lg  r,  d.  h. 
ist  0 < rj,  < ^2  < rg  und  f(z)  in  r^^\z  \ ^r^  regulär,  so  be- 
steht die  Ungleichung 


Igri  Igrj  Igfg 
lgjf(r,)  lgJf(r2)  lgM(r,) 
111 


^0. 


(Geometrisch:  Konstruiert  man  die  Punkte  P{r)  mit  den  Abszissen 
Igr  und  den  Ordinaten  Igilf(r),  so  hat  das  Dreieck  P{r^)F{r2)P{r^) 
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positiven  Flächeninhalt,  der  Umlaufssinn  JP{r^  — > 
ist  also  der  positive  oder:  Pir^)  liegt  imterhdPo  der  Verbindungs- 
strecke P{r^)P(r^).) 

Eine  Verallgemeinerung  dieses  Satzes  ist  der  ^ 

Dreigeradensatz  (Doetsch,  Math.  Zeitsehr.  8 (1920) 
S.  237):  Es  werde  0 = x 'j-  yi  gesetzt,  und  es  sei  a?!  < iCg  < 373- 
Ist  f{0)  in  dem  Streifen  ^x  mit  eventueller  Ausnahme 

von  0 = 00  regulär,  beschränkt  und  ^ 0 und  bezeichnet  L(pc) 
die  hiernach  endliche  obere  Grenze  von  | /*(^:)  | auf  der  Geraden 
^0  — X ^ ^ ajg) , so  ist  IgX(ic)  eine  konvexe  Funktion 


von  a?,  d.  h. 


^1  ^2  ^3 

111 


^0. 


Aus  dem  Dreigeradensatz  folgt,  daß  der  Dreikreisesatz  auch 
noch  gilt,  wenn  die  Funktion  in  dem  Kreisring  beliebig  (auch 
unendlich)  vieldeutig  ist  (vgl.  S.  728). 

Wendet  man  den  Dreigeradensatz  auf  die  Funktion  e^^^^ 
an,  für  die  (s.  S.  716)  ist,  so  erhält  man  einen 

Satz  über  den  Realteil  oder  w.  d.  i.  über  Potential funlctionen: 
Ist  eine  Potentialfunktion  in  einem  Streifen  beschränkt,  so  ist 
ihre  obere  Grenze  auf  parallelen  Geraden  eine  konvexe  Funktion 
des  Abstandes.  — Durch  Spezialisierung  findet  man  einen  dem 
Hadamar dschen  Satz  analogen  Satz  über  das  Maximum  A(r) 
des  Realteils  ^f{/)  auf  dem  Kreis  vom  Radius  r um  einen 
festen  Punkt. 

M{r)  läßt  sich  durch  A{r)  abschätzen  nach  dem 

Satz  von  Caratheodory  (s.  Landau,  Darstellung  u/nd 
Begründung  usw.  S.  89):  Ist  f{0)  für  \^\^B  regulär,  so  gilt 
für  0 < r < E: 


§ 5.  Darstellung  durch  Reihen. 

Eine  analytische  Darstellung  der  regulären  Funktionen 
wii’d  durch  die  Cauchysche  Integralformel  geliefert.  Eine  wei- 
tere ergibt  sich,  wenn  man  die  hierin  vorkommende  Funktion 

in  eine  Potenzreihe  entwickelt  und  gliedweise  integriert. 
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Zunächst  werden  darum  die  wichtigsten  Sätze  über  Reihen  zu- 
sammengestellt 

Allgemeine  Reihen. 

Die  erste  strenge  Begründung  der  Reihensätze  für  komplexe 
Größen  findet  sich  bei  Gauch  y,  Gours  ä*  analyse( Analyse  algehrique) 
1821  = (Euvres  (2)  3 S.  230.  Grundlegend  ist  auch  die  Be- 
handlung der  Binomialreihe  von  Abel  {J.  f.  Math.  1 (1826) 
S.  311)  gewesen.  Wegen  der  Grundbegriffe  vgl.  Bep.  Ij,  Kap.  VI, 
§ 2 u.  3. 


Statt  von  einer  Reihe  x ' f„  (^)  kann  man  auch  von  einer 

1 

Folge,  d.  i.  eine  abzählbare  Menge  von  Funktionen  in  bestimmter 
Anordnung  F^{z),  F^iß),  . . .,  sprechen.  Die  Partialsummen  einer 
Reihe  bilden  nämlich  eine  Folge,  und  aus  einer  Folge  kann  man 
umgekehrt  eine  Reihe  bilden,  deren  Partialsummen  die  Glieder 
der  Folge  sind.  Eine  Folge  heißt  konvergent,  wenn  die  entspre- 
chende Reihe  konvergiert;  analog  bei  der  folgenden  Definition. 

Eine  Reihe  fx{ß)-\-  /2W  + * * * ''^on  Funktionen,  die  sämt- 
lich in  einem  Bereich  definiert  sind,  heißt  in  diesem  Bereiche 
gleichmäßig  Tconvergent,  wenn  zu  jeder  (beliebig  kleinen)  Zahl 
d > 0 eine  ganze  Zahl  N so  bestimmbar  ist,  daß  für  jedes  s 
in  dem  Bereich 

1 + fn  + M + • ■ • + /■„+,«  I < « 

wird,  wenn  nur  n ^ N und  p 0 ist  {N  darf  also  nur  von  d, 
nicht  aber  von  0 ahhängen).  (Weierstraß  1880,  Werhe  2 
S.  202.  Über  verschiedene  Arten,  die  gleichmäßige  Konvergenz 
zu  definieren  s.  ebenda  und  ferner  Hardy,  Proc.  ofthc  Cambridge 
Philos.  Soc.  19  (1918)  S.  148.) 

Das  wichtigste  Mittel  zum  Nachweis  der  gleichmäßigen 
Konvergenz  ist  die 

Weierstraßsche  Majorantenmethode  (^WerJce  2 S.  202): 
Hat  jedes  Reihenglied  in  dem  Bereich  eine  „Majorante‘‘  m,„,  d.  h. 


ist  dort  f(ß)^m^niLd  ist  m„  konvergent,  so  konvergiert 
80  1 

in  dem  Bereich  absolut  und  gleichmäßig. 


Die  gleichmäßige  Konvergenz  ist,  wie  Weierstraß,  dem 
dieser  Begriff  schon  1841  geläufig  war  {Werhe  1 S.  67,  81),  zuerst 
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erkannte,  von  größter  Bedeutung  für  die  Analysis,  da  er  wich- 
tige Eigenschaften  der  Reihenglieder  auf  die  Summe  der  Reihe 
zu  übertragen  gestattet,  was  bei  einfacher  Konvergenz  nicht 
der  Fall  ist.  So  gelten  die  Sätze: 

Eine  in  einem  Bereiche  gleichmäßig  konvergente  Reihe  von 
stetigen  Funktionen  stellt  eine  stetige  Funktion  dar. 

Streben  die  Glieder  einer  in  einem  Bereiche  gleichmäßig 
konvergenten  Reihe  von  Funktionen  sämtlich  gegen  0,  wenn  ß 
sich  einem  Punkte  Zq  des  Bereiches  nähert,  so  strebt  auch  der 
Summenwert  gegen  0 für  z 

Eine  gleichmäßig  konvergente  Reihe  von  integrierharen 
Funktionen  stellt  eine  integrierhare  Funktion  dar,  und  das  Inte- 
gral längs  einer  Kurve  in  dem  betr.  Bereich  kann  durch  glied- 
weise Integration  der  Reihe  erhalten  werden. 

Diese  Sätze  haben  sämtlich  ihre  Analoga  im  Reellen.  Nicht 
so  steht  es  mit  dem  deshalb  sehr  merkwürdigen 

Weierstraßschen  Doppelreihensatz  {WerTze  2 S.  201): 
Eine  in  einem  Bereich  gleichmäßig  konvergierende  Reihe  von 
daselbst  regulären  (d.  h.  differenzierbaren)  Funktionen  stellt  eine 
dort  reguläre  Funktion  dar.  Die  Ableitung  kann  durch  glied- 
weises Differenzieren  gewonnen  werden  und  die  so  entstandene 
Reihe  ist  selbst  wieder  gleichmäßig  konvergent,  kann  also  wie- 
derum differenziert  werden  usw.  (Der  Naine  „Doppelreihensatz“ 
rührt  daher,  daß  für  Weierstraß  jede  der  als  Reihenglieder  vor- 
kommenden Funktionen  selbst  wieder  durch  eine  Potenzreihe 
dargestellt  wird,  vgl.  S.  713  und  III.Abschn.  Weier  str  aß  hat  den 
fundamentalen  Satz  bereits  1841  in  der  damals  nicht  veröffent- 
lichten Abhandlung  Werhe  1 S.  67  bewiesen.  Sehr  einfach  ge- 
staltet sich  der  Beweis  auf  Grund  des  Mo r er a sehen  Satzes 
(S.  706),  so  z.  B.  Osgood,  Lehrbuch  2.  Aufl.  S.  304.) 

Die  gleichmäßige  Konvergenz  ist  für  die  Regularität  der 
dargestellten  Funktion  hinreichend,  aber  nicht  notwendig;  siehe 
ein  Beispiel  bei  Runge,  Acta  Math.  6 (1885)  S.  245.  Eine 
notwendige  und  hinreichende  Bedingung  hat  Ar z ela  angegeben 
(Bend.  ist.  Bologna  1887/88,  S.  25). 

Wesentliche  Verallgemeinerungen  des  Weierstraßschen  Satzes 
sind  der  Satz  von  Stieltjes  (Corresp.  d’Hermite  et  de  Stieltjes  2 
(1905)  S.  368)  und  der  diesen  umfassende 

Satz  von  Vitali  (Ist.  Lomb.  Bend.  (2)  36  (1903)  S.  772; 
Ann.  di  Mat.  (3)  10  (1904)  S.  65),  der  von  Porter  (Ann.  of 
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Math.  (2)  6 (1904 — 1905)  S.  190)  wieder  entdeckt  wurde,  s.  auch 
den  besonders  einfachen  Beweis  von  E.  Lindelöf  {BuU.  Soc. 
Math,  de  France  41  (1913)  S.  171)  sowie  von  Jentzsch  (Acta 
Math.iA  (1918)  S.  219):  Wenn  sämtliche  Teilsummen  einer  Reihe 
von  in  einem  offenen  Gebiet  @ analytischen  Funktionen  daselbst 
gleichmäßig  beschränkt  sind  (d.  h.  wenn  sämtliche  Teilsummen 
für  alle  Punkte  von  (S  dem  Betrage  nach  unter  derselben  Zahl 
liegen)  und  wenn  die  Konvergenz  der  Reihe  wenigstens  auf  einer 
Punktmenge,  die  im  Inneren  von  ÖJ  einen  Häufungspunkt  besitzt, 
bekannt  ist,  so  folgt  daraus  schon  die  gleichmäßige  Konvergenz 
in  jedem  abgeschlossenen  Teilbereich;  die  Reihe  stellt  also  in 
eine  reguläre  Funktion  dar. 

Dieser  Satz  von  Vitali  ist  wiederum  ein  Spezialfall  des 

Satzes  von  Caratheodory  und  Landau  {Berl.  Sitmngs- 
her.  1911,  S.  587):  Wenn  sämtliche  Teilsummen  einer  Reihe  von 
in  @ regulären  Funktionen  daselbst  zwei  verschiedene  komplexe 
Werte  auslassen  und  wenn  die  Reihe  in  einer  unendlichen  Punkt- 
menge mit  mindestens  einem  Häufungspunkt  innerhalb  (SJ  konver- 
giert, so  konvergiert  sie  in  jedem  abgeschlossenen  Teilbereich 
gleichmäßig. 


Andere  Verallgemeinerungen  s.  Blaschke,  Leips.  Ber.  67 
(1915)  S.  194;  F.  u.  R.  Hevanlinna,  Acta  soc.  scient.  Fenn.  50, 
Nr.  5 (1922)  [S.  28];  Priwaloff,  C.  R.  178  (1924)  S.  178; 
Math.  Ann.  93  (1925)  S.  149. 


Unter  gewissen  Voraussetzungen  über  den  Rand  des  Gebietes  i 
kann  man  sogar  von  der  Konvergenz  auf  dem  Rand  auf  solche 
im  Innern  schließen  nach  dem 

Satz  von  Ostrowski  (3£ath.-Ver.  31  (1922)  S.  85;  Acta 
litt,  ac  scient,  Szeged  1 (1923)  S.  80;  vgl.  auch  Math.  Zeitschr. 

24  (1925)  S.  215  [S.  223]):  Sind  die  Partialsummen  einer  Reihe 
von  Funktionen,  die  in  einem  von  einer  Jordankurve  3 begrenzten 
Gebiet  regulär  und  auf  einem  Bogen  ß von  3 wenigstens  noch 
stetig  sind,  gleichmäßig  beschränkt  und  konvergiert  die  Reihe  auf 
S,  so  konvergiert  sie  in  jedem  abgeschlossenen  Teilbereich  gleich- 
mäßig. 


Vgl.  auch  Ostrowski,  Math.-Ver.  32  (1923)  S.  185;Ham&. 
Äbh.  1 (1922)  S.  327. 


Sehr  fruchtbar  für  die  in  diesen  Sätzen  behandelten  Fragen 
sowie  für  die  an  die  Picardschen  Sätze  (S.  766)  sich  anschlie- 
ßenden Probleme  ist  der  von  Montel  geschaffene  Begriff  der 
normalen  FunJctionenschar.  Eine  Menge  (abzählbar  oder  nicht) 
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von  in  einem  offenen  Gebiet  regulären  Funktionen  heißt  in  diesem 
Gebiet  normal,  wenn  jede  Teilmenge  wiederum  eine  Folge  enthält, 
die  in  jedem  abgeschlossenen  Teilbereich  gleichmäßig  konvergiert. 

Über  diesen  Begriff  gelten  folgende  Sätze  (Montel,  Ann.  ec. 
norm.  (3)  24  (1907)  S.  233  [S.298];  (3)  29  (1912)  S.  487;t3)  33 
(1916)  S.  223;  Legons  sur  les  series  de  polynomes  ä une  variable 
complexe.  Paris  1910,  S.  20flg.  Zusammenfassend  dargestellt  in 
Julia,  Legons  sur  les  fonctions  u/niformes  ä point  singuUer  essen- 
üel  isole.  Paris  1923,  chap.  III): 

Gehört  eine  Funktionenfolge  zu  einer  in  einem  Gebiet  ^ nor- 
malen Schar  und  konvergiert  sie  in  unendlich  vielen  Punkten,  die 
im  Innern  von  % einen  Häufungspunkt  besitzen,  so  konvergiert 
sie  im  ganzen  Gebiet,  und  zwar  in  jedem  inneren  abgeschlossenen 
Teilbereich  gleichmäßig. 

Wenn  unendlich  viele  in  einem  Gebiet  reguläre  Funktionen 
daselbst  gleichmäßig  beschränkt  sind,  d.  h.  wenn  ihre  Absolut- 
beträge sämtlich  unter  derselben  Schranke  liegen,  so  bilden  sie 
eine  in  dem  Gebiet  normale  Schar.  (Vgl.  hierzu  auch  Koebe, 
Gott.  Nachr.  1908,  S.  337  [S.  349].)  — Hieraus  folgt  der  Satz 
von  Vitali. 

Eine  in  einem  Gebiet  normale  Funktionenschar  ist  in  jedem 
abgeschlossenen  Teilbereich  gleichmäßig  beschränkt. 

Wenn  unendlich  viele  Funktionen  in  einem  Gebiet  regulär 
sind  und  jede  von  ihnen  zwei  verschiedene  endliche  Werte  ausläßt, 
so  bilden  sie  eine  normale  Schar.  — Hieraus  folgt  der  Satz  von 
Caratheodory  und  Landau. 

Über  normale  Scharen  meromorpher  (s.  S.  721)  Funktionen 
s.  Ostrowski,  Math.  Zeitschr.  24  (1925)  S.  215  [S.  224]. 


Potenzreihen. 

Die  für  die  Funktionentheorie  wichtigsten  Reihen  sind  die 


Potenzreihen 


- «o)”- 


Eine  solche  Reihe  konvergiert 


« = 0 

stets  in  mindestens  einem  Punkt,  nämlich  z — Zq.  Es  kann  Vor- 
kommen, daß  dieser  der  einzige  Konvergenzpunkt  ist,  z.  B.  bei 


^nl(e 


« = 0 


• -i.  -D  (^  — 

giert,  z.  B.  2j 


ZqY,  oder  auch,  daß  die  Reihe  für  jedes  z konver- 
Allgemein  gilt  der  Satz: 


« = 0 
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Der  Konvergemhereich  einer  Potenzreihe  — «q)”  ist 

«=ü 

stets  ein  Kreis  um  den  Punkt  dessen  Radius  r,  der  „Konver- 
genzradius“, sich  folgendermaßen  aus  den  Koeffizienten  bestimmt: 

y.  _ 1 

lim  sup  Vl  c„  1 
« =00 

(Cauchy,  Cours  d’anäl.  (Analyse  algebrique)  1821,  S.  286  = 
®uvres  (2)  3 S.  240;  ganz  exakt  erst  bei  Hadamard,  C.  B. 
106  (1888)  S.  259.)  Dabei  kann  r = 0 oder  oo  sein. 

Der  Satz  ist  so  zu  verstehen,  daß  im  Inneren  des  „Kon- 
vergenzkreises“, d.  b.  für  \z  — ^0  I sicher  Konvergenz,  im 
Äußeren,  d.  b.  für  \0  — \ > r,  sicher  Divergenz  stattbat.  Auf 

dem  Rande  \z  — I ^ ^ können  alle  Möglichkeiten  verkommen: 

durchweg  Konvergenz,  z.  B. 


Divergenz,  „ „ 


teilweise  Konv.,  teilweise  Div.,  „ „ 

(Alle  drei  Reihen  haben  den  Konvergenzradius  1.) 

Eine  Potenzreihe  konvergiert  im  Inneren  ihres  Konvergenz- 
kreises sogar  absolut  und  in  jedem  kleineren  Kreise  gleichmäßig , 
stellt  also  im  Inneren  des  Konvergenzkreises  eine  stetige  und 
nach  dem  Weierstraß  sehen  Satz  sogar  reguläre  Funktion  dar. 
Die  Reihe  kann  gliedweise  integriert  und  differenziert  werden,  der 
Konvergenzradius  bleibt  dabei  erhalten. 

Die  Stetigkeit  dehnt  sich  sogar  in  eingeschränktem  Sinne 
auf  die  Punkte  der  KonvergeDZgrenze  aus,  wo  die  Reihe  noch 
konvergiert  nach  dem 

Satz  von  Abel  (J.  f.  Math.  1 (1826)  S.  311  = (Euvres  1 

00 

S.  2 1 9) : Konvergi  ert  eine  Potenzreihe  f{z)  ==  (z — z^"^  in  einem 

0 

Punkt  ^ der  Konvergenzgrenze,  so  konvergiert  sie  auf  dem  Radius 


0 
00 

2 


(^  — ^o)” 

n 
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von  Sq  nach  ^ gleichmäßig  und  stellt  daher  eine  dort  stetige  Funk- 

00 

tion  dar.  Es  ist  also  — > s wenn  0 radial 

0 

gegen  ^ wandert.  — 


Nach  Stolz  {ZeitscJir,  Math.  Fhys.  29  (1884)  S.  127,  im 
Anschluß  an  20  (1875)  S.  369)  ist  sogar  f{s)  —>  s,  wenn  0 sich 
gegen  ^ auf  einer  Jordankurve  bewegt,  die  zwischen  zwei  in  ^ 
endenden  Kreissehnen  liegt.  Dagegen  läßt  sich  durch  Gegen- 
beispiele zeigen,  daß  der  Satz  nicht  für  beliebige,  in  ^ endigende 
Kurven  richtig  ist,  nicht  einmal,  wenn  diese  eine  sich  stetig 
ändernde  Tangente  besitzen.  (Vgl.  zu  diesem  Fragenkomplex 
auch  § 24.) 

Aus  der  Konvergenz  in  einem  Punkt  des  Konvergenzkreises 
kann  nicht  auf  die  Regularität  der  dargestellten  Funktion  ge- 


schlossen werden 


Beispiel: 


für 


auch  nicht  um- 


gekehrt I Beispiel 


2' 


x”  für  X 


— 1 


Vollen  Aufschluß  über  den  Zusammenhang  von  Regularität 
und  Entwickelbarkeit  in  eine  Potenzreihe  gibt  der 

Cauchysche  Reihensatz:  Ist  eine  Funktion  f(0)  in 
einem  Gebiet  (S)  regulär  und  ist  0q  ein  innerer  Punkt  von 
so  läßt  sich  /’(^)  eindeutig  in  eine  Reihe  nach  aufsteigenden 
Potenzen  von  0 — 0q  entwickeln; 

00 

f(ß)  = - «0)”. 

n = 0 


deren  Koeffizienten  sich  in  Taylorscher  Art  bestimmen: 


rM 


m) 


n + 


wo  das  Integral  über  eine  0q  einmal  im  positiven  Sinn  um- 
laufende, rektifizierbare  Kurve  ® in  @ zu  erstrecken  ist.  Die  Reihe 
konvergiert  und  stellt  die  Funktion  dar  in  jedem  inneren  Punkte 
des  größten  Kreises  um  0q,  dessen  Inneres  ganz  zu  gehört 
(Cauchy,  Äutogr.  Ahh.  von  1831  (zitiert  S.  702),  S.  7 = Exerc. 
d’anal.  2 (1841)  S.  52;  ferner  Exerc.  d'anal.  1 (1840)  = Oeuvres 
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(2)  11  S.  331  [S.  340]).  Die  Darstellung  ist  eindeutig,  d.  h.  stellt 
eine  Potenzreihe 

00 

71  = 0 

die  Funktion  in  einer  Umgebung  von  0q  dar,  so  ist  a,^  — c^. 
Vgl.  Pringsheim,  Zur  Geschichte  des  Taylor  sehen  Lehrsatzes 
{Bibi.  Math.  (3)  1 (1900)  S.  433,  insbesondere  von  S.  467  an). 

Eine  in  der  ganzen  ;S-Ebene  mit  Ausnahme  von  0 = 00  regu- 
läre Funktion  wird  durch  eine  beständig,  d.  h.  für  alle  endlichen 
0 konvergierende  Potenzreihe  dargestellt.  Eine  solche  Funktion 
heißt  eine  ganze  FunMion. 

Bricht  man  eine  Potenzreihe  mit  dem  ^ten  Gliede  ab: 

f{s^  = Cq  C^{0  — ^0)  + • * ■ + ~ ^oT~^  + 

SO  läßt  sich  der  Best  B^{z)  folgendermaßen  darstellen: 

= («  — ^o)"  YiTiJa — Ä.r  (i: — i)  ^ ■ 

Abschätzung  der  Koeffizienten  und  des  Bestes:  Ist 
B der  ßadius  des  Konvergenzkreises,  ferner  0 <ir  <i  B und  M 
das  Maximum  von  \f{0)\  auf  dem  Kreise  [z  — | ==  r,  so  ist 


{Cauchy,  Autogr.  Abh.  von  1831  (zitiert  S.  702)),  S.  8 = Exerc. 
d’anal.  2 (1841)  S.  53.) 

Ist  L die  Länge  von  ^ (s.  oben),  g,  das  Maximum  von  f{z)  auf 
(S^,  Q der  Eadius  eines  ganz  in  © liegenden  Kreises  um  Zq,  d 
der  Abstand  dieses  Kreises  von  d.  h.  die  kleinste  Entfernung 
eines  Punktes  der  Kreisperipherie  von  so  gilt  für  alle  in  dem 
Kreise  liegenden  zi 

(Vgl.  z.  B.  Osgood,  Lehrb.  d.  FunMionentheorie  1,  2.  Aufl., 
S.  317.) 

Bedient  man  sich  statt  der  regulären  Funktionen  ihrer  Dar- 
stellung durch  Potenzreihen,  so  gewinnt  der  Weier straßsche 
Doppelreihensatz  (vgl.  S.  709)  die  diesen  Namen  erklärende  Gestalt: 

Konvergiert  eine  Reihe,  deren  Glieder  Potenzreihen  in 
Z — Zq  sind  (d.  h.  eine  Doppelreihe)  in  einem  Kreise  gleich- 
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mäßig,  so  läßt  sie  sich  als  einfache  Potenzreihe  schreiben,  deren 
Glieder  durch  Addition  der  gleich  hohen  Potenzen  der  ursprüng- 
lichen Reihen  erhalten  werden  können  und  die  in  demselben 
Kreise  konvergiert. 

Aus  der  Eindeutigkeit  der  Potenzreihenentwicklung  und  der 
Bestimmtheit  der  Koeffizienten  durch  die  Ableitungen  folgen 
die  Sätze: 

Haben  zwei  reguläre  Funktionen  in  einem  inneren  Punkt 
des  Regularitätsgebietes  die  Werte  und  sämtliche  Ableitungen 
gemein,  so  stimmen  sie  überhaupt  überein. 

Stimmen  zwei  in  einem  Gebiet  reguläre  Funktionen  in 
einem  Teilgebiet  überein,  so  stimmen  sie  im  ganzen  Gebiet  über- 
ein (Identitätssatz). 

Stimmen  zwei  reguläre  Funktionen  in  den  Punhten  einer 
unendlichen  Menge  mit  einem  im  Innern  des  Regularitätsgebiets 
liegenden  Häufungspunkt,  also  z.  B.  auf  einer  Kurve,  überein, 
so  sind  sie  identisch. 


Die  Exponential-  umd  trigonometrischen  Funhtionen  definiert 
man  im  Komplexen  durch  ihre  aus  dem  Reellen  bekannten  Po- 
tenzreihen : , , ^ 


e^  = i + ~ + ^ + ^ + ~ + 


cos^  = 1 


_ -i-  „ 

2!  “ 4! 


sin^  = 


z 

V. 


die  für  alle  endlichen  z konvergieren.  Aus  dieser  Definition  er- 
gibt sich  die  Eulersche  Formel; 

= cos  5? -f  i sin 


die,  auf  die  reelle  Variable  cp  angewandt,  gestattet,  die  komplexe 
Zahl  in  Polarkoordinaten  z — r (cos  g>  -j-  i sin  cp)  in  der  Form 
z ~ r zu  schreiben.  Ferner  ist 

= cos  — isin  z, 


also 


cos^ 


c- 


sin^  = 


2t 


Wegen  der  absoluten  Konvergenz  können  zwei  Potenzreihen 
nach  der  sog.  Cauchyschen  Pegel  multipliziert  werden,  d.  h.  durch 
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gliedweise  Multiplikation  und  Zusammenfassung  der  gleichholien 
Potenzen  von  zi 

00  00  00 

==  ^ («0  H 1"  %^o) 

«1  = 0 « = 0 * = 0 

(vgl.  Rep.  Ij,  S.  428).  Hieraus  ergibt  sich  das  Additionstheorem 
der  Exponentialfunktion: 

e‘i  + ^2  = e^i 

Da  wegen  der  Eulerschen  Formel  ^ = 1 ist,  so  folgt  im  = 2 nii 
+ ^ Exponentialfunktion  ist  im  Komplexen 

periodisch  mit  der  rein  imaginären  Periode  27ti.  — Analog  oder 
auch  hieraus  direkt  folgt,  daß  cos  z und  sin  z die  aus  dem  Reellen 
bekannten  Additionstheoreme  und  die  Periode  27C  besitzen. 

e®  verschwindet  wie  im  Reellen  so  auch  im  Komplexen  für 
keinen  Wert  z — Zq^  weil  es  sonst  wegen  für  jeden 

Wert  Zq  verschwinden  müßte.  Es  ist 

also  I ^ i ==  = 3^- 

Nullstellen. 

Ist  f{z)  für  z a regulär  und  f{a)  = 0,  so  verschwindet 
in  der  Cauchy-Taylorschen  Entwicklung  nach  Potenzen  von  z — a 
das  absolute  Glied.  Es  können  aber  noch  mehr  Glieder  gleich 
0 sein.  Ist  ^ l)  der  erste  nicht  verschwindende  Koeffizient: 

- 00 

« = w 

d.  h.  ist 

f{a)  = f{a) = 0,  f^\a)  + 0, 

SO  heißt  a eine  JSfullstelle  fiter  Ordnung  oder  eine  |it-fache  Null- 
stelle für  f{z). 

Nullstellen  (allgemeiner:  Stellen,  wo  die  reguläre  Funktion 
denselben  Wert  c annimmt)  können  nicht  im  Innern  des  Regu- 
laritätsgebietes  eine  Häufungsstelle  haben,  ohne  daß  die  Funk- 
tion identisch  verschwindet  (bzw.  konstant  ist).  Ist  also  eine 
Funktion  im  Innern  und  auf  dem  Rande  eines  Bereiches  regulär,, 
so  liegen  im  Innern  nur  endlich  viele  Nullstellen. 
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Satz  von  Hurwitz  (Math.  Ann.  33  (1889)  S.  246):  Die 
Folge  /*2(^)5  • • •?  wo  die  f^i^)  sämtlich  in  einem  Gebiet  ® 

regulär  sind,  konvergiere  in  % gleichmäßig  gegen  eine  (mithin 
reguläre)  Grenzfunktion  f{ß).  Die  Nullstellen  der  (z)  — kommt 
dieselbe  Nullstelle  bei  mehreren  vor,  so  ist  sie  n^hrfach  zu 
zählen  — bilden  eine  Menge  911,  die,  wenn  sie  unendlich  ist, 
Häufungspunkte  hat.  Ist  keines  der  f^{d)  = 0,  so  ist  jeder  im 
Innern  von  liegende  Häufungspunkt  von  eine  Nullstelle  von 
f(z)  und  umgekehrt:  Ist  f{z)  ^ 0,  so  ist  jede  Nullstelle  von  f{z) 
im  Innern  von  ein  Häufungspunkt  von  911,  und  zwar  liegen  in 
einer  sonst  nullstellenfreien  Umgebung  um  eine  r-fache  Nullstelle 
von  f{z)  genau  r Nullstellen  von  — mehrfache  Nullstellen 
mit  ihrer  Vielfachheit  gezählt  — , sobald  v eine  von  der  Umgebung 
abhängige  Zahl  übersteigt. 


Laurentscher  Satz. 

Ist  eine  Funktion  in  einem  konzentrischen  Kreisring  um  den 
Punkt  a mit  den  Radien  r und  B (r  <(  B,  es  kann  speziell  r = 0 
oder  B = (X)  sein)  regulär,  so  läßt  sie  sich  eindeutig  in  eine 
Reihe  nach  positiven  und  negativen  Potenzen  von  z — a entwickeln : 

+ 0O  00—00 

/■(«) = 2 ««(« - “)”  =2"  +2  ’ 

— 00  0 —1 


deren  Koeffizienten  sich  durch  die  Formel  bestimmen: 


« =_.i_  r m) 

e 

wobei  eine  im  Ringgebiet  liegende,  den  Punkt  a einmal  im 
positiven  Sinn  umlaufende,  rektifizierbare  Kurve  ist.  (Laurent, 
C.  B.  17  (1843)  S.  938;  schon  1841  von  Weierstraß  bewiesen, 
aber  nicht  publiziert,  Werke  1 S.  51,  vgl.  auch  Pringsheim, 
Münch.  Ber.  25  (1895)  S.  75;  Math.  Ann.  47  (1896)  S.  121.) 
Der  Koeffizient  a_^  ist,  falls  r = 0 ist,  das  Residuum  von  f{z) 
im  Punkte  a.  - 


Die  Reihe  konvergiert  im  ganzen  Innern  des  größeren, 

^ . ?• 

Xi  ganzen  Äußeren  des  kleineren  der  beiden,  das  Ring- 


—1 

gebiet  begrenzenden  Kreise. 
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Dirichletsche  Reiben. 

Diese  Reiben  stellen  eine  YeraUgemeinerung  der  Potenz- 
reiben dar.  Man  versteht  unter  einer  Diricbletscben  Reibe  eine 
Reibe  der  Form^) 

00 

/■(s) 

71  = 1 


WO  die  beliebige  komplexe,  die  reelle,  gegen  oo  wachsende 
Zahlen  sind:  < • • •,  — > oo  für  w — > cx) . (Ausführliche 

Darstellung  der  Theorie  in  Landau,  Handbuch  der  Lehre  von 
der  Verteilung  der  Primzahlen^  Leipzig  1909,  1 S.  103,  2 S.  723; 
Hardy  and  Riesz,  The  general  theory  of  Dirichlefs  series,  Cam- 
bridge Tracts  Nr.  18.) 

Ist  X^  = Ign,  so  liegt  eine  sog.  spezielle  Dirichletsche  Reibe 


vor.  Der  Fall  X^  = n geht  durch  die  Substitution  e~^  — z 

71  = 1 

in  eine  gewöhnliche  Potenzreihe  über.  Dieselbe  Substitution  macht 

00 

aus  der  allgemeinen  Diricbletscben  Reihe  eine  Potenzreihe  a^  z^n 

71  = 1 

mit  beliebigen  reellen  Exponenten.  Wegen  der  Mehrdeutigkeit 
der  Potenzen  z^^  muß  man  für  eine  solche  „irreguläre“  Potenz- 
reihe im  allgemeinen  statt  der  ^-Ebene  die  Riemannsche  Fläche 
des  Logarithmus  zugrunde  legen  (s.  III.  Abschnitt,  § 8). 

Es  kann  Vorkommen,  daß  eine  Dirichletsche  Reihe  überall 


konvergiert  I wie 


oder  nirgends  konvergiert  (wie 


n\ c””*  ).  Liegt  keiner  dieser  extremen  Fälle  vor,  so  kon- 

77  = 1 

vergiert  sie  in  einer  gewissen  Halbebene  während  sie 

in  der  anderen  Halbebene  o < a divergiert.  (In  den  Punkten 
mit  G = a kann  sie  konvergent  oder  auch  divergent  sein.)  Wenn 
sie  nämlich  in  einem  Punkte  Sq  konvergiert  oder  ihre  Partial- 
summen daselbst  nur  beschränkt  sind,  so  konvergiert  sie  in  jedem 
Punkte  mit  Bs'^Bsq  (Jensen,  Tidsskrift  for  Math.  (5)  2 (1884) 


1)  Es  ist  bei  den  Diricbletscben  Reihen  üblich,  die  Variable  mit  s 
zu  bezeichnen  und  s = <>-[-  U’  zu  setzen. 
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S.  63).  Die  Begrenzung  der  Konvergenzhalbebene  beißt  die  Kon- 
vergenBgerade^  ihr  Schnittpunkt  mit  der  reellen  Achse  die  Kon- 
vergemabszisse  a der  Reihe.  In  den  beiden  extremen  Fällen  ist 
a = — Oü , bzw.  a = + oo . 

Entsprechend  gibt  es  eine  Halbebene  absoluter  KouTergenz 
mit  einer  Abszisse  ß.  Auch  hier  kann  ß = — oo  oder  — + oo 
sein.  Natürlich  ist  ß^cc.  Das  Gebiet  « < u < jS  heißt  der 
Streifen  bedingter  Konvergenz.  Er  kann  verschwinden  (a  ==  ß) 
oder  endliche  Breite  ( — oo<fö</3<  + cx>)  oder  unendliche 
Breite  ( — oo  <C«<Ci3==  + Oü  oder  — oo=»=o''<|3^4-  oo) 
haben. 

Eine  Dirichletsche  Reihe  konvergiert  in  jedem  endlichen, 
abgeschlossenen  Bereich,  der  im  Innern  der  Konvergenzhalbebene 
liegt,  gleichmäßig,  stellt  also  eine  in  der  ganzen  Konvergenzhalb- 
ebene reguläre  Funktion  dar.  Dagegen  gilt  nicht  etwa  in  Ana- 
logie zu  den  Potenzreihen  ein  Satz,  daß  eine  in  einer  Halbebene 
reguläre  Funktion  in  eine  Dirichletsche  Reihe  entwickelbar  sei. 
Selbst  wenn  dies  der  Fall  ist,  besteht  kein  einfacher  Zusammen- 
hang zwischen  dem  Konvergenzgebiet  und  dem  funktionentheo- 
retischen Verhalten  der  dargestellten  Funktion;  es  braucht  z.  B. 
auf  der  Konvergenzgeraden  kein  singulärer  Punkt  zu  liegen.  Eine 
Klärung  der  Frage,  welche  Eigenschaften  die  Entwickelbarkeit  in 
eine  Dirichletsche  Reihe  bedingen,’  ist  neuerdings  von  H.  Bohr 
(Acta  Math.  45  (1924)  S.  29;  46  (1925)  S.  101;  47  (1926) 
S.  237)  durch  Erweiterung  des  Begriffs  der  Dirichletschen  Reihe 
erreicht  worden. 


§ 6.  Isolierte  Singularitäten. 

Ist  eine  Funktion  f(^z)  in  einem  Kreis  mit  Ausnahme  seines 
Mittelpunktes  a (d.  h.  in  einem  Ringgebiet,  dessen  innerer  Kreis 
den  Radius  0 hat)  regulär,  in  a aber  sicher  nicht,  so  heißt  a 
eine  isolierte  singuläre  Stelle,  und  es  können  bei  der  zugehörigen 
Laurentschen  Entwicklung  (S.  717) 

+ 00  — oc 

f(ß)  =2  ~ ~ 

0 -1 

drei  Fälle  Vorkommen: 

— 0© 

1.  enthält  überhaupt  kein  Glied,  d.  h.  a_i=a_^=» 
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Dann  bleibt  f[z)  in  der  Umgebung  von  a beschränkt  und 
bat  für  z a einen  Grenzwert,  nämlich  a^.  Man  kann  nun 
den  Punkt  a dadurch  in  das  Regularitätsgehiet  einbeziehen^  daß 
man  f{z)  für  z ~ a den  Wert  Oq  beilegt,  oder,  falls  f^a)  irgend- 
wie definiert  war,  diesen  Wert  in  abändert.  Durch  Aufhe- 
bung der  ünstetigkeit  kann  man  also  sogar  Begularität,  d.  h. 
Differenzierbarkeit  in  diesem  Punkte  herbeiführen. 

Merkwürdigerweise  gilt  sogar  der  Satz  von  Biemann 
{Dissertation  1851,  § 12=  Werke  2.  Aufl.  S.  3;  schon  vorher 
von  Weierstraß  1841  gefunden,  aber  nicht  publiziert,  Werke  1 
S.  63),  der  das  vorige  Ergebnis  enthält: 

Ist  f{z)  in  einem  Kreis,  abgesehen  vom  Mittelpunkte  a, 
regulär  und  in  diesem  Gebiet  beschränkt,  so  existiert 

lim  f{z)  = Ä. 

z->a 

Setzt  man  f(a)  = A,  so  wird  f{z)  in  a nicht  nur  stetig,  sondern 
sogar  differenzierbar,  d.  h.  im  ganzen  Kreis  regulär.  (In  a lag 
somit  nur  eine  sog.  hebbare  Unstetigkeit  vor.)  Im  Beeilen 
gilt  ein  analoger  Satz  bekanntlich  nicht. 

— 00 

2.  enthält  nur  endlich  viele  Glieder,  das  letzte  von 

-1 

Null  verschiedene  sei  a_^{z  — a)“’”(m  ^ l).  Dann  kann  man 
zu  jeder  (beliebig  großen)  Zahl  ^ > 0 einen  Badius  q so  be- 
stimmen, daß 

I f{z)  \>g  für  0<|^  — a|<p 

ist.  (Man  sagt:  f{z)  wird  bei  Annäherung  an  a „bestimmt  un- 
endlich“.) Dagegen  nähert  sich  {z  — aY^f^z)  für  z —>  a dem 
von  0 verschiedenen  Wert  a_^^.  Nimmt  man  umgekehrt  an, 
daß  es  eine  positive  ganze  Zahl  n gibt,  derart,  daß  (z  — aYf{z) 
in  der  Umgebung  von  a beschränkt  bleibt,  so  folgt  aus  dem 
Satz  von  Biemann,  daß  {z  — a)'"f{z)  für  z —>  a einen  Grenz- 
wert hat,  der  gleich  0 sein  kann,  während  es  eine  positive  ganze 
Zahl  m -^n  gibt,  derart,  daß  {z  — a)‘^f{z)  für  z —>  a einen  von 
0 verschiedenen  Grenzwert  a_^  besitzt.  f{z)  ist  dann  in  der 
Umgebung  von  z = a folgendermaßen  entwickelbar: 


/■(«)  «»(« - 
0 
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Die  beiden  Fälle  sind  also  identisch.  Der  Punkt  a heißt  ein  Pöh 
Ordnung  (nach  Briot  und  Bouquet)  für  f{z)  oder  (nach 

— m 

Weierstraß)  eine  außerwesentUch  singuläre  Stelle. 

-1 

heißt  der  zu  dem  Pol  gehörige  Hauptieil  der  Funktion.  Ist  eine 
Funktion  in  einem  Bereich  bis  auf  Pole  regulär,  so  heißt  sie 
dort  meroynorph. 

— 00 

3.  enthält  unendlich  viele  Glieder.  Dann  heißt  a 

—1 

eine  isolierte  wesentlich  singuläre  Stelle  für  f{z).  Hierfür  gilt  der 

Satz  von  Weierstraß  (1876,  Werke  2 S.  77  [S.  124]):  In 
jeder  Umgebung  einer  isolierten,  wesentlich  singulären  Stelle  a 
kommt  eine  Funktion  jedem  Werte  beliebig  nahe;  d.  h.  ist  d 0 
und  c (komplex)  beliebig  vorgegeben,  so  gibt  es  in  jeder  be- 
liebig kleinen  Umgebung  von  a ein  so  daß 

\f{^)  — c\<ö  ist. 

Ist  umgekehrt  f(z)  in  der  Umgebung  von  a regulär  und 
kommt  f{z)  dort  jedem  Wert  beliebig  nahe,  so  können  die  Fälle 
1.  und  2.  nicht  vorliegen,  also  muß  a eine  wesentlich  singuläre 
Stelle  sein.  Und:  Kommt  f{z)  auch  nur  einem  Werte  nicht  be- 
liebig nahe,  so  liegt  eine  hebbare  Unstetigkeit  oder  ein  Pol  vor. 

Das  Besiduum  einer  Funktion  in  einem  isolierten  singu- 
lären Punkt  ist  gleich  a_^.  Die  Oauchysche  Integralformel  kann 
als  eine  Anwendung  dieses  Satzes  aufgefaßt  werden. 

Der  Punkt  oo. 

Bisher  wurde  in  den  Definitionen  von  Eegularität,  Ordnung 
einer  Nullstelle  und  singuläre  Stelle,  sowie  beim  Cauchyschen  Satz 
der  unendlich  ferne  Punkt  stets  ausgeschlossen.  Wir  definieren 
nunmehr:  Eine  Funktion  soll  im  Punkte  z — oo'  regulär  sein, 
bzw.  eine  Nullstelle  ftter  Ordnung,  bzw.  einen  Pol  vier  Ord- 
nung, bzw.  eine  wesentlich  singuläre  Stelle  haben,  wenn  dies 

bei  als  Funktion  von  0'  für  0' = 0 zutrifft. 

Ist  ^ = 00  ein  regulärer  Punkt,  so  gilt : 

n = 0 


Pascal,  Repertorium  I.  2.  Aufl. 
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Ist  = oo  eine  Nullstelle  fiter  Ordnung,  so  gilt: 


n = fi 

Ist  g"=  oo  ein  Pol  vter  Ordnung,  so  gilt: 

00  V 

(v^l,  c^  + 0). 


n = 0 


n = 1 


Ist  0 — 00  eine  wesentlich  singuläre  Stelle,  so  gilt: 


M 2 ^ (unendlich  viele  c„  + O). 

« = ü n — X 


Die  Laurent -Entwicklungen  konvergieren  für  jeden  Punkt 
außerhalb  eines  hinreichend  großen  Kreises  um  den  Nullpunkt, 
nämlich  des  kleinsten  Kreises,  außerhalb  dessen  f{ß)  regulär  ist 
(bis  eventuell  auf  z = oo). 

Eine  Funktion,  die  keine  Konstante  ist,  kann  nicht  in  der 
ganzen  Ebene  mit  Einschluß  von  0 = 00  regulär  sein.  Dies 
folgt  aus  dem 

Satz  von  Liouville:  Eine  Funktion,  die  in  der  ganzen 
Ebene  (mit  eventuellem  Ausschluß  von  00)  regulär  und  be- 
schränkt ist,  ist  eine  Konstante.  (Eigentlich  von  Cauchy,  C.JR,. 
19  (1844)  S.  1377.) 


Ist  f{0)  in  der  Umgebung  von  0 = 00  mit  eventueller 
Ausnahme  dieses  Punktes  regulär,  so  verstehen  wir  unter  dem 

Besiduum  von  f^z)  für  0=00  das  Integral  ^ f Km  , erstreckt 

über  einen  Kreis,  außerhalb  dessen  und  auf  dem  f(0)  regulär 
ist,  und  zwar  in  dem  Sinne,  daß  die  Umgebung  von  0 = 00 
zur  Linken  liegt. 


Ist 


bn 


+2* 


die  Laurent -Entwicklung  für  den 


0 1 

Punkt  00 , so  ist  das  Residuum  gleich  — . Ist  f(0)  in  = cx> 

regulär,  so  kann  das  Residuum  trotzdem  von  0 verschieden  sein. 
Der  Cauchy  sehe  Satz,  wonach  das  Integral  über  eine  geschlos- 
sene Kurve,  in  und  auf  der  die  Funktion  regulär  ist,  ver- 
schwindet, braucht  also  nicht  zuzutreffen,  wenn  das  Innere  den 
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Punkt  oo  enthält.  Hat  eine  Funktion  in  der  ganzen  Ebene  nur 
endlich  viele  singuläre  Stellen,  so  ist  die  Summe  der  Besiduen, 
einschließlich  dessen  in  0 = og,  gleich  Null. 


Die  rationalen  Funktionen. 

Eine  rationale  Funktion hat  in  der 

Po  + ^1-2  H h 

ganzen  Ebene  mit  Einschluß  des  Punktes  00  keine  anderen 
Singularitäten  als  Pole,  und  umgekehrt:  Eine  Funktion,  die  in 
der  ganzen  Ebene  einschließlich  00  keine  andern  Singularitäten 
als  Pole  hat,  ist  eine  rationale  Funktion.  Hat  sie  speziell  nur 
in  = cx)  einen  Pol,  so  ist  sie  eine  ganze  rationale  Funktion, 
d.  h.  es  ist  Pj  = • • • = = 0 ; Pq  + 0 . Hat  die  rationale 

Funktion  in  den  Punkten  z^  (A  = 1,  ...  r)  Pole  der  Ordnung 
und  in  = 00  einen  Pol  der  Ordnung  (Iq  (im  Falle  der  Re- 
gularität  sei  = O),  so  läßt  sie  sich  in  der  Form  darstellen: 


/■(«)  = 


a^z  ÜQ  Xi 
^=1 


(2  — 


f-  + 


6« 


(Partialbriichzerlegimg). 


Eine  rationale  Funktion  läßt  sich  in  jedem  abgeschlossenen 
Bereich,  der  keinen  Pol  enthält,  beliebig  genau  durch  ganze  ratio- 
nale Funktionen  (Polynome)  approximieren. 

Durch  die  Angabe  ihrer  Nullpunkte  und  Pole  sowie  deren 
Ordnung  ist  eine  rationale  Funktion  bis  auf  eine  multiplikative 
Konstante  bestimmt;  jedoch  muß  die  Anzahl  der  Nullpunkte 
gleich  der  Anzahl  der  Pole  (mit  Einrechnung  des  unendlich 
fernen  Punktes)  sein. 


Die  Anzahl  der  Nullstellen  und  Pole. 

Eine  Funktion  f(^z)  sei  im  Innern  und  auf  dem  Bande 
eines  von  einer  oder  mehreren  geschlossenen,  rektifizierbaren 
Kurven  begrenzten  Bereiches  95  regulär  bis  auf  Pole  im  Innern 
(d.  h.  meromorph),  ferner  auf  der  Berandung  von  0 ver- 
schieden. (In  diesem  Fall  liegen  im  Innern  nur  endlich  viele 
Pole,  da  unendlich  viele  eine  Häufungsstelle  hätten,  die  dann 
weder  ein  regulärer  Punkt  noch  ein  Pol  wäre.)  Dann  ist 

I dz  = Anzahl  der  Nullstellen  minus  Anzahl  der  Pole 
2 7tiJ  f{z) 


46* 


724 


Kapitel  XV.  Funktionentheorie. 


in  53,  wobei  jede  Nullstelle  und  jeder  Pol  mit  der  Vielfachheit 
zu  zählen  ist,  die  durch  die  Ordnung  gegeben  ist. 


Ferner  ist 


^ r/ 

\7ttJ  / 


m 


du  = Summe  der  Nullstellen  minus  Summe  der  Pole, 


jede  Nullstelle  und  jeder  Pol  mit  der  entsprechenden  Vielfachheit 
gezählt. 


Satz  von  Rouche  {J.  ec.  polyt.  22,  39.  cah.  (1862)  S.  193 
ißi  217]):  Sind  zwei  Funktionen  f(z)  und  im  Innern  und 

auf  dem  Rande  eines  Bereiches  55  regulär  und  ist  auf  dem 
Rande  F(g)  =f=  0 und  | f(g)  | < | F(z)  | , so  haben  F(g)  und 
F(g)  -p  f{g)  gleichviel  Nullstellen  im  Innern  von  53. 

Satz  von  Jensen  (^Acta  math.  22  (1899)  S.  359):  Eine 
Funktion  f(z)  sei  im  Innern  des  Kreises  \z  \ <i  B meromorph, 
auf  dem  Rande  regulär  und  von  0 verschieden.  Im  Innern 
mögen  die  Nullstellen  ...  und  die  Pole  » . • . (mehr- 
fache auch  mehrfach  aufgeschrieben)  liegen.  Der  Nullpunkt  sei 
weder  Nullstelle  noch  Pol.  Dann  ist 


(Die  Werte,  deren  Logarithmen  zu  bilden  sind,  sind  positive 
Zahlen  =f=  0.) 

Für  reguläre  Funktionen  folgt  hieraus: 


Ist  eine  Funktion  f{g)  in  und  auf  dem  Kreise  | | ^ -R 
regulär  und  hat  sie  dort  die  Nullstellen  g^.,  ...  (mehrfache 
auch  mehrfach  aufgeschrieben),  von  denen  keine  in  den  Mittel- 
punkt und  auf  den  Rand  fällt,  ist  ferner  auf  dem  Rande 

I f I ^ -^1  so  ist 

i\l/’(o)|R^‘ 

... 


M 


und 


= M 


d.  h.  die  Nullstellen  liegen  sämtlich  außerhalb  des  Kreises  vom 
Radius 

M 
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Ist  cc  die  Anzahl  der  Nullstellen  in  und  auf  dem  Kreise 
^ I ^ ^ < JR,  so  ergibt  sich  aus  dem  letzten  Satz: 

M 


lg 


IA0)l 


= B 

lg  — 


Der  Jensensche  Satz  hat  sich  in  vielen  modernen  Unter- 
suchungen als  äußerst  fruchtbar  erwiesen,  vgl.  z.  B.  Bohr  und 
Landau,  Pal  Circ.  mal  37  (1914)  S.  269;  F.  u.  R.  Nevan- 
linna,  Ada  soc.  scient  Fenn.  50  Nr.  5 (1922),  hier  auch  Ver- 
allgemeinerung; Ostrowski,  Ada  litt,  ac  scient.  Szeged  1 (1923) 
S.  80. 


III.  Abschnitt. 

Analytische  Fortsetzung  und  Riemannsche  Fläche. 

§ 7.  Analytische  Fortsetzung. 

Ist  von  einer  Funktion  f(ß)  bekannt,  daß  sie  in  einem  Be- 
reiche 33  regulär  ist  und  gibt  es  eine  Funktion  F(z).f  die  in 
einem  35  enthaltenden  Bereich  S)  regulär  ist  und  in  33  mit  f{z) 
übereinstimmt,  so  heißt  F(ß)  eine  analytische  Fortsetzung  von 
fiz).  Aus  dem  Identitätssatz  (S.  715)  folgt,  daß  die  analytische 
Fortsetzung  in  einen  größeren  Bereich,  wenn  überhaupt,  so  nur 
auf  eine  Weise  möglich  ist.  Analytische  Fortsetzung  ist  keines- 
wegs identisch  mit  Darstellung  durch  denselben  analytischen 
Ausdruck.  So  stellt  z.  B.  das  Cauchysche  Integral  (vgl.  S.  703) 
im  Innern  der  Integrationskurve  die  Funktion,  im  Äußern  die 
Konstante  0 dar.  (Vgl.  jedoch  die  Borelschen  Untersuchungen 
hierzu,  dargestellt  mit  Literaturangaben  bei  Vivanti-Gutzmer, 
Theorie  der  eindeutigen  analytischen  Funktionen,  Leipzig  1906, 
S.  334;  ferner  Borei,  Leqons  sur  les  fonctions  monogenes  uni- 
formes Tune  variable  complexe,  chap.  III — V,  Paris  1917,  und 
The  Bice  Institute  pamphlet  4 (1917)  S.  22.) 

Fortsetzung  durch  Potenzreihen. 

Die  wichtigste  Art,  eine  reguläre  Funktion  fortzusetzen,  be- 
ruht auf  der  Anwendung  der  Potenzreihen.  Ist  von  einer  Funk- 
tion fiz)  bekannt,  daß  sie  in  einem  Kreise  um  den  Mittel- 
punkt Zq  regulär  ist,  so  kann  man  sie  in  eine  Reihe  nach 
Potenzen  von  ^ — Zq  entwickeln: 
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/■(*)  ■=  ^0  (^  - ^o)  «„(«  - 2o)". 

n = 0 

die  sicher  in  konvergiert.  Es  kann  aber  Vorkommen,  daß 
nicht  der  wahre  Konvergenzkreis  von  ist,  d.  h.  daß 
in  einem  größeren  Kreise  noch  konvergiert.  Da  eine  Potenz- 
reihe in  ihrem  Konvergenzkreis  eine  reguläre  Funktion  darstellt, 
so  ist  damit  f(0)  in  das  größere  Gebiet  analytisch  fort- 
gesetzt. Ist  ein  innerer  Punkt  von  und  der  Kreis  um 
^1,  der  von  innen  berührt,  so  ist  f(z)  in  regulär  und 
daher  in  eine  sicher  innerhalb  konvergente  Eeihe 

00 

»-  = 0 

nach  Potenzen  von  z — z^  entwickelbar,  deren  Koeffizienten  aus 
denen  der  Reihe  berechnet  werden  können: 

und  die  übrigens  durch  Umordnung  aus  der  Reihe 

00 

^o(«  - «o)  = — %)  + («1  - «(.))  «»((«  - h)  + («1  — ^o))” 

« = 0 

00  n 

(”) 

n=0  r=0 

00  00 

(«  - «i)”^  ( r ) “«  (^1  “ ^o)”  ■ " 

v=0  n—v 

entstanden  gedacht  werden  kann.  Konvergiert  nun  aber  über 
hinaus  in  einem  größeren  Kreis  so  ist  damit  f{z)  in  das 
sichelförmige  Gebiet  von  das  über  hinausreicht,  analy- 
tisch fortgesetzt. 

Nun  kann  man  wieder  f{z)  um  einen  in  liegenden 
Punkt  ^2  entwickeln  und  erhält  eine  Potenzreihe  — z^  usw. 
Der  Übergang  von  zu  $j,  ebenso  der  von  zu  ^sw., 
wo  also  der  neue  Entwicklungsmittelpunkt  innerhalb  des  alten 
Konvergenzkreises  liegt,  wird  als  'unmiitelbare  Fortsetzung  be- 
zeichnet. 


§ 7.  Analytische  Fortsetzung. 
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Eine  einzelne  der  hierbei  auftretenden  Potenzreihen  heißt 
ein  Fimktionselement.  Unter  einer  analytischen  Ftmiction  schlecht- 
hin (wobei  also  nicht  wie  im  II.  Abschnitt  von  vornherein  von 
einem  Gebiet  die  Rede  ist,  in  dem  die  Funktion  als  regulär 
bekannt  ist)  versteht  man  nach  Weierstraß  die  Gesamtheit 
aller  Elemente,  die  aus  einem  von  ihnen  durch  analytische  Fort- 
setzung erhalten  werden  können.  Jedes  Element  kann  aus  jedem 
anderen  durch  Bildung  einer  d.  h.  einer  geeignet  ge- 

wählten Folge  von  Funktionselementen,  die  sukzessive  durch  un- 
mittelbare Fortsetzung  auseinander  hervorgehen,  erhalten  werden. 

Die  analytische  Funktion  ist  durch  ein  beliebiges  ihrer 
Elemente  bestimmt.  Die  Konvergenzradien  der  Funktionselemente 
ändern  sich  stetig  mit  dem  Mittelpunkt. 

Auf  einer  Kurve  zwischen  und  mögen  die  Mittel- 
punkte der  Konvergenzkreise  einer  endlichen  oder  unendlichen 
Anzahl  von  Funktionselementen  liegen,  von  denen  je  zwei  auf- 
einanderfolgende durch  unmittelbare  Fortsetzung  auseinander  her- 
vorgehen. Man  sagt  dann,  die  Funktion  sei  von  nach 
längs  der  Kurve  fortgesetzt 

Permanenz  der  Funktionalgleichungen. 

^(^11  ^2»  • • reguläre  Funktion  einer  jeden 

ihrer  Variablen,  wenn  auf  ein  Gebiet  (v  = 1,  . . .,  w),  ^ auf 
ein  Gebiet  beschränkt  wird.  Sie  sei  mit  ihren  ersten  partiellen 
Ableitungen  für  jedes  Wertsystem  . . .,  x^'^  z\  das  dieser  Ge- 
samtheit von  Gebieten  entnommen  ist,  stetig.  Ist  nun  a ein  Punkt 
von  und  — a)  (v  = 1, . . .,  w)  ein  Funktionselement,  das  in 
einer  gewissen  Umgebung  von  z = a nur  Werte  aus  annimmt, 
und  genügen  die  in  einem  Kreis  um  z = a der  Gleichung 

- o),  . . S15„(«  — ay,s)  = 0, 

SO  genügen  auch  etwaige  Fortsetzungen  von  ihnen  innerhalb  des 
Gebietes  derselben  Gleichung,  vorausgesetzt,  daß  auch  sie 
wieder  nur  Werte  aus  den  annehmen.  (Beweis  z.  B.  in  Bie- 
berbach, Lehrbuch  der  Fumktionentheorie  1 (1921)  S.  204.) 

(Sind  z.  B.  einige  der  Ableitungen  der  anderen,  so  ist 
0 = 0 eine  Differentialgleichung  und  man  erhält  einen  sehr 
häufig  benutzten  Spezialfall  des  Satzes.) 

Das  Permanenzprinzip  ist  ein  zweites  wichtiges  Mittel  zur  analy- 
tischen Fortsetzung  von  Funktionen.  Beispiel:  Die  Euler  sehe 

00 

GammafimJction,  die  zunächst  durch  r(z)  — ^ e~*f~^dt  nur  für 

0 
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0 definiert  ist,  aber  vermöge  der  durch  partielle  Inte- 
gration abzuleitenden  Funktionalgleichung  r(z  -f- 1)  = (für 

positiv  ganzzahlige  0 ist  r{0 1)  = ^!)  in  die  ganze  Ebene  mit 
Ausnahme  der  Punkte  0 = 0^  — 1,-2,...  fortgesetzt  werden 
kann,  wo  sie  Pole  1.  Ordnung  besitzt. 

Eine  dritte  Methode  der  analytischen  Fortsetzung  wird  durch 
das  Schwarzsche  Spiegelungsprinzip  (s.  S.  743)  geliefert. 

Mehrdeutigkeit. 

Setzt  man  ein  Funktionselement  längs  eines  geschlossenen 
Weges  fort,  d.  h.  kehrt  man  mit  dem  Entwicklungsmittelpunkt 
in  den  Ausgangspunkt  zurück,  so  kann  es  Vorkommen,  daß  das 
Funktionselement  selbst  sich  nicht  reproduziert;  abermalige  Fort- 
setzung kann  wiederum  ein  neues  Funktionselement  liefern  usw., 
so  daß  man  demselben  Punkte  der  komplexen  Ebene  2,  3,  usw.^ 
eventuell  unendlich  viele  Funktionselemente  zuordnen  muß.  Die 
analytische  Funktion  heißt  dann  mehrdeutig,  bzw.  unendlich  viel- 
deutig. Sie  kann  höchstens  abzählbar  unendlich  vieldeutig  sein 
(Poincare,  Palermo  Circ.  mat.  2 (1888)  S.  197;  Volterra, 
Born.  Äcc.  L.  Bend.  4,  2®  sem.  (1888)  S.  355). 

Bas  fundamentale  Beispiel  einer  m-äeutigen  Punktion  ist 

m - m-i- 

w =^^0  — 0'"‘'  (m  positiv  ganz),  definiert  durch  wo 

==  und  ^ 0,  oder  als  Umkehrung  von  0 — w'^  (die  Potenz- 
reihenentwicklung um  einen  beliebigen  Punkt  -}=  0 ist  hierdurch 
bestimmt);  auf  Wegen,  die  den  Nullpunkt  umschließen,  repro- 
duziert sich  das  Funktionselement  für  einen  Punkt  0q^  0 erst 
nach  m-maligem  Umlauf  um  0 = 0.  Nach  einem  einfachen  Um- 

.27C 

t 

lauf  im  positiven  Sinn  erscheint  das  Funktionselement  mit  e 
multipliziert. 

Bas  fundamentale  Beispiel  einer  unendlich  vieldeutigen  Funk- 
tion ist  w = \g0.,  definiert  als  Umkehrung  von  0 = e^  (für  0=re^^i 
w = Igr  -p  i(pj  unter  lg  r den  gewöhnlichen  reellen  Logarithmus  ver- 

Z 

standen)  oder  auch  als  J ^ i genommen  längs  eines  den  Punkt 
1 

^ = 0 meidenden  Weges.  Nach  einem  einmaligen  Umlauf  in 
positivem  Sinne  erscheint  das  Funktionselement  um  27ti  ver- 
mehrt. — Die  beliebige  Potenz  w = 0^  {a  beliebig  komplex)  wird 
definiert  durch  w ==  und  ist  daher  unendlich  vieldeutig. 
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außer  wenn  a rational  ist.  — Dagegen  bedeutet  w — a‘ 

wo  a eine  beliebige  komplexe  Konstante  ist,  je  nach  der  DefinD 

tion  von  Iga  unendlich  viele  verschiedene  eindeutige  Funktionen. 

Während  wir  im  11.  Abschnitt  von  „in  einem  Bereich  ein- 
deutigen“ Funktionen  sprachen,  die  jedoch  vom  jetzigen  Stand- 
punkt aus  durch  analytische  Fortsetzung  zu  mehrdeutigen  Funk- 
tionen sich  erweitern  können,  verstehen  wir  nunmehr  unter  einer 
eindeutigen  Funktion  schlechthin  eine  solche,  deren  Funktions- 
elemente sich  bei  Fortsetzung  längs  geschlossenen  Wegen  stets 
reproduzieren. 

Monodromiesatz  (von  Weierstraß.  Beweis  s.  z.  B.  bei 
Bieberbach,  Lehrbuch  der  Funktionentheorie  1,  S.  217);  Eine 
in  einem  einfach  zusammenhängenden  Bereich  bis  auf  Pole  re- 
guläre Funktion  ist  dort  notwendig  eindeutig. 

Erweist  sich  also  eine  Funktion  bei  Fortsetzung  in  einem 
einfach  zusammenhängenden  Bereich  als  mehrdeutig,  so  enthält 
dieser  mit  Notwendigkeit  Singularitäten,  und  zwar  andere  als  Pole. 

§ 8.  Die  Diemannsche  Fläclie. 

Durch  das  Auftreten  von  Mehrdeutigkeiten  wird  man  dazu 
geführt,  die  geometrische  Vorstellung  der  Ebene,  bzw.  ihrer 
Gebiete,  in  denen  man  die  Funktion  definiert  hat,  zu  erweitern. 

Wie  die  Funktion  in  ihrem  Gesamtverlauf  erst  allmählich 
durch  analytische  Fortsetzung  entsteht,  so  denkt  man  sich  gleich- 
zeitig auch  ihr  Definitionsgebiet  erst  nach  und  nach  anwachsend, 
und  zwar  als  selbständige  Fläche,  die  von  der  Ebene  los- 
gelöst ist.  Letztere  ist  nur  der  Boden,  über  dem  sich  das  sukzes- 
sive erzeugte  Definitionsgebiet  wie  ein  Teppich  ausbreitet.  Kommt 
man  beim  Anwachsen  des  Gebiets  in  eine  Gegend  der  ^-Ebene, 
über  der  schon  ein  Stück  Fläche  ausgebreitet  ist,  so  verwebt 
man  den  neuen  Teil  nur  dann  mit  dem  alten,  wenn  die  zuge- 
hörigen Funktionselemente  in  dem  gemeinsamen  Gebiet  dieselben 
Funktionswerte  liefern.  Im  anderen  Fall  läßt  man  die  jüngste 
Verlängerung  der  Fläche  über  den  alten  Teil  hinweglaufen,  so 
daß  also  dort  zwei  Blätter  Übereinanderliegen.  Kommt  man  bei 
weiterer  Fortsetzung  wieder  einmal  über  die  betreffende  Gegend 
der  ^-Ebene,  so  führt  man  im  Falle  der  Nichtübereinstimmung 
des  zugehörigen  Funktionselementes  mit  den  zu  den  früheren 
Blättern  gehörigen  die  Fläche  in  einem  neuen  Blatt  über  die 
früheren  hinweg;  ergibt  sieh  jedoch  Übereinstimmung  mit  dem 
zu  einem  der  früheren  Blätter  gehörigen  Funktionselemente,  so 
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verwebt  man  die  letzte  Fortsetzung  der  Fläche  mit  dem  be- 
treffenden Blatt  usw.  Der  räumlichen  Vorstellung  erwächst 
hier  nur  eine  kleine  Schwierigkeit,  wenn  die  Vereinigung  nicht 
mit  dem  letzten,  sondern  mit  einem  der  früheren  Blätter  her- 
zustellen ist,  wodurch  jenes  fmhere  Blatt  mit  den  späteren 
längs  der  Durchdringungslinien  gemeinsame  Punkte  bekommt, 
die  man  jedoch  in  Ansehung  unserer  Zwecke  nicht  als  gemein- 
sam rechnen  darf. 

Die  gesamte,  bei  diesem  Prozeß  erzeugte  Fläche  heißt  die 
HiemannscJie  Fläche  der  Funktion  (Riemann,  Dissertation  1851, 
Werke,  2.  Aufl.,  S.  3 [S.  7]). 

Für  die  unendlich  vieldeutige  Funktion  w = \gs  erhält  man 
auf  diese  Weise  eine  Schraubenfläche  von  unendlich  vielen  Win- 
dungen mit  der  Achse  im  Punkte  = 0;  jedes  Blatt  überdeckt 
die  ganze  Ebene.  Für  die  Funktion  w (m  pos.  ganz) 

erhält  man  eine  Schraubenfläche  mit  m Windungen  und  der 
Achse  in  = 0.  Das  mte  Blatt  schließt  sich,  die  übrigen  durch- 
dringend, ohne  mit  ihnen  gemeinsame  Punkte  zu  haben,  wieder 
an  das  erste  an  (Pig.  4). 

Die  wesentliche  Bedeutung  der  Riemannschen  Fläche  be- 
ruht darauf,  daß  die  Funktion  auf  ihr  eindeutig  ist,  während  sie 

auf  der  ^-Ebene  mehr- 
deutig war.  Zu  einer 
^j-Koordinate  gehören 
auf  der  Fläche  soviel 
Punkte,  als  Blätter 
über  der  betreffenden 
Stelle  ausgebreitet  lie- 
gen. Zu  jedem  dieser 
Punkte  gehört  ein  an- 
deres Funktionsele- 
ment, oder,  wie  man 
sagt,  ein  anderer 
„Funktionssweig'^ 
(Riemann,  Werke, 
2.  Aufl.,  S.  68).  Liegt 
über  einem  Bereich  der 
5?-Ebene  nur  ein  Blatt, 
so  heißt  die  Fläche 
über  diesem  Bereiche  schlicht.  Liegen  über  mindestens  einem 
Punkte  n Blätter  und  über  keinem  Punkte  mehr  als  n,  so  heißt 
die  Funktion  w-deutig. 
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Die  Zuordnung  der  w-Werte  zu  den  ;0-Werten  vermöge  der 
Funktion  w ==  f{z)  kann  man  als  eine  Ahhüdung  auffassen. 
(Ausführlicher  s.  IV.  Abschn.)  Die  Funktion  w = y Z bildet  die 
wblättrige  Riemannsche  Fläche  über  der  Ebene  auf  die 
ganze  schlichte  «(;-Ebene  ab.  Zerschneidet  man  die  Riemannsche 
Fläche  durch  einen  längs  der  positiv  reellen  Achse  der  ;2:-Ebene 
geführten  Schnitt  in  sämtlichen  Blättern  (sogenannte  Y erzweigungs- 
schnitte),  so  zerfällt  die  Fläche  in  m übereinander  geschichtete 
Ebenen.  Diesen  einzelnen  Blättern  entsprechen  der  Reihe  nach 
die  m Sektoren  der  Ebene,  die  durch  die  von  w — 0 aus- 

. 2 

gehenden,  mit  der  positiv  reellen  Achse  die  Winkel  jfc  — 

(ä;  = 0,  1,  . . .,  w — l)  bildenden  Strahlen  begrenzt  werden.  Die 
Blätter  der  Riemannschen  Fläche  in  unzerschnittenem  Zustand 
hängen  so  zusammen,  wie  diese  Sektoren  der  w-Ebene.  — In 
ähnlicher  Weise  bildet  die  Funktion  w = \gz  die  unendlich  viel- 
blättrige Riemannsche  Fläche  auf  die  schlichte  -Ebene  ab. 
Zerschneidet  man  wieder  durch  Verzweigungsschnitte  längs  der 
positiv  reellen  Achse  die  Fläche  in  unendlich  viele  Blätter,  so 
entsprechen  diesen  die  Parallelstreifen  von  der  Breite  in  der  w- 
Ebene,  die  von  den  Geraden  ^;  = Ä-27r(«6;=t^-f-t;i,7»;=0,il,+2,...) 
begrenzt  werden.  — Unter  dem  Hauptzweig  der  Funktion  ^z, 
bzw.  \gz  versteht  man  diejenigen  Funktionselemente,  die  der  posi- 
tiv reellen  Achse  in  der  2:-Ebene  dieselbe  Achse  in  der  'M;-Ebene 
zuordnen. 

Der  Punkt  z = 0 war  bei  der  früheren  Erzeugung  der 
Riemannschen  Fläche  Yon”\/z  und  lg  ^ kein  innerer  Punkt 
der  Fläche.  Grenzt  man  um  den  Punkt  mit  der  Koordinate  z = 0 
in  der  ^f-Ebene  eine  Umgebung  ab,  so  entsprechen  ihr  nicht,  wie 
bei  den  übrigen  Punkten,  m,  bzw.  unendlich  viele  getrennte 
Umgebungen  auf  der  Fläche,  sondern  ein  zusammenhängendes, 
sich  um  z = 0 herumwindes  Stück.  Derartige  Punkte  heißen 
WindungspimUe  (Riemann,  WerTce,  2.  Aufl.,  S.  8)  oder  Yer- 
zweigungspwnMe  (ebenda,  S.  68)  der  Fläche;  besteht  die  Win- 
dung um  den  Punkt  herum  aus  m Blättern,  so  heißt  der  Punkt 
ein  Verzweigungspunkt  von  ni — Iter  Ordnung.  — Verzweigungs- 
punkte treten  höchstens  in  abzählbar  unendlicher  Anzahl  auf. 

Der  Punkt  z — oo  kann  in  die  Betrachtung  einbezogen  wer- 
den, indem  man  die  Riemannsche  Fläche  nicht  über  der  ^-Ebene, 
sondern  über  der  Kugel  ausbreitet.  Ein  zum  Punkt  cx)  ge- 
höriges Funktionselement  erscheint  in  der  Form  ^ . Für  die 
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Funktion  bzw.  lg ist  0 — 00  ein  Verzweigungspunkt 

m — 1 ter,  bzw.  unendlich  hoher  Ordnung. 

Die  Verzweigungspunkte  endlicher  Ordnung  heißen  auch 
„Stellen  algebraischen  Charakters“  (weil  bei  algebraischen  Funk- 
tionen (Kap.  XVII)  keine  anderen  als  solche  auftreten),  die  Ver- 
zweigungspunkte unendlich  hoher  Ordnung  auch  „transzendente 
Singularitäten“. 

Zu  der  Riemannschen  Fläche  rechnet  man  hinzu:  die 
Verzweigungspunkte  endlicher  Ordnung  (weil  sie  bei  einer  Ab- 
bildung ihrer  Umgebung  auf  ein  schlichtes  Gebiet  in  innere 
Punkte  übergehen,  s.  S.  737)  sowie  die  außerwesentlich  singulären 
Punkte  oder  Pole  (weil  ihnen  als  Funktionswert  der  bei 
Darstellung  auf  der  Kugel  keinen  Ausnahmefall  bedeutende 
Wert  tv  00  zugehört).  Dem  entspricht  die  Erweiterung  der 
„analytischen  Funktion“  zum  „analytischen  Gebilde“^  (Weier- 
straß, Vorlesungen  über  die  Theorie  der  Abelschen  Trans- 
zendenten, WerTze  4),  indem  man  statt  der  früheren  „regulären“ 
Funktionselemente  auch  solche  der  Form  Z — a)  bzw.,  wenn 
es  sich  um  den  unendlich  fernen  Punkt  handelt,  der  Form 

<n)  (-  positiv  ganz)  und  ferner  das  Auftreten  vOn  end- 
lich vielen  negativen  Exponenten  zuläßt.  (Es  können  auch  beide 
Fälle  zugleich  Vorkommen,  z.  B.  bei  der  Funktion  w=y'z  im 
Punkte  z — 00).  An  Stelle  der  alten  Definition  der  analytischen 
Fortsetzung  hat  dann  folgendes  Prinzip  zu  treten:  Zwei  Funk- 
tionselemente gehören  zu  demselben  analytischen  Gebilde,  wenn 
es  ein  reguläres  Funktionselement  gibt,  das  aus  beiden  durch 
analytische  Fortsetzung  erhalten  werden  kann. 

Die  vorhin  anschaulich  geometrisch  gegebene  und  daher 
nicht  mathematisch  befriedigende  Definition  der  Biemannschen 
Fläche  kann  auch  begrifflich  exaJct  gefaßt  werden.  (S.  vor  allem 
Weyl,  Die  Idee  der  Biemannschen  Fläche,  Leipzig  und  Berlin 
1913.)  Die  Punkte  der  Riemannschen  Fläche  sind  nicht  schon 
durch  die  -^-Stelle  z = a^  über  der  sie  liegen,  sondern  erst  durch 
das  zu  ihnen  gehörige  Funktionselement  ^ (;$;  — a)  erschöpfend 
charakterisiert.  (Der  Funktionswert  an  der  betreffenden  Stelle 
würde  nicht  ausreichen,  da  es  verkommen  kann,  daß  zwei 
Funktionselemente  im  Mittelpunkt  übereinstimmen,  in  den  Nach- 
barpunkten aber  nicht.)  Da  der  Begriff  des  Mittelpunktes  schon 
im  Begriff  des  Funktionselementes  enthalten  ist,  so  kann  man 
einen  Punkt  der  Riemannschen  Fläche  auch  einfach  durch  sein 
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zugehöriges  Funktionselement  — charakterisieren.  Um  zii 
einer  rein  begrifflichen  Definition  der  Riemannschen  Fläche  zu 
gelangen,  legen  wir  nun  nicht  sogleich  anschaulich  geometrische 
Vorstellungen  zugrunde,  sondern  gehen  umgekehrt  vor:  Unter 
einem  „Punkt“  verstehen  wir  ein  Funktionselement  — a) 
unserer  analytischen  Funktion;  unter  einer  „Umgebung“  eines 
Punktes  — a)  eine  Gesamtheit  von  Funktionselementen 

— ^),  die  durch  unmittelbare  Fortsetzung  aus  ihm  hervor- 
gehen und  deren  Mittelpunkte  ^ einer  Umgebung  (im  gewöhn- 
lichen Sinne)  der  Stelle  a angehören;  unter  einer  „stetigen 
Kurve“  zwischen  zwei  „Punkten“  — a)  und  — eine 
Gesamtheit  von  „Punkten“  — ^),  die  derart  einem  reellen 
Intervall  ^ ^ ^ zugeordnet  sind;  $ = daß  — ct)f 

— h)  ist  und  durch  Einschränkung  des  Parameters  l 
auf  eine  hinreichend  kleine  Umgebung  eines  bestimmten  Wertes 
I es  erreicht  werden  kann,  daß  in  einer  vorgeschriebenen 
Umgebung  von  liegt.  Dann  folgt  aus  der  Definition  der 
analytischen  Funktion,  daß  jeder  „Punkt“  ^ Umgebungen  be- 
sitzt und  daß  man  je  zwei  „Punkte“  durch  eine  „stetige  Kurve“ 
verbinden  kann.  Damit  ist  nachgewiesen,  daß  die  Gesamtheit 
aller  „Punkte“  Gebietscharakter  hat  (vgl.  S.  688),  so  daß  man  im 
übertragenen  Sinn  geometrische  Vorstellungen  gebrauchen  kann. 

Man  nennt  diese  Gesamtheit  ein  „Eiern annsches  Feld'^ 
(Fr icke,  JDie  elliptischen  FunMionen  und  ihre  Anwendungen 
1,  Leipzig  1916,  S.  24).  Erweitert  man  die  gegebenen  Be- 
griffe dahin,  daß  als  „Punkte“  Potenzreihen  der  Form  ^(^z  — a). 


mit  endlich  vielen  negativen  Exponenten  zu- 


gelassen werden,  so  treten  noch  die  Verzweigungspunkte  alge- 
braischen Charakters  und  die  Pole  hinzu  und  man  erhält  die 
„Biemannsche  Fläche'%  das  begriffliche  Substrat  des  früher  be- 
sprochenen anschaulichen  Gebildes  gleichen  Namens;  sie  gibt 
das  „analytische  Gebilde“  in  anderer  Terminologie  wieder. 

Die  volle  Bedeutung  der  Riemannschen  Ideen  wird  je- 
doch erst  ausgeschöpft,  wenn  man  mit  F.  Klein  von  der  Fläche 
im  Sinne  der  Analysis  situs  ausgeht  und  die  auf  ihr  eindeuti- 
gen, regulär -analytischen  Funktionen  betrachtet.  Vgl.  hierzu 
außer  der  Schrift  von  F.  Klein,  Über  Eiemanns  Theorie  der 
algebraischen  FunMionen  und  ihre  Integrale,  Leipzig  1882  (Ges. 
Abh.  3,  S.  499^  vor  allem  H.  Weyl,  Die  Idee  der  Eiemannschen 
I lache,  § 7,  wo  S.  35  auch  weitere  Literatur  zitiert  ist. 
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§ 9.  Singuläre  Stellen. 

Setzt  man  eine  Funktion  durch  eine  Kette  (s.  S.  727)  von 
abzahlbar  unendlich  vielen  Funktionselementen  fort,  deren  Mittel- 
punkte einen  einzigen  Häufungspunkt  a haben,  der  auch  der  un- 
endlich ferne  Punkt  sein  kann,  so  streben  die  Konvergenzradien, 
wenn  wir,  um  den  Punkt  a — oo  genau  wie  die  endlichen  Punkte 
behandeln  zu  können,  sie  auf  der  komplexen  Kugel  messen,  gegen 
einen  Grenzwert  i?,  und  es  gibt  zwei  Möglichkeiten:  Entweder 
ist  JS  > 0;  dann  ist  a eine  reguläre  Stelle.  Oder  es  ist  i?  = 0; 
dann  nennen  wir  a eine  singuläre  Stelle.  (Diese  Art  der  Defi- 
nition ist  die  von  Bieberbach,  EnzyTd.  II3,  Heft  4,  S.  401, 
vorgeschlagene.)  Bei  mehrdeutigen  Funktionen  ist  zu  berück- 
sichtigen, daß  auf  der  Riemannschen  Fläche  die  Angabe  der 
^-Koordinate  nicht  genügt,  sondern  daß  hier  die  Funktions- 
elemente zur  Charakterisierung  hinzutreten  müssen.  (Siehe  hier- 
über Bieberbach  a.  a.  0.,  S.  402 — 404,  oder  LeJirMch  1, 
S.  209  — 211.) 

Nach  dieser  Definition  sind  z.  B.  bei  einer  eindeutigen  ana- 
lytischen Funktion  nicht  alle  Randpunkte  des  vollständigen  Re- 
gularitätsbereichs  singuläre  Punkte.  Man  kann  Beispiele  von 
einfach  zusammenhängenden  Bereichen  angeben,  die  Regularitäts- 
gebiete  von  analytischen  Funktionen  sind  (vgl.  S.  756)  und  bei 
denen  Randpunkte  existieren,  die  nicht  durch  eine  Kette  der 
obigen  Art  erreichbar  sind  (s.  z.  B.  Osgood,  Lehrbuch  1,  2.  Aufl., 
S.  153,  154  und  S.  438). 

Auf  dem  Rande  des  Konvergenzkreises  einer  Potenzreihe 
liegt  mindestens  ein  singulärer  Punkt  der  dargestellten  analy- 
tischen Funktion  (aber  nicht  umgekehrt:  Nicht  jeder  singuläre 
Punkt  braucht  auf  dem  Rande  des  Konvergenzkreises  eines 
Funktionselementes  zu  liegen). 

Die  singulären  Punkte  können  sich  auch  zu  singulären 
Linien  zusammenschließen.  Ist  die  singuläre  Linie  geschlossen, 
so  läßt  sich  die  Funktion  nicht  im  gewöhnlichen  Sinne  über  sie 
hinaus  analytisch  fortsetzen  (vgl.  jedoch  die  S.  725  zitierten 
Untersuchungen).  Die  betreffende  Linie  heißt  dann  eine  natür- 
liche Grenze  der  Funktion,  im  Gegensatz  zu  den  aus  irgend- 
welchen Gründen  eingeführten  künstlichen  Grenzen  (wie  z.  B. 
Schnitten  in  einer  Riemannschen  Fläche,  die  ein  Gebiet  ab- 
grenzen, in  dem  die  Funktion  eindeutig  ist),  über  die  hinaus 
eine  Fortsetzung  möglich  ist. 
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Man  kann  gewisse  Funktionsklassen,  die  schon  anderweitig 
definiert  sind,  auch  durch  ihre  Singularitäten  vollständig  charak^ 
terisieren.  S.  z.  B.  für  die  rationalen  Funktionen  S.  723.  Ferner: 
Eine  Funktion,  die  bis  auf  endlich  viele  Pole  und  Verzweigungs- 
stellen endlicher  Ordnung  in  der  ganzen  Ebene  regulär  ist,  ist 
eine  algebraische  Funktion  (vgl.  Kap.  XVII). 


IV,  Abschnitt. 

Geometrische  Eunktionentheorie. 

§ 10.  Konforme  Abbildung. 

Ist  w = f{z)  in  einem  Bereiche  95^  auf  der  Ebene  oder 
allgemeiner  auf  einer  Riemannschen  Fläche  regulär,  so  erfüllt 
die  Menge  der  zugehörigen  -Werte  ebenfalls  einen  eventuell 
auf  einer  Riemannschen  Fläche  liegenden  Bereich  der  als 
„Büd**  des  ;^-Bereiches  aufgefaßt  werden  kann.  Die  Ausbeutung 
dieser  geometrischen  Veranschaulichung  liegt  der  „geometrischen 
Funktionentheorie‘‘  ob.  Da  der  reelle  und  der  imaginäre  Be- 
standteil einer  analytischen  Funktion  konjugierte  Potential-  oder 
harmonische  Funktionen  sind  (s.  S.  705),  so  steht  sie  in  engster 
Beziehung  zur  Potentialtheorie,  die  sich  auch  geometrischer  Ver- 
anschaulichungen durch  stationäre  Strömungen  bedient.  (Vgl.  für 
diesen  Zusammenhang  der  beiden  Disziplinen  die  Lehrbücher 
der  Funktionentheorie  von  Osgood,  2.  Aufl.  1912,  IV.  Abschn.,  und 
von  Hurwitz-Courant,  2.  Aufl.  1925,  III.  Abschn.  Geometrische 
Funläionentheorie^  Die  geometrische  Funktionentheorie  geht 
auf  Riemann  zurück,  der  die  aus  der  Potentialtheorie  geläufi- 
gen Gesichtspunkte,  eine  Funktion  durch  Randbedingungen  zu 
charakterisieren,  in  die  Theorie  der  komplexen  Funktionen  ein- 
geführt hat.  Besonders  F.  Klein  hat  aus  der  geometrischen 
Veranschaulichung  viele  fruchtbare  Ideen  gezogen  (vgl.  z.  B.  die 
autographierte  Vorlesung  über  Riemannsche  Flächen). 

Wie  man  eine  analytische  Funktion  durch  analytische  Aus- 
drücke (z.  B.  Potenzreihen)  oder  durch  ihre  Singularitäten  (vgl. 
oben)  charakterisieren  kann,  so  kann  man  sie  auch  geometrisch 
durch  die  zu  ihr  gehörige  Abbildung  als  gegeben  ansehen. 

Aus  dem  Gebietscharakter  der  Bildmenge  folgt:  Der  ab- 
solute Betrag  einer  in  einem  Gebiet  regulären  Funktion  nimmt 
im  Innern  kein  Maximum  an;  ist  die  Funktion  auch  noch  auf 
dem  Rande  regulär  oder  wenigstens  stetig,  so  wird  das  Maxi- 
mum dort  angenommen.  Der  reelle  Teil  (und  ebenso  der  imagi- 
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üäre)  nimmt  im  letzten  Fall  sowohl  sein  Maximum  als  se;n  Mini- 
mum auf  dem  Rande  an. 

Ist  33^  ein  schlichter  Bereich,  d.  h.  ist  f{z)  ein  eindeutiger 
Funktionszweig  und  ist  in  einem  Punkt  z von  33^  f(ß)  H=  0,  so 
kann  man  um  z einen  so  kleinen  Kreis  abgrenzen,  daß  dessen 
Bild  ein  schlichtes  Gebiet  innerhalb  93^  bildet,  d.  h.  daß  die 
Abbildung  umkehrbar  eindeutig  ist.  In  ist  z auch  eine  re- 
guläre Funktion  von  w:  z = (p(w\  und  es  ist 

(Satz  von  der  Umkehrfunktion,  vgl.  S.  693). 

Liegen  33^  und  33^  auf  Riemannschen  Flächen,  so  kann 
in  33y,  nur  da  ein  WindungspunM  liegen,  wo  im  entsprechen- 
den Punkt  von  33^  f(ß)  = G ist;  ebenso  entsprechen  den  Punk- 
ten in  33y,  mit  (p'  (w)  ==  0 die  Windungspunkte  in  332- 

Die  wichtigste  Eigenschaft  der  durch  eine  analytische  Funk- 
tion vermittelten  Abbildung  besteht  darin,  daß  sie,  abgesehen  von 
den  diskreten  Ausnahmestellen,  die  durch  die  Verzweigungspunkte 
geliefert  werden,  konform,  d.  h.  winkeltreu  ist;  genauer; 

Ist  Zq  kein  Windungspunkt  und  außerdem  f'{z^  4=  G,  d.  h. 
ist  auch  der  entsprechende  Punkt  in  33^  kein  Windungspunkt 
und  bewegen  sich  zwei  Punkte  z^  und  z^  derart  gegen  z^^  daß 
arc  {z^  — z^  — arc  {z^  — z^  = Winkel  zwischen  den  geradlinigen 
Verbindungen  von  z^  und  z^  mit  einen  Grenzwert  a hat,  so  hat 
auch  arc  [f(z-^  — /"(^o)]  — ~ /"(“^o)]  ^ Winkel  zwischen 

den  geradlinigen  Verbindungen  der  entsprechenden  Bildpunkte, 
einen  Grenzwert,  der  auch  gleich  a ist. 

Ein  wichtiger  Spezialfall  ist  der,  daß  die  vorkommenden 
arcus  einzeln  Grenzwerte  besitzen,  d.  h.  daß  sowohl  in  33^  als 
die  Annäherung  auf  Kurven  erfolgt,  die  in  Zq  , bzw. 
bestimmte  Tangenten  besitzen.  Dann  folgt: 

Der  Schnittivinkel  der  Origin aikurven  überträgt  sich  nach 
Größe  und  Drelnmgssinn  auf  die  Bildkurven.  — Hat  die  Rand- 
kurve eines  einfach  zusammenhängenden  Bereichs  an  jeder  Stelle 
eine  Tangente  und  ist  die  Abbildungsfunktion  auch  auf  dem 
Rande  regulär,  so  wird  durch  die  Abbildung  auf  den  Rand  des 
Bildbereiches  derselbe  ümlaufsinn  übertragen. 

Die  im  engeren  Sinne,  d.  h.  unter  Erhaltung  des  Drehungs- 
sinnes, winkeltreuen  Abbildungen,  heißen  honförm.  Man  nennt 
sie  auch  vage  „in  den  kleinsten  Teilen  ähnlich“.  Die  Tatsache 

^1  ~ \fiß)\  <i™ckt  man  vage  so  aus:  Die  Abbildung  ist 
strecJcentreu'%  d.  h.  alle  von  einem  Punkt  ausgehenden,  hin- 
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reichend  kleinen  Strecken  werden  im  gleichen  Verhältnis 
dem  „linearen  Yergrößenrngsverhältnis'',  deformiert.  Das  „flächen- 
hafte Vergrößerungsverhältnis''  ist  | f'{s)  ein  vager  Ausdruck 
für  die  Tatsache,  daß  das  Bild  eines  Bereiches  35^  den  Flächen- 
inhalt — - -- 

du  du 
dx  dy 

dxdy 

dv  dv 
dx  dy 

“/ /[©'+  ©']  ‘**‘*2/  =//  i r (^)  l^dxdy 

hat. 

Hat  f in  0q  eine  Nullstelle  m — Iter  Ordnung  (m  ^ 2),  d.  h. 

w - f{z,)  ^w-w„=  + . . . . + 0), 

SO  entspricht  dem  Punkte  Sq  ein  Windungspunkt  Wq  von  end- 
licher Ordnung  m — 1 und  die  Winkel  zwischen  in  Zq  einander 
schneidenden  Kurven  werden  mit  m multipliziert,  die  Abbildung 
ist  „quasikonform".  Umgekehrt  läßt  sich  eine  hinreichend  kleine 
Umgebung  eines  Windungspunktes  Wq  von  m — Iter  Ordnung 
durch  die  Funktion  w t=^w  — «<7^,  auf  eine  schlichte, 

volle  Umgebung  von  f = 0 abbilden,  wobei  jeder  Winkel  mit 
dem  Scheitel  in  Wq  auf  den  mten  Teil  reduziert  wird.  Durch 
die  Substitution  w — Wq-\-V^  wird  daher  die  Funktion  z — (p  {w) 
in  einer  gewissen  Umgebung  von  ^ ==  0 eindeutig;  man  nennt 
deshalb  t einen  lokalen  uniformisier enden  Parameter  (lokal,  weil 
die  Uniformisierung,  d.  h.  das  Eindeutigmachen,  im  allgemeinen 
nur  in  einer  hinreichend  kleinen  Umgebung  gelungen  ist). 


§ 11.  Die  durch,  lineare  Funktionen  vermittelten 
Abbildungen. 

Hier  lassen  sich  die  Zusammenhänge  zwischen  der  z-  und 
der  Ebene  nicht  nur  im  Kleinen,  sondern  auch  sehr  einfach 
im  Großen  verfolgen.  Dazu  ist  es  zweckmäßig,  sich  die  beiden 
Ebenen  als  zusammenfallend  und  die  Abbildung  als  eine  Trans- 
formation der  Ebene  in  sich  vorzustellen. 

Pascal,  Eepertorium.  1.2.  2.  Aufl. 
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I.  Ganze  lineare  Funktion  w ^ az  + & (a  4=  0) . 

Spezialfälle : 

1.  a = 1\  Translation  um  den  Vektor  h. 

2.  & = 0: 

Ci)  a positiv  reell  = r.  Streckung  der  Ebene,  d.  h.  Ähnlich- 
keitstransformation  mit  dem  Nullpunkt  als  Zentrum  und 
dem  Ahnlicbkeitsverhältnis  r. 

ß)  a = (qp  reell):  Drehung  um  den  Nullpunkt  durch 
den  Winkel  cp. 

y)  a beliebig  = re*^:  Drehstreckumg. 


Allgemein:  i 

Streckung  um  \a\,  Drehung  um  arc  a (beides  mit  dem  ! 

Nullpunkt  als  Zentrum),  nachfolgend  Translation  um  h.  \ 


II.  Gebrochen  lineare  Funktion  w = 


az  — j-  h 
cz  d 


(Vgl.  hierzu  Kap.  XIX,  § 2,  3,  insbesondere  die  Figuren.) 


Spezialfall: 

w — also  I I ==  , arc  iv  = — arc  Z'. 

z'  ‘ ' 1^1’ 

Transformation  durch  reziproke  Madien,  auch  Spiegelung 
am  Einheitskreis  genannt,  mit  nachfolgender  Spiegelung 
an  der  reellen  Achse. 


Allgemein: 

Die  Transformation  ist  eine  Kreisverwandtschaft  (sie  führt 
Kreise  in  Kreise  über;  Gerade  sind  als  Kreise  durch  den 
unendlich  fernen  Punkt  anzusehen).  Durch  eine  geeignet 
gewählte,  lineare  Transformation  kann  man  drei  beliebige, 
verschiedene  Punkte  in  drei  verschiedene,  beliebig  ge- 
wählte Punkte  überführen,  und  die  Transformation  ist 
hierdurch  eindeutig  bestimmt.  Man  kann  also  jeden  Kreis 
durch  eine  passende  lineare  Transformation  in  jeden  an- 
deren überführen  und  dabei  noch  zwei  Punktetripel  z^-,  % 
bzw.  auf  den  Peripherien  vorschreiben,  die  in- 

einander übergeben  sollen.  Da  der  Umlaufsinn  z^-^  z^-^  % 
mit  dem  Umlaufsinn  w^  übereinstimmen  muß, 

so  kann  man  sofort  entscheiden,  ob  bei  der  Transformation 
das  Innere  des  ^-Kreises  in  das  Innere  oder  in  das  Äußere 
des  w-Kreises  übergeht. 
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Die  Gesamtheit  aller  linearen  Transformationen  bildet  eine 
Grwppey  d.  h.  die  Aufeinanderfolge  von  zwei  Transformationen 
läßt  sich  auch  durch  eine  einzige  realisieren. 

Eine  lineare  Transformation  hat  mindestens  einen  und  höch- 
stens zwei  Fixpunkte,  d.  h.  Punkte,  die  in  sich  übergehen.  Dabei 
sind  folgende  Typen  zu  unterscheiden: 

I.  Ein  Eixpunkt 

Normalform:  + u. 

FardböliscJie  Transformation.  Es  gibt  zwei  invariante,  ortho- 
gonale Kreisscharen,  die  beide  durch  gehen.  Sämtliche 
Kreise  einer  Schar  berühren  einander;  die  Kreise  der  einen 
Schar  gehen  einzeln  in  sich  über,  die  der  anderen  ver- 
tauschen sich.  Liegt  der  Eixpunkt  im  Unendlichen,  so  ist 
die  Transformation  eine  Translation  (vgl.  S.  738). 

II.  Zwei  Fixpunkte 

Normalform;  • 

W ^2  ^ ^2 

1.  a positiv  reell;  Hyperbolische  Transformation.  Es  bleiben 
zwei  orthogonale  Kreisscharen  invariant.  Die  Kreise  der 
ersten  Schar  laufen  durch  und  jeder  Kreis  geht 
einzeln  in  sich  über.  Die  Kreise  der  zweiten  Schar  schnei- 
den einander  nicht,  jeder  Kreis  geht  in  ein  anderes  In- 
dividuum über.  Liegt  der  eine  Fixpunkt  im  Unendlichen, 
so  handelt  es  sich  um  eine  Ahnlichkeitstransformation 
mit  dem  anderen  Fixpunkt  als  Zentrum  (vgl.  S.  738). 

2.  cc  = (q)  reell);  Elliptische  Transformation.  Dieselben 

Kreisscharen  sind  invariant,  nur  geht  jetzt  jeder  Kreis 
der  zweiten  Schar  in  sich,  jeder  der  ersten  in  ein  anderes 
Individuum  über.  Liegt  der  eine  Fixpunkt  im  Unend- 
lichen, so  handelt  es  sich  um  eine  Drehung  um  den  an- 
deren (vgl.  S.  738). 

3.  Keiner  dieser  Fälle  liegt  vor;  Loxodromische  Transfor- 
mation. Hier  ist  keine  Kreisschar,  sondern  eine  Schar  von 
Spiralen  (Loxodromen)  invariant.  Liegt  der  eine  Fixpunkt 
im  Unendlichen,  so  handelt  es  sich  um  eine  Drehstreckung 
(vgl.  S.  738). 

Eine  lineare  Funktion  bildet  die  ganze  Ebene  mit  Ein- 
schluß des  unendlich  fernen  Punktes  (d.  h.  die  Vollkugel)  auf 
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sich,  ebenso  das  Innere  bzw.  Äußere  eines  Kreises  auf  das  Innere 
oder  Äußere  eines  Kreises  (d.  h.  eine  Kugelkalotte  auf  eine  Kugel- 
kalotte) konform  und  eineindeutig  ab.  Es  gilt  auch  das  Umgekehrte: 
Bildet  eine  analytische  Funktion  die  VoUkugel  eineindeutig  auf 
sich  oder  eine  Kugelkalotte  eineindeutig  auf  eine  Kugelkalotte 
ab,  so  ist  sie  eine  lineare  Funktion.  (Die  Voraussetzung  der 
umkehrbaren  Eindeutigkeit  ist  wesentlich;  z.  B.  bildet  die  nicht- 
lineare Funktion  w = den  Einheitskreis  auch  auf  den  Ein- 
heitskreis, aber  auf  den  doppelt  überdeckten,  ab.) 


§ 12.  Beschränkungen  für  die  Deformation. 


Das  Sch  war  ZS  che  Lemma  (Schwarz,  (res. 2 S.  109): 

Ist  w — f{z)  für  I I < 1 regulär,  | f{z)  | < 1 und  /’(O)  = 0,  so  | 
ist  I f{ß)  I ^ I iS'  1 . Das  Gleichheitszeichen  gilt  nur  für  die  Funk- 
tion w = e^^z  (cp  reell).  Das  heißt  geometrisch:  Bildet  eine 
Funktion  das  Innere  des  Einheitskreises  (über  den  Band  wird 
nichts  vorausgesetzt)  auf  ein  (schlichtes  oder  nichtschlichtes) 
Gebiet  in  dessen  Innern  so  ab,  daß  der  Nullpunkt  in  sich 
übergeht  so  rückt  jeder  Punkt  näher  an  den  Mittelpunkt  heran. 

Die  Distanz  bleibt  nur  erhalten,  wenn  die  Abbildung  mit  einer 
Drehung  identisch  ist.  (Bew.  bei  Caratheodory,  Math.  Ann.  | 
72  (1912)  S.  107.  Bei  Schwarz  wird  noch  Regularität  für 
1 I = 1 vorausgesetzt.)  Vgl.  Koebe,  6 (1920)  S.52. 

Ausdehnung  des  Schwarzschen  Lemmas  auf  Halb- 
ebenen: Ist  f{z)  für  91^  > 0 regulär,  ^f{z)  ^ 0 und  in  der 
Umgebung  des  unendlich  fernen  Punktes 


m 

z 


= 1 -f-  £(^;), 


wo  £(^)  in  jedem  inneren  Winkelgebiet  der  Halbebene  91(;s)  > 0 
für  \z\ — > oo  gleichmäßig  gegen  0 strebt,  so  ist  ^ 91  (-s^). 

(Unter  gewissen  Einschränkungen  von  Julia,  Acta  Math.  42 
(1920)  S.  349,  allgemein  (in  etwas  anderer  Fassung)  von  R.  Ne- 
vanlinna,  Ann.  acad.  scient.  Fennicae,  ser.  A,  18,  Nr.  5 (1922) 
bewiesen;  für  die  hier  gegebene  Fassung  vgl.  F.  und  R.  Nevan- 
linna.  Acta  soc.  scient.  Fenn.  50,  Nr.  5 (1922)  S.  20.) 

Der  Koebesche  Verzerrungssatz.  Den  Kern  dieses 
äußerst  wichtigen  Satzes  stellt  das  Theorem  dar: 

Bildet  eine  Funktion  %v  — f(z)  den  Kreis  | ^ | ^ p auf  einen 
schlichten  Bereich  (d.  h.  f (z)  4=  0 für  so  ab,  daß  f(0)  =>  0, 

f'(0)  = 1 ist  (d.  h.  daß  die  Richtungen  der  reellen  Achsen  in 
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den  Nullpunkten  einander  entsprechen,  Vergrößerungs Verhältnis 
— l),  so  gibt  es  eine  Kreisscheibe  \ w\  die  ganz  dem  Bild- 

bereich angehört,  wobei  h eine  absolute,  von  der  speziellen  Wahl 
von  f unabhängige  Konstante  ist.  (Koebe,  Gott.  Nachr.  1907, 
S.  191  [S.  204];  Math.  Ann.  67  (1909)  S.  145  [S.  215];  Math. 
Ann.  69  (1910)  S.  1 [S.  48].)  Der  genaue,  nicht  zu  verbessernde 

Wert  von  h ist  ^ (Bieber bach,  77  (1916)  S.153; 

Bert.  Sitzungsber.  1916,  S.  940). 

Der  Satz  läßt  sich  auch  so  aussprechen:  Der  Eadius  der 
größten  Kreisperipherie  um  den  Nullpunkt  der  w-Ebene,  deren 
Punkte  sämtlich  Bildpunkte  sind,  ist  ^Jcq.  Bei  dieser  Fassung 
kann  die  Voraussetzung  der  Schlichtheit  gestrichen  werden 
(Landau,  Pal.  Giro.  mat.  46  (1922)  S.  347).  Es  braucht  dann 
aber  keineswegs  die  ganze  Kreisscheibe  zum  Bildbereich  zu  ge- 
hören (vgl.  Bohr,  Jerusalemer  Univ.  Abh.  1 (1923)). 

Der  Koebesche  Verzerr angssatz:  Bei  jeder  im  Kreise  |^|  < 1 
regulären  Funktion  w = f(z),  die  eine  schlichte  Abbildung 
(/*'(^)  4=  6)  vermittelt,  gilt  für  zwei  beliebige  Punkte  ^ 

dem  kleineren  Kreise  | ^ | ^ ü-  <!  1 


< 


f'M 


Q = 


< 


wo  Q nur  von  'ü,  nicht  von  der  Funktion  abhängt  (^Gött.  Nachr. 
1909,  S.  68  [S.  73];  Math.  Ann.  69  (1910)  S.  1 [S.  50];  Math. 
Zeitschr.  6 (1920)  S.  311).  Der  Name  „Verzerrungssatz“  rührt 
daher,  daß  f\z)  das  lineare  Vergrößerungs Verhältnis  (vgl.  S.  737) 
oder  die  Verzerrung  der  Abbildung  bedeutet  und  man  daher  aus 
dem  Satz  Schranken  für  die  Verzerrung  von  Längen  bei'  der 
Abbildung  herleiten  kann. 

Satz  von  Caratheodory  über  die  Beschränktheit 
des  imaginären  Teils  bei  Beschränktheit  des  reellen 
(Schwarz -Festschrift,  Berlin  1914,  S.  19):  Ist  iv  = f{z)  für 
I 0 1 < 1 regulär,  f{0)  = 0 und  | 91/*  | < 1,  so  ist  für  | | ^ '8’  < 1 


1 -f -8 

1 — 8 ‘ 


(Vgl.  auch  Koebe,  Math.  Zeitschr.  6 (1920). S.  52.) 

Der  Bieberbachsche  Drehungssatz  {Math.  Zeitschr.  4 
(1919)  S.  295):  Wenn  /■'(0)  = 1,  fiß)  für  | .s;  | < 1 regulär  und 
das  Bildgebiet  schlicht  ist,  so  gilt  für  | | ^ 8 < 1 

larg/'WI'^aig^.  .. 


742 


Kapitel  XV.  Funktionenthoorie. 


(arg  f{ß)  gibt  den  Winkel  an,  um  den  eine  durch  z gehende 
Richtung  bei  der  Abbildung  gedreht  wird.) 

§13.  Der  Biemannsche  Fundamentalsatz  der  konformen 

Abbildung. 

Jedes  einfach  zusammenhängende  (schlichte)  Gebiet  mit 
mehr  als  einem  Randpunkt  läßt  sich  (auf  unendlich  viele  Weisen) 
konform  und  eineindeutig  auf  das  Innere  eines  Kreises  abbilden.  — 
Schreibt  man  vor,  daß  ein  gewisser  Punkt  des  Gebietes  und  ein 
Linienelement,  d.  h.  eine  Richtung  durch  ihn,  in  einen  gegebenen 
Punkt  nebst  Linienelement  in  dem  Kreise  übergehen  soll,  so  ist 
die  Abbildung  dadurch  eindeutig  festgelegt.  — Schreibt  man  vor, 
welcher  Punkt  z^  des  Gebietes  in  den  Kreismittelpunkt  übergehen 
und  welchen  Wert  das  Vergrößerungsverhältnis  | | haben 

soll,  so  ist  dadurch  der  Radius  des  Bildkreises  eindeutig  be- 
stimmt. — Zwei  beliebige  einfach  zusammenhängende  Gebiete  mit 
mehr  als  einem  Randpunkt  lassen  sich  konform  aufeinander  ab- 
bilden. (Riemann,  Dissertation  1851,  TPer/ce,  2. Aufl.,  S.  3 [S.40].) 

Riemann  reduziert  das  Abbildungsproblem,  das  bei  ihm 
in  der  Form  eines  Randwertproblemes  der  Potentialtheorie  auf- 
tritt,  auf  ein  Variationsproblem  (vgl.  Rep.  lg  Kap.  XIV  § 8,  S.  675): 
Die  Funktion  u{x^  y)  zu  finden,  die  das  Integral 

erstreckt  über  den  Bereich,  zu  einem  Minimum  macht  (Dirich- 
letsches  Prinzip  [nach  Riemann,  Werke,  2.  Aufi.,  S.  97]).  Die 
Existenz  dieser  Funktion  sah  er  als  selbstverständlich  an,  ein  Fehl- 
schluß, der  von  Weierstraß  (Werke  2 S.  49)  erkannt  wurde. 
C.  Neumann  (Leipz.  Ber.22  (1870)  S.  49,  264;  Yorleswngen 
über  Riemanns  Theorie  der  Abelschen  Integrale,  2.  Aufl., 
1884,  Kap.  16 — 18,  S.  388 — 471)  und  Schwarz  (Ges.  Äbh.  2 
S.  133 — 171)  ersannen  dann  neue  Methoden,  vor  allem  das  so- 
genannte „alternierende  Verfahren“,  um  den  Beweis,  wenn  auch 
nicht  für  ganz  beliebige  Gebiete,  exakt  zu  führen.  Hilbert 
(Math.-Ver.  8 (1900)  S.  184;  Math  Ann,  59  (1904)  S.  161;  Gött. 
Nachr.  1909,  S.  314)  hat  den  ursprünglichen  Riemannschen 
Beweis  durch  direkten  Nachweis  der  Existenz  der  Miniraum- 
funktion streng  gemacht.  Hieran  hat  neben  vielen  anderen  ins- 
besondere Courant  angeknüpft  (Gott  Nachr.  1910,  S.  154; 
Math  Ann.  71  (1912)  S.  145;  Math  Ann.  72  (1912)  S.  517; 
J.  f.  Math  144  (1914)  S.  190).  Neuere,  rein  funktionentheo- 
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retiscbe  Beweise  stammen  vor  allem  von  Koebe  {G-Ött.  Nadir.' 
1912,  S.  844;  J.  f.  Math.  145  (1915)  S.  177)  und  Cara- 
theodory  {Math.  Ann.  72  (1912)  S.  107;  Schwarz-Festschrift, 
Berlin  1914,  S.  19).  Der  Fortschritt  der  neueren  Beweise  gegen- 
über den  älteren  von  Neumann  und  Schwarz  beruht  haupt- 
sächlich darauf,  daß  die  Abbildung  des  Inneren  des  Gebietes  von 
der  des  Randes  ganz  losgelöst  wird. 

Die  Zuordnung  der  Ränder. 

Bei  der  umkehrbar  eindeutigen  Abbildung  des  Innern  eines 
einfach  zusammenhängenden  Bereiches  auf  das  Innere  eines 
Kreises  brauchen  die  Randpunkte  nicht  umkehrbar  eindeutig  auf 
die  Peripheriepunkte  abgebildet  zu  werden.  Über  Fälle,  in  denen 
dies  doch  zutrifft,  gibt  Auskunft 

das  Schwarzsche  Spiegelungsprinzip  {Ges.  Ahh.  1 
S.  12;  2 S.  66,  149;  vgl.  auch  Oaratheodory,  Schwarz-Fest- 
schrift, Berlin  1914,  S.  19  [S.  32]): 

Bei  der  konformen  Abbildung  eines  einfach  zusammenhängenden 
Bereichs  auf  einen  schlichten  Kreis  geht  jedes  freie  geradlinige 
oder  kreisbogenförmige  oder  allgemein  analytische  Begrenzungs- 
stück  eineindeutig  in  einen  Bogen  der  Kreisperipherie  über.  Die 
Abbildungsfunktion  ist  über  ein  solches  Begrenzungsstück  hinaus 
fortsetzbar,  und  zwar  gehen  Spiegelpunkte  an  der  analytischen 
Kurve  in  Spiegelpunkte  am  Kreise  über.  Ein  Eckpunkt,  in  dem 
zwei  analytische  Kurven  Zusammenstößen,  geht  in  einen  Kreis- 
punkt über,  in  dem  die  entsprechenden  Kreisbogen  Zusammen- 
stößen. — Besteht  der  Rand  also  aus  endlich  vielen  analytischen 
Kurvenstücken,  so  geht  er  eineindeutig  in  die  Kreisperipherie 
über  und  die  Abbildungsfunktion  ist  über  die  einzelnen  Rand- 
stücke hinaus  fortsetzbar. 

Dabei  gelten  folgende  Definitionen: 

Ein  Kurvenbogen  y des  Randes  heißt  frei,  wenn  sich  um 
jeden  seiner  Punkte  ein  Kreis  beschreiben  läßt,  derart,  daß  eines 
der  beiden  Segmente,  in  die  der  Kreis  durch  y zerlegt  wird, 
ganz  im  Gebiet  liegt. 

Ein  Kurvenbogen  y heißt  analytisch,  wenn  sich  seine  Ko- 
ordinaten als  Potenzreihen  eines  reellen  Parameters  t : x = 
y — Q»(^),  mit  einem  gemeinsamen  Konvergenzgebiet  |^|  <9  dar- 
stellen lassen  und  immer 
nicht  gleichzeitig  verschwinden. 
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Die  Reihen  und  £l(^)  konvergieren  auch  für  komplexe 
t mit  I ^ I < die  Funktion  z = x iy  = %{t)  i£x{t)  ist  da- 
her für  I ^ I ^ analytisch  und  bildet  ein  die  Kurve  y ent- 
haltendes, schlichtes  (wegen  -f  0)  Gebiet  ^ auf  den 

Kreis  | ^ | < p der  komplexen  ^-Ebene  so  ab,  daß  y dem  reellen 
Durchmesser  entspricht.  Unter  Spiegelpunkten  an  y verstehen  wir 
zwei  zu  § gehörige  Punkte,  deren  Bilder  in  dem  Kreis  zu  dem  | 
reellen  Durchmesser  spiegelbildlich  liegen.  — Diese  Definition  j 
ist  unabhängig  von  der  Wahl  des  Parameters  t — Für  den 
Fall  eines  Kreisbogens  fällt  diese  Definition  mit  der  früheren 
durch  reziproke  Radien  (S.  738)  zusammen. 

Der  Fall  nicht-analytischer  Begrenzwng  wird  erledigt  durch 
folgende  Sätze: 

Satz  von  Osgood  (vermutungsweise  ausgesprochen  in 
Ensykl.  Ilg,  Heft  1,  S.  56):  Ist  die  Begrenzung  eines  einfach 
zusammenhängenden  Bereichs  eine  Jordankurve  (S.  690),  so  geht 
sie  bei  Abbildung  des  Bereichs  auf  das  Innere  eines  schlichten 
Kreises  eineindeutig  in  die  Kreisperipherie  über.  — Notwendig 
und  hinreichend  dafür,  daß  die  Berandungen  zweier  einfach 
zusammenhängender  Bereiche  Punkt  für  Punkt  ineinander  über- 
gehen, ist  also,  daß  sie  Jordankurven  sind.  (Beweise  von 
Study,  Vorlesungen  über  ausgewählte  Gegenstände  der  Geometrie^  \ 
Heft  2 : Konforme  Abbildung  einfach  zusammenhängender  Bereiche, 
Leipzig  1913;  Caratheodory,  Math.  Änn.  73  (1913)  S.  305; 
Gott.  Nachr.  1913,  S.  509;  Lindelöf,  C.  B.  158  (1914)  S.  245; 
Courant,  Gott.  Nachr.  1914,  S.  101;  J.  f.  Math.  144  (1914) 

S.  190;  Koebe,  Gott.  Nachr.  1913,  S.  286;  J.  f.  Math.  145 
(1915)  S.  177.) 

Satz  von  Caratheodory:  Bei  der  Abbildung  eines  be- 
liebig begrenzten,  einfach  zusammenhängenden  schlichten  Gebietes 
auf  das  Innere  eines  Kreises  entsprechen  die  Primenden  des  Ran- 
des eineindeutig  den  Peripheriepunkten  des  Kreises.  {Math.  Ann. 

73  (1913)  S.  323.) 

Unter  einem  Primende  versteht  man  die  Menge  derjenigen 
Randpunkte,  die  allen  ineinandergeschachtelten  Teilgebieten  an- 
gehören, welche  durch  eine  Folge  von  einander  nicht  schneiden- 
den, gegen  einen  Randpunkt  konvergierenden  Querschnitten 
(das  sind  offene  Jordankurven,  deren  Endpunkte  auf  dem  Rande 
liegen,  während  sie  sonst  ganz  im  Innern  des  Gebietes  verlaufen) 
abgeschnitten  werden.  (In  Fig.  5 besteht  das  Gebiet  aus  einem 
Quadrat,  aus  dem  unendlich  viele  Strecken,  die  sich  gegen  die 
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Seite  AB  häufen,  heraus- 
genommen sind;  die  gestri- 
cheltgezeichneten Querschnitte 
ziehen  sich  auf  den  Punkt  A 
zusammen  und  schneiden  eine 
Folge  von  ineinandergeschach- 
telten Teilgebieten  ab,  die 
sämtlich  das  Primende  AB 
auf  dem  Band  enthalten.) 

Abbildung  mehrfach  zu- 
sammenhängender Ge- 
biete. 

Zwei  mehrfach  zusam- 
menhängende, schlichte  Ge- 
biete können  im  allgemeinen 
nicht  aufeinander  konform  abgebildet  werden  (Schottky,  J.  f. 
Math.  83  (1877)  S.  300);  schon  aus  topologischen  Gründen  ist 
klar,  daß  die  Gebiete  dieselbe  Zusammenhangszahl  haben  müssen. 
Aber  dies  ist  nicht  hinreichend;  z.  B.  läßt  sich  jedes  zweifach 
zusammenhängende  Gebiet  stets  auf  einen  konzentrischen  Kreis- 
ring (der  auch  ausgeartet  sein  kann,  indem  sich  der  innere  Kreis 
auf  den  Mittelpunkt  oder  der  äußere  auf  den  Punkt  oo  reduziert 
oder  beides)  abbilden,  dessen  Eadienverhältnis  (der  „Modul“  des 
Gebietes)  jedoch  eindeutig  durch  das  Gebiet  bestimmt  ist 
(Schottky,  a.  a.  0.  S.  324;  Koebe,  J.  f.  Math.  145  (1915) 
S.  177  [S.  195]). 

Um  über  die  Abbildung  allgemeine  Sätze  aufstellen  zu 
können,  legen  wir  „Normalgel)iete‘‘  zugrunde: 


Unter  einem  „Schlitsgebiet^^  verstehen  wir  die  ganze  Ebene, 
aus  der  (endlich  oder  unendlich  viele)  parallele  Strecken,  die 
sich  auch  auf  Punkte  reduzieren  können,  herausgenommen  sind. 


Abbildungssatz:  Ein  schlichtes,  beliebig  (auch  unendlich) 
vielfach  zusammenhängendes  Gebiet  läßt  sich  umkehrbar  ein- 
deutig und  konform  auf  ein  gewisses  Schlitzgebiet  abbilden. 
(Da  im  allgemeinen  der  Punkt  co  ein  innerer  Punkt  des  Schlitz- 
gebietes ist,  so  hat  die  Abbildungsfunktion  in  einem,  übrigens 
beliebig  vorzuschreibenden  Punkt  einen  Pol  erster  Ordnung.) 
Die  Primenden  des  Gebietes  entsprechen  eineindeutig  den  Eand- 
punkten  des  Schlitzgebietes.  (Beweis  bei  Courant,  Ann. 

71  (1912)  S.  145;  72  (1912)  S.  517;  J.  f.  Math.  144  (1914) 
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S.  190;  GöU.  Nachr.  1914,  S.  101;  Koebe,  Acta  Math.  40  (1916) 
S.  251;  41  (1918)  S.  305.) 

Verallgemeinerung  auf  nichtschlichte  Gebiete. 

Der  Abbildungssatz  bleibt  auch  bestehen,  wenn  das  Gebiet 
nicht  schlicht  ist,  sondern  auf  einer  Riemannschen  Fläche  mit 
endlich  oder  unendlich  vielen  Blättern  liegt,  und  zwar  sind  die 
allgemeinsten  Gebiete,  die  man  hoffen  kann,  auf  schlichte  abzu- 
bilden, die  schlichtartigen. 

Ein  Gebiet  heißt  schlichtartig  (nach  Koebe),  wenn  es  durch 
jedes  in  ihm  verlaufende  geschlossene  Polygon  in  zwei  Teile  zer- 
legt wird;  oder,  was  dasselbe  ist,  wenn  es  sich  durch  stetige 
Deformation  in  ein  schlichtes  Gebiet  überführen  läßt.  (Nicht 
schlichtartig  sind  z.  B.  die  zu  den  algebraischen  Funktionen  vom 
Geschlecht  ^ 1 gehörigen  Flächen,  s.  Kap.  XVII,  § 2.) 

Daß  die  Möglichkeit  der  stetigen  Abbildung  die  der  kon- 
formen Abbildung  nach  sich  zieht,  wird  gewährleistet  durch 
das  allgemeine  Uniformisierungsprinzip:  Jedes  schlicht- 
artige Gebiet  (das  unendlich  vielfach  zusammenhängend  und 
unendlich  vielblättrig  sein  kann)  läßt  sich  eineindeutig  und 
konform  auf  ein  schlichtes  Gebiet  abbilden,  d.  h.  jede  im  Sinne 
einer  stetigen  Deformation  mögliche  Abbildung  auf  ein  schlichtes 
Gebiet  läßt  sich  auch  konform  realisieren.  Windungspunkte  end- 
licher Ordnung  gelten  hierbei  als  innere,  solche  unendlicher  Ord- 
nung als  Randpunkte.  (Koebe,  Atti  del  IV  congresso  inter- 
nationale dei  matematici,  Roma  1908.  Vol.  2 (1909)  S.  25;  Gott. 
Nachr.  1908,  S.  337;  1909,  S.  324  [hier  weitere  Aussagen  über 
die  Begrenzung  jenes  schlichten  Bildgebietes];  ausführlich  J.  f. 
Math.  138  (1910)  S.  192;  vgl.  ferner  die  S.  745  genannten  Ar- 
beiten von  Courant.) 

Der  Name  dieses  Satzes  wird  durch  das  folgende  erklärt. 

§ 14.  Uniformisierung. 

Nach  S.  737  läßt  sich  eine  hinreichend  kleine  Umgebung 
jedes  einzelnen  Punktes  einer  zu  einem  analytischen  Gebilde 
w ==  f{t)  gehörigen  Riemannschen  Fläche  durch  eine  Parameter- 
darstellung s==z{{).,  w = w(t)  eineindeutig  auf  ein  schlichtes 
Gebiet  einer  ^Ebene  abbilden.  Diese  Darstellung  ist  von  Punkt 
zu  Punkt  eine  andere.  Die  üniformisierungstheorie , begründet 
von  Klein  (^Mafh.  Ann.  19—21  (1882/83))  und  Poincare 
'{Acta  math.  1,  3 — 5 (1882/84)),  stellt  sich  die  Aufgabe,  eine  für 
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alle  Punkte  des  analytischen  Gebildes  gültige,  eineindeutige  Dar- 
stellung vermittels  eines  in  der  schlichten  ^-Ebene  variierenden 
Parameters,  der  uniformisierenden  Variablen  herzustellen.  Der 
vollständige  Beweis  für  die  Möglichkeit  der  Uniformisierung  ist 
1907  von  Koebe  {Gött.  Nachr.  1907,  S.  191  und  633)  und 
Poincare  {Acta  Math.  31  (1908)  S.  1)  vermittels  der  Idee  der 
Überlagerungsüäche  geliefert  worden.  (Vgl.  vor  allem  die  weiteren 
Arbeiten  von  Koebe:  Math.-Yer.  21  (1912)  S.  1hl Math.  Ann. 
67  (1909)  S.  145;  69  (1910)  S.  1;  72  (1912)  S.  437;  75  (1914) 
S.  42;  J.  f.  Math.  138  (1910)  S.  192;  139  (1911)  S.  251;  147 
(1917)  S.  67.) 

Eine  Fläche  S beißt  eine  (un verzweigte)  Vherlagerungs- 
fläche  über  einer  Grundfläche  3»  wenn  jedem  Punkte  P auf  3 
ein  einziger  Punkt  P auf  3 als  „Projektionspunkt“  und  einer 
gewissen  Umgebung  von  P umkehrbar  eindeutig  und  stetig  ein 
Gebiet  auf  3 zugeordnet  ist. 

Zu  einer  beliebigen  Riemannschen  Fläche  wird  nun  eine 
Uberlagerungsfläche  konstruiert,  auf  der  alle  relativ  zur  Grund- 
fläche unverzweigten,  d.  h.  wenn  auch  nicht  im  Ganzen,  so  doch 
in  der  Umgebung  jeder  Stelle  eindeutigen  Funktionen  wiederum 
im  Ganzen  eindeutig  sind  und  die  (im  Gegensatz  zur  Grund- 
fläche) einfach  zusammenhängend  ist.  (Für  die  scharfe  Fassung 
dieses  Begriffs  vgl.  Weyl,  Idee  der  Biemannschen  Fläche.,  S.  47, 
wo  an  die  Uberlagerungsfläche  angeknüpft  wird.  Man  kann  auch 
eine  Fläche  als  einfach  zusammenhängend  definieren,  wenn  sie 
eineindeutig  und  stetig  auf  eine  volle  oder  eine  punktierte  Kugel 
abgebildet  werden  kann.  Vgl.  auch  Ri e mann,  Werhe  2.  Aufl. 
S.  9.)  Nach  dem 

Koebe-Poincareschen  Grenzkreistheorem:  „Jede  ein- 
fach zusammenhängende  Riemannsche  Fläche  läßt  sich  entweder 
auf  die  ganze  Ebene  (Vollkugel)  oder  die  punktierte  Ebene 
(punktierte  Kugel)  oder  auf  das  Innere  eines  Kreises  (Kugel- 
kalotte) eineindeutig  und  konform  abbilden“ 

kann  man  die  Uberlagerungsfläche  auf  ein  schlichtes  Ge- 
biet abbilden,  wodurch  die  ursprüngliche  Fläche  in  ein  Teil- 
gebiet übergeht  und  die  Uniformisierung  geleistet  ist  (Grenz- 
kreisuniformisierung). 

Allgemein  wird  das  Problem  immer  gelöst  sein,  wenn  es  ge- 
lingt, zur  Grundfläche  eine  schlichtartige,  nicht  notwendig  einfach 
zusammenhängende  Uberlagerungsfläche  zu  konstruieren.  Denn 
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eine  solche  kann  man  nach  dem  Koebeschen  allgemeinen  Uni- 
formisierungsprinzip  immer  auf  einen  schlichten  Bereich  abbilden. 

Das  Uniformisierungsproblem  steht  in  engem  Zusammen- 
hang mit  der  Theorie  der  automorphen  Fwnläionen,  das  sind 
Funktionen,  die  gegenüber  einer  Gruppe  von  linearen  Transfor- 
mationen invariant  bleiben.  Siehe  Rep.  I«,  Kap.  XIX,  insbeson- 
dere  § 25. 


V.  Abschnitt. 

Spezielle  Funktionsklassen  (ganze  und  meromorphe 
Funktionen  und  Yerallgemeinerungen). 

§ 15.  Die  ganzen  Funktionen. 

Die  Weierstraßsche  Produktdarstellung. 

Eine  ganze  rationale  Funktion  läßt  sich  vermöge  ihrer 
Nullstellen  . . .,  (mehrfache  auch  mehrfach  aufgeschrie- 
ben) in  der  Form  darstellen:  ({z)  = A{z  — cc-^  ...  (z  — und 
umgekehrt:  Gibt  man  endlich  viele  beliebige  Punkte  «j,  • ♦ 
vor,  so  kann  man  vermöge  dieser  Darstellung  alle  ganzen  ra- 
tionalen Funktionen  angeben,  die  diese  Punkte  zu  Nullstellen 
haben.  Eine  ähnliche  Produktdarstellung  gilt  auch  für  die  gan- 
zen, nichtrationalen  Funktionen  (S.  714),  und  auch  hier  kann 
man  die  Nullstellen  im  Rahmen  des  Möglichen,  nämlich  unter 
der  Einschränkung,  daß  sie  im  Endlichen  keine  Häufungsstelle 
haben,  was  bei  ganzen  Funktionen  nicht  Vorkommen  kann  (vgl. 
S.  716),  beliebig  vorschreiben. 

Satz  von  Weierstraß  (1876,  Werke  2 S.  77;  vgl.  auch 
Pringsheim,  Münch.  Ber.  1915,  S.  387):  Ist  eine  abzählbare, 
den  Nullpunkt  nicht  enthaltende  Menge  von  Punkten  . . . ge- 

geben, die  nach  wachsenden  Absolutbeträgen  geordnet  sind  (je 
endlich  viele  a oder  | a | können  zusammenfallen)  und  die,  wenn 
sie  wirklich  in  unendlicher  Anzahl  vorhanden  sind,  sich  nur  bei 
Z — oo  häufen,  also 

0»  < I «1 1 ^ ^2  I ^ für  M ->  OO , 

so  kann  man  (auf  unendlich  viele  Weisen)  eine  Folge  von 
ganzen  Zahlen  ^ 1 so  bestimmen,  daß 
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für  jeden  endlichen  Wert  von  z konvergiert  (z.  B.  = w ge- 
nügt stets);  und  die  Gesamtheit  aller  ganzen  Funktionen,  die 
im  Nullpunkt  eine  Nullstelle  der  Ordnung  m haben  und  sonst 
nur  noch  in  den  von  erster  Ordnung  verschwinden  (/x-faches 
Vorkommen  desselben  Punktes  a unter  den  bedeutet  einen 
Nullpunkt  fiter  Ordnung  in  a),  wird  durch  den  Ausdruck  dar- 
gestellt: ^ 2 1 / 5 \ 2 1 / zyj 


/•(.)  = -3, 


-1 

n 


WO  g(/)  eine  beliebige  ganze  Funktion  und  der  Exponential- 
faktor  unter  JI  im  Falle  1^=1  einfach  1 bedeutet.  (Zur  Theorie 
der  unendlichen  Produkte  vgl.  Eep.  I^,  Kap.  VI  § 5.) 

Weier  Straß  wurde  auf  dieses  Theorem  gelenkt  durch  Be- 


trachtung der  JEulerschen  GammafunJction  (vgl.  S.  696).  ist 

eine  ganze  Funktion  mit  den  einfachen  Nullstellen  0,  — 1,  — 2,  . . . 
und  läßt  sich  nach  Gauß  {Werke  3 S.  146,  vgl.  auch  Weier- 
straß, Werke  1 S.  194)  durch  das  Produkt: 


1 

m 


71  = 1 


n*  ^ (n  -j-  z) 


■zig 


71+1 


oder 


1 

m 


Az 

e z 


n(>+a 


dar  stellen,  wo  A = lim 

N=eo 


die  Euler  sehe  Kon- 


stante ist.  Weierstraß  erkannte  hieran  die  Rolle  der  konver- 
genzerzeugenden Exponentialfaktoren,  die  das  für  die  Darstellung 

einer  Funktion  mit  den  Nullstellen  — 1,-2,  ...  naheliegende, 

00 

aber  divergierende  Produkt  J~j[  Konvergieren 

bringen,  ohne  die  Nullstellen  zu  verschieben. 

Die  ganze  Funktion  sin  tcz  hat  alle  ganzzahligen  Argu- 
mente zu  Nullstellen.  Ihre  Produktdarstellung  ergibt  sich  ver- 
möge ihres  Zusammenhangs  mit  der  T- Funktion: 

ain^z  1 

X ~ r{z) r(i  — z)' 
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Die  Laguerre-Hadamardsche  Theorie  der  ganzen 
Funktionen. 

An  die  Weier straßsche  Produktdarstellung  knüpft  die  von 
Laguerre  1883  inaugurierte  (vgl.  (Euvres  1 S.  167  f.)  und 
dann  nach  einem  Vorstoß  von  Poincare  {Bull.  Soc.  M.  11  (1883) 
S.  136)  vor  allem  von  Hadamard  {J.  de  Math.  (4)  9 (1893) 
S.  171)  geförderte  Theorie  der  ganzen  Funktionen  an,  die  im 
wesentlichen  darauf  ausgeht,  auch  andere  Eigenschaften  der 
ganzen  rationalen  Funktionen  (Polynome)  auf  die  ganzen  Funk- 
tionen zu  verallgemeinern.  Für  die  historische  Entwicklung  und 
den  Stand  der  Theorie  vgl.  Bieberhach,  EnzyM.  II3,  Heft  4; 
Borei,  Legons  sur  les  fonctions  entieres,  in  zweiter  Auflage  1921 
mit  einem  Bericht  über  die  modernsten  Untersuchungen  von 
G.  Valiron;  ferner  Valiron,  Lectures  on  tlie  general  fheory  of 
integral  functions^  Toulouse  1923. 

Geschlecht:  Liegt  eine  bestimmte  ganze  Funktion  f{z) 
vor,  so  kann  es  Vorkommen,  daß  man  in  der  Weierstraßschen 
Produktdarstellung  die  konstant  wählen  darf.  Dann  gibt  es 
einen  „Grenzexponenten“  (Pringsheim,  Münch.  Ber.  3B 

(1903)  S.  101;  im  Französischen  ordre  reel)  derart,  daß  für  jedes 


£ > 0 ^ konvergiert,  dagegen  ^ 

1 \^n\  1 


divergiert; 


p selbst  kann  ein  Konvergenz-  oder  ein  Divergenzexponent  sein. 


Es  sei  Ä die  kleinste  ganze  Zahl  ^ 0,  für  die 


konvergiert,  d.  h. 

wenn  q nicht  ganzzahlig:  h = linksbenachbarte  ganze  Zahl  zu 

f Ä;  = p — 1 , wenn  p ein  Konvergenzexponent, 
wenn  p ganzza  ig.  ^ wenn  p ein  Divergenzexponent. 


(Pringsheim,  a.  a.  0.  nennt  h den  Bang  der  Funktion.)  Dann 
kann  man  in  dem  Weierstraßschen  Produkt  alle 
wählen.  Hierdurch  ist  die  ganze  Funktion  g{s)  eindeutig  be- 
stimmt. Ist  sie  speziell  eine  rationale  Funktion  vom  Grade  g, 
so  heißt  die  größere  der  beiden  Zahlen  h und  g (wir  bezeichnen 
sie  mit  p)  das  Geschlecht  (französisch  genre,  Laguerre  C.  B. 
94  (1882)  S.  160  = Euvres  1 S.  167;  nach  Pringsheim,  a.  a. 
0.,  Höhe)  von  f{z\  In  allen  anderen  Fällen,  wo  also  entweder 
h oder  g oder  beide  nicht  existieren,  sagt  man,  f{z)  habe  unend- 
liches Geschlecht  (s.  hierfür  Blumen thal,  delatheorie 
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des  fonctions  entieres  d^ordre  infini,  Paris  1910).  — Nach  seiner 
Definition  hängt  das  Geschlecht  zum  Teil  von  der  Verteilung 
der  Nullstellen  ab. 

Die  ganzen  Funktionen  vom  Geschlecht  0 sind  den  ganzen 

rationalen  Funktionen  am  nächsten  verwandt,  sie  haben  die 

00 

Form 

Reduziert  sich  bei  einer  Funktion  von  endlichem  Geschlecht 
g(s)  auf  eine  Konstante,  so  heißt  die  Funktion  primitiv  oder 
kanonisch. 

Ordnung:  Gibt  es  eine  Zahl  ft  ^ 0,  derart,  daß  für  jedes 
£ > 0 von  einem  gewissen  \z\—r  an 

dagegen  immer  wieder  für  gewisse  z 


ist,  so  heißt  ft  die  Ordnung  (Pringsheim  a.  a.  0.;  französisch 
ordre  apparent)  von  fiz).  Gibt  es  keine  endliche  Zahl  ft  dieser 
Eigenschaft,  so  heißt  f{z)  von  unendlicher  Ordnung.  — Ist  z.  B. 
g{z)  ein  Polynom  vom  genauen  Grade  so  hat  die  Ord' 
nung  q und  umgekehrt.  — Es  ist 


fl  = lim  sup 

r=CX) 


lg  IgJf(r) 
Igr 


wo  M(r)  das  Maximum  von  für  |;2;|  = r bedeutet.  — Wenn 

lor  lg  ]!1£(t') 

— ' einen  Grenzwert  hat,  so  heißt  f von  regelmäßigem 
Wachstum. 


Die  Ordnung  hängt  vom  Wachstum  der  Funktion,  ver- 
glichen mit  Exponentialfunktionen,  ab.  Sie  verallgemeinert  den 
Begriff  des  Grades  bei  ganzen  rationalen  Funktionen,  die  sich 
für  große  z wie  die  höchste  in  ihnen  vorkommende  Potenz  ver- 
halten. 


Nullstellen  und  Geschlecht  der  Ableitung:  Hat  ein 
Polynom  nur  reelle  Nullstellen,  so  gilt  dasselbe  für  seine  Ab- 
leitung. Für  ganze  Funktionen  ist  dies  nicht  allgemein  richtig, 
wie  das  Beispiel  der  Funktion  (z  -j-  (vom  Geschleckte  2) 

zeigt,  die  eine  reelle  Nullstelle  besitzt,  während  die  Ableitung 
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2s  zwei  komplexe  Nullstellen  hat.  Es  gelten 

jedoch  folgende 

Sätze  von  Laguerre  {G.  B,  94  (1882)  S.  160,  635;  98 
(1884)  S.  79  = (Euvres  1 S.  167,  171,  178.  Beweise  mit 
Ausfüllung  der  bei  Laguerre  vorhandenen  Lücken  s.  Borei, 
Legons  sur  les  fonctions  entieres,  2®  edition,  Paris  1921,  S.  30): 
Hat  eine  ganze  Funktion  f(^s)  vom  Geschlecht  null  oder  eins 
lauter  reelle  Nullstellen,  so  gilt  dasselbe  für  die  Ableitung. 
Zwischen  je  zwei  Nullstellen  von  f{s)  liegt  nur  eine  Nullstelle 
von  f (^s)  [nach  dem  Rolleschen  Satz  mindestens  eine;  in  mehr- 
fachen Nullstellen  von  f{s)  verschwindet  auch  f'{s)\,  und  f'  hat 
dasselbe  Geschlecht  wie  f.  — Hat  eine  Funktion  f{s)  vom  Ge- 
schlecht p nur  eine  endliche  Anzahl  s von  komplexen  Null- 
stellen, so  ist  /'  auch  vom  Geschlechte  p und  hat  außer  den 
durch  den  Rolleschen  Satz  und  die  Vielfachheit  der  Wurzeln 
von  f bedingten  reellen  Nullstellen  höchstens  i?  + ^ weitere 
(reelle  oder  komplexe)  Nullstellen. 

Beziehung  zwischen  der  Ordnung  und  den  Koeffi- 
zienten der  Potenzreihenentwicklung:  Poincare  {Bvill. 
Soc.  M.  11  (1883)  S.  136)  hat  als  erster  eine  Abschätzung  des 
Kleinerwerdens  der  Koeffizienten  in  der  Potenzreihenentwicklung 
f{ß)  = aQ-{-a-^^s-\-'''  durch  das  Geschlecht  p gefunden.  Unter 
Benutzung  der  Ordnung  ^ gilt  das  präzise  Resultat:  Die  obere 
Grenze  der  reellen  a,  für  die  von  einer  Stelle  an 

gilt,  ist  gleich  — • (Ha  damard,  7.  de  Ää.  (4)9  (1893)  S.  171; 

Pringsheim,  Münch.  Ber.  32  (1902)  S.  163,  295;  E.  Linde- 
löf, Acta  soc.  scient.  Fenn.  31  (1903)  Nr.  1,  S.  1.) 

Beziehung  zwischen  der  Ordnung  dem  Grenz- 
exponenten q und  dem  Geschlecht  Poincare  hat  auch 
hier  die  ersten  Schritte  getan  (a.  a.  0.),  indem  er  eine  Beziehung 
zwischen  dem  Anwachsen  der  Funktion  und  dem  Geschlecht  an- 
gab. Die  Einführung  von  Ordnung  und  Grenzexponent  gestattet, 
folgende  Sätze  auszusprechen: 

Im  allgemeinen  ist  q ^ (Hadamard,  J.  de  Math.  (4) 
9 (1893)  S.  171).  Für  primitive  Funktionen  ist  p = ft  (Borel; 
Acta  Math.  20  (1897)  S.  357;  vgl.  auch  Legons  sur  les  fonc- 
tions entieres.,  2.  Aufl.,  S.  61  u.  76  Anm.).  Die  Sätze  über  das 
Verhältnis  von  Geschlecht  und  Ordnung  basieren  auf  dem 
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Satz  von  Hadamard  (a.  a.  0.)  über  die  Abschätzung 
\ primitiver  Funktionen  nach  unteni  Hat  eine  primitive  Funk- 
Ition  f{ß)  die  Ordnung  (=  Grenzexponent)  so  gibt  es  zu  jedem 
' £ > 0 unendlich  viele  Ejreise  mit  unbegrenzt  wachsendem  Ra- 
dius r,  auf  denen  durchweg  ' 

\f{s)\>  gilt. 

Hauptsatz:  Eine  Funktion  von  endlichem  Geschlecht  hat 
auch  endliche  Ordnung  und  umgekehrt 5 genauer:  p = [ft]  oder 
p = fl  — 1 ; letzteres  gilt  nur,  wenn  (i  ganz,  q <C.  (Bedeutung 
von  q S.  750)  und  ft  ein  Konvergenzexponent  ist. 

Beziehung  zwischen  dem  Maximalbetrag  der  Funk- 
tion auf  einem  Kreis  und  dem  Potenzreihenglied  von 
größtem  absolutem  Betrag.  Es  sei 

M(r)  = Max  |/’(^)  | , m(r)  = Max  | | r”. 

\z\=r  n = l,2... 


Für  Funktionen  endlicher  Ordnung  q ist 


i<^\ 

m{r) 


für  £ >»  0 und  alle  hinreichend  großen  r,  daher  ist 
Igilf(r) 


\gm{r) 


->  1 für 


00 


(Valiron,  These,  Toulouse  1914).  Ferner  ist  für  jedes  ^ 

i 

27t  w(r)[lgm(r)] 


wenn  r eine  gewisse  Folge  von  gegen  00  wachsenden  r durch- 
läuft. Für  Funktionen  beliebiger  Ordnung  gilt 

— + « 

M{r)  < m{r)  [lg  m(r)]  ^ 


für  £ > 0 und  eine  gewisse  Folge  von  unbegrenzt  wachsenden  r 
(Wiman,  Acta  Math.  37  (1914)  S.  305). 

Verhalten  bei  geradliniger  Annäherung  an  ^ = 00. 
Für  r — > cx)  strebt  M{r)  gegen  cx»  und  bei  jeder  ganzen  Funk- 
tion gibt  es  ins  Unendliche  laufende  Wege,  auf  denen  f{s)  gegen 
00  strebt  (Iversen,  These,  Helsingfors  1914;  Valiron,  (7.  B, 
166  (1918),  S.  382).  Nichtsdestoweniger  kann  f{ß)  auf  einzelnen 
Strahlen,  die  etwa  vom  Nullpunkt  ausgehen,  gegen  beliebige 

Pascal,  Kepertorium  I.  2.  2.  Aufl.  48 
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Werte  streben  oder  überhaupt  nicht  konvergieren.  So  strebt  die 
Exponentialfunktion  ({z)  ==  e‘  auf  allen  Strahlen  ~ (p  <C,  — % 

gegen  0,  auf  den  Strahlen  g)  = ^ und  q)  = hat  sie  keinen 
Grenzwert,  dagegen  ist  dort  dauernd  | f(z)  \ = 1,  und  auf  den 
Strahlen  — ^ ^ ^ ^ ^ strebt  f(^z)  gegen  oc.  Die  Mittag- 

L eff  1er sehen  Funktionen  (s.  S.  763)  zeigen  ein  ganz  aua- 

loges  Verhalten,  nur  ändert  sich  die  Größe  der  Winkelräume.  Es 
gibt  auch,  wie  Malmquist  29  (1905)  S.  203)  zuerst  zeigte, 
Funktionen,  die  auf  allen  Strahlen  mit  Ausnahme  eines  einzigen 
gegen  0 streben,  und  wie  Mittag  - Leffler  {G.  B.  138  (1904) 

S.  941;  Verhandl.  d.  dritten  Intern.  Math.  Kongr.  in  Heidelberg 
1904,  Leipzig  1905,  S.  258)  bewies,  solche,  die  auf  allen 
Strahlen  gegen  0 gehen,  natürlich  nicht  gleichmäßig.  Dies  kann 
jedoch  nur  für  Funktionen  von  unendlichem  Geschlecht  Vor- 
kommen. Denn  aus  dem  Satz  von  Phragmen  und  Lindelöf 
(S.  770)  folgt,  daß  eine  Funktion  von  endlichem  Geschlecht 
nicht  auf  jedem  Strahl  beschränkt  sein,  also  noch  weniger  gegen 
einen  endlichen  Wert  konvergieren  kann  und  daß  Funktionen  j 
von  der  Ordnung  < \ auf  keinem  Strahl  beschränkt  sind.  Bei  | 
letzteren  gibt  es  sogar  eine  unendliche  Schar  von  Kreisen  um  j 
z = 0 mit  unbegrenzt  wachsendem  Eadius  derart,  daß  das  Mi- 
nimum  von  | f{z)  | auf  ihnen  gegen  oo  strebt,  genauer:  Zu  jedem 
£ > 0 gibt  es  unendlich  viele  Kreise,  auf  denen  durchweg 

!/■(«)  I > ist-  |i 

(Wiman,  Arhiv  för  mat.  1 (1903/04)  S.  105;  2 (1906/06)  ji 
Nr.  14;  vgl.  auch  Lindelöf,  Pal.  Girc.  mat.  25  (1908)  S.  228.)  ! 

Eine  Funktion  der  Ordnung  ft  <C  y hat  das  Geschlecht  i 
= 0,  ist  also  eine  primitive  Funktion  (daher  ft  = q).  Folglich 
stellt  der  Satz  von  Wiman  eine  Verschärfung  des  Hadamard- 
schen  Satzes  (S.  753)  für  Funktionen  mit  (►  < y dar. 

§ 16.  Meromorphe  Funktionen. 

Die  meromorphen  Funktionen,  die  in  der  ganzen  Ebene  (mit 
eventueller  Ausnahme  von  z = oo)  bis  auf  Pole  regulär  sind^), 

1)  Ein  Häufungspunkt  von  Polen  kann  selbst  kein  Pol  sein.  Die 
Pole  können  also  im  Endlichen  keinen  Häufungspunkt  besitzen.  Sind 
es  unendlich  viele,  so  häufen  sie  sich  nur  im  Punkte  z — cc^  der 
also  eine  (nichtisolierte)  singuläre  Stelle  ist,  und  sind  daher  abzahlbar. 
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stellen  die  nächstliegende  Verallgemeinerung  der  gebrochen  ra- 
tionalen Funktionen  dar,  die  sie  als  Spezialfall  (endlich  viele 
Pole  in  der  ganzen  Ebene  einschließlich  <X))  enthalten.  Wie 
jede  rationale  Funktion  als  Quotient  zweier  ganzer  rationaler 
(S.  723),  so  ist  auch  jede  meromorphe  Funktion  f{z)  äls^  Quo- 
tient zweier  ganzer  Funktionen  darstellbar.  (Weier str aß, 

WerTce  2 S.  121.)  muß  nur  in  den  Nullstellen,  in  den 
Polen  von  verschwinden.  Die  Pärtialbruchzerlegung  der 

rationalen  Funktionen  wird  übertragen  durch  den 


Satz  von  Mittag-Leffler  (Öfversigt  af  Kongl.  Vetenslcaps- 
Akademiens  FörJiandlingar,  Stockholm  33  Nr.  6 (1876)  S.  3):  Ist 
eine  abzahlbare  Punktmenge  • • •?  die  sich  nicht  im  Endlichen 

häuft,  und  zu  jedem  eine  rationale  Funktion 


h • • • H - 


^ — ßn 


gegeben,  so  gibt  es  meromorphe  Funktionen,  die  in  einen 
Pol  mit  dem  Hauptteil  sonst  im 

Endlichen  analytisch  verhalten;  ihre  Gesamtheit  wird  darge- 
stellt durch 


oo 

/■(«)=  5^(2)+ 2*  [**»( 

n = l 


1 


WO  g{s)  eine  ganze  Funktion  und  die  g^^  geeignet  gewählte 

ganze  rationale  Funktionen  g„{^)  ~ ^ -\ h 

sind.  Die  Eeihe  konvergiert  in  jedem  endlichen  Gebiet  gleich- 
mäßig, wenn  man  die  auf  die  darin  liegenden  Pole  bezüglichen 
endlich  vielen  Glieder  wegläßt.  (Die  g^{0)  spielen  hier  eine  ähn- 
liche, konvergenzerzeugende  Eolle  wie  die  Exponentialfaktoren 
im  Weierstraßschen  Satze.)  Vgl.  Weierstraß,  Werke  2 
S.  189. 


§ 17.  Allgemeinere  Singularitätenverteilung. 

Mittag-Leffler  hat  seinen  Satz  (§  16)  sukzessive  auf 
immer  allgemeinere  Funktionsklassen  ausgedehnt.  Unter  seinen 
Ergebnissen  sei  das  folgende  hervorgehoben,  bei  dem  Polhäufungs- 
punkte im  Endlichen  zugelassen  sind,  die  ihrerseits  nicht  iso- 
liert zu  liegen  brauchen,  sondern  sich  zu  Linien  zusammen- 
schließen können  (Mittag-Leffler,  Acta  Math.  4 (1881)  S.  4): 

48* 
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Ist  eine  Panktmenge  9)1,  die  mit  der  Menge  § ihrer  Häu- 
fungspunkte (ihrer  Ableitung)  keinen  Punkt  gemein  hat  (eine 
sog.  isolierte  Menge)  und  daher  abzahlbar  ist:  ßj,  /Jgi  • • •> 


zu 


ß eine  rationale  Funktion  r 


■(^) 


gegeben,  so  gibt 


es  Funktionen,  die  in  jedem  nicht  zu  oder  § gehörigen 
Punkte  analytisch  sind  und  in  den  ß^^  Pole  mit  den  Haupt- 


teilen r. 


n ) 'besitzen,  z.  B. 


n — 1 


WO  die  geeignet  gewählte  ganze  rationale  Funktionen  sind. 

Wird  die  Ebene  durch  die  Menge  § zerstückt,  so  stellt  die 
Summe  in  den  verschiedenen  Teilen  im  allgemeinen  verschiedene 
Funktionen  dar,  die  nicht  ineinander  fortgesetzt  werden  können. 

Eine  ähnliche  Verallgemeinerung  gilt  auch  für  die  Weier - 
Straß  sehe  Produktdarstellung  (§  15)  der  ganzen  Funktionen 
(Mittag-Leffler  a.  a.  0.):  Ist  eine  isolierte  Menge  ofg,  • . • 
mit  der  Ableitung  § gegeben,  so  gibt  es  durch  unendliche  Pro- 
dukte darstellbare  Funktionen,  die  in  jedem  nicht  zu  § ge- 
hörigen Punkte  analytisch  sind  und  in  den  sonst  aber 
nirgends,  verschwinden. 

Auf  Grund  dieses  Satzes  gelingt  es  leicht  (Osgood,  Lehr- 
Ifuch  1,  S.  551),  den  von  Weierstraß  (1880,  Werke  2 S.  223) 
ohne  Beweis  ausgesprochenen  Satz  zu  beweisen; 

Ist  ein  beliebiger  Bereich  gegeben,  so  gibt  es  eindeutige 
analytische  Funktionen,  die  ihn  zum  Existenzbereich  haben,  d.  h. 
nicht  über  ihn  hinaus  fortgesetzt  werden  können;  mit  anderen 
Worten:  Jeder  beliebige  Bereich  ist  Existenzbereich  von  ein- 
deutigen analytischen  Funktionen. 

Zum  erstenmal  bewiesen  wurde  dieser  Satz  von  Eunge 
(Acta  Math.  6 (1885)  S.  229).  In  der  gleichen  Arbeit  hat 
Eunge  ihn  und  die  andern  Sätze  dieses  Paragraphen  in  ab- 
schließender Weise  ergänzt.  In  § 15  und  16  gelang  es,  die  Ge- 
samtheit aller  Funktionen  mit  den  vorgeschriebenen  Bedingungen 
explizit  anzugeben;  jede  einzelne  vorgegebene  Funktion  konnte 
dadurch  in  Produkt-  bzw.  Eeihenform  angeschrieben  werden.  Die 
bisherigen  Sätze  von  § 3 jedoch  geben  nur  Beispiele  von  Funk- 
tionen mit  den  vorgeschriebenen  Bedingungen  an;  ob  und  wie 
sich  eine  vorgegebene  Funktion,  von  der  man  weiß,  daß  sie  die 
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Bedingung  erfüllt,  darstellen  läßt,  blieb  ungewiß.  Es  gilt' 
nun  der 

Satz  von  Runge;  Eine  in  einem  beliebigen  Gebiet  (55 
bis  auf  Pole  reguläre  Funktion  f(z)  läßt  sich  in  eine  Beihe  von 
rationalen  Funktionen  entwickeln,  die  in  jedem  abgeschlossenen, 
keine  Pole  enthaltenden  Teilbereich  gleichmäßig  konvergiert.  Die 
Pole  der  rationalen  Funktionen  liegen  in  den  Polen  von  /*,  bzw. 
außerhalb  Ö5.  — Das  Gebiet  kann  sich  auch  ins  Unendliche  er- 
strecken. 

Insbesondere  läßt  sich  also  eine  in  einem  Bereich  reguläre 
Funktion  in  eine  in  jedem  abgeschlossenen  Teilbereich  gleich- 
mäßig konvergente  Reihe  von  rationalen  Funktionen  entwickeln. 

Mit  Hilfe  des  Satzes  S.  723  über  die  Approximation  von 
rationalen  Funktionen  durch  Polynome  folgt  hieraus; 

Eine  in  einem  einfach  zusammenhängenden,  im  Endlichen 
gelegenen  Bereich  reguläre  Funktion  läßt  sich  in  eine  in  jedem 
abgeschlossenen  Teilbereich  gleichmäßig  konvergente  Beihe  von 
Polynomen  entwickeln.  (Man  kann  auch  zulassen,  daß  der  Be- 
reich sich  ins  Unendliche  erstreckt,  s.  z.  B.  Borei,  Leqons  siir 
les  fonctions  monogenes,  Paris  1917,  S.  34.)  Vgl.  auch  Hilbert, 
Gott.  Nachr.  1897,  S.  63  und  die  Verallgemeinerungen  von  Pain- 
leve,  C.  B.  126  (1898)  S.  200  u.  318.  Mit  Hilfe  der  kon- 
formen Abbildung  hat  Fab  er  die  Entwicklung  der  in  einem 
Bereich  regulären  Funktionen  nach  Polynomen,  die  nur  von  dem 
Bereich  abhängen,  angegeben  {Math.Ann.  57  (1903)  S.  389;  64 
(1907)  S.  318;  Math.-Ver.  16  (1907)  S.  103;  J.  f.  Math.  150 
(1920)  S.  79).  Vgl.  die  ausführliche  Darstellung  der  polyno- 
mischen Entwicklungen  in  Montel,  Legons  sur  les  series  de poly- 
nomes  ä une  variable  complexe^  Paris  1 910,  insbesondere  Chap.  II,  HI. 


VI.  Abschnitt. 

Analytische  Darstellung  und  Fortsetzung  von  Funk- 
tionen in  Stemgehieten. 

§ 18.  Ableitung  aus  dem  Cauchyschen  Integralsatz. 

Auf  jedem  von  einem  Punkte  a ausgehenden  Halbstrahl 
werde  nach  einem  bestimmten  Gesetz  ein  Punkt  p ^ a gewählt 
(p  kann  auch  oo  sein).  Das  durch  die  Gesamtheit  der  Seg- 
mente ap  erfüllte  Gebiet  heißt  ein  Stern  mit  dem  Mittelpunkt  a, 
ein  Punkt  p eine  Sternecke  (Mittag -Leffler).  Ist  a ein  Re- 
gularitätspunkt  einer  Funktion  f{ß)  und  wählt  man  als  p jeweils 
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den  ersten  nichtregulären  Punkt,  den  man  von  a ausgehend  auf 
dem  betreffenden  Halbstrahl  antrifft,  so  erhält  man  den  sog. 
Hauptstern  der  Funktion  mit  dem  Mittelpunkt  a (auch  Holo- 
morphiestern  genannt).  Begrenzt  man  den  Halbstrahl  jeweils 
durch  den  ersten  Punkt,  der  weder  regulär  noch  ein  Pol  ist,  so 
erhält  man  den  „Meromorpliiestern*\  Konvergiert  ein  analytischer 
Ausdruck  im  Innern  eines  Sternes,  während  er  im  Äußern  diver- 
giert, so  spricht  man  vom  Konvergenzstern.  Noch  andere  Stern- 
arten erhält  man  unter  Zugrundelegung  einer  „erzeugenden 
Figur*‘  $8;  darunter  verstehen  wir  ein  einfach  zusammenhängendes 
Gebiet,  das  den  Nullpunkt  im  Innern  oder  auf  dem  Rande  und 
den  Punkt  1 auf  dem  Rande  enthält.  Mit  bezeichnen  wir 
das  Gebiet,  das  aus  SS  durch  Multiplikation  jedes  seiner  Punkte 
mit  Z hervorgeht  (^9S  ist  einfach  das  vom  Nullpunkte  aus  im 
Verhältnis  | z | gestreckte  Gebiet  SS,  das  außerdem  noch  um  den 
Winkel  arg^;  geschwenkt  wird,  so  daß  der  frühere  Punkt  1 in 
Z übergeht).  Wir  erzeugen  nun  einen  Stern  um  eine  Regulari- 
tätspunkt  a,  indem  wir  auf  jedem  Halbstrahl  bis  zu  dem  ersten 
Punkte  z=p  gehen,  der  die  Eigenschaft  hat,  daß  fiz)  in  ^SS 
und  auf  dem  Rande  nicht  mehr  regulär  ist.  Wählt  man  als  er- 
zeugende Figur  z.  B.  den  Einheitskreis,  so  erhält  man  als  Stern 
den  Konvergenzhreis  des  zu  a gehörigen  Funktionselementes 


2 


aj^z  — a)”  (nämlich  den  Kreis  durch  den  zu  a nächstge- 


legenen nichtregulären  Punkt).  Diese  künstlich  aussehende  Art, 
den  Konvergenzkreis  zu  definieren,  ist  gleichwohl  im  Wesen  der 
Sache  begründet.  Denn  die  Potenzreihenentwicklung  von  f{z) 
um  den  Punkt  a kann  aus  dem  Gauch y sehen  Integral 


r 

^ dt  . ^ 

\7ti  I ^ — z ^ 2irif  z — a 
Gi  ^ f n 


(S.  702)  dadurch  abgeleitet  werden,  daß  man 

1 _ 1 
z — a~~  1—2/ 

Z CL 

in  eine  Reihe  nach  Potenzen  von  y ==  ^ ^ - entwickelt  und 
gliedweise  integriert: 
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«•)  -,4./ 

“ 2 ^ -»y=2  ^13). 

0 ’ 0 

Die  Reihe  konvergiert  jedoch  nur  für  1 2/ 1 < 1 (gleichmäßig,  so 
daß  sie  gliedweise  integriert  werden  kann,  für  | «/ 1 ^ ü- << 

aber  -O'  kann  beliebig  nahe  an  1 liegen), 

Einheitskreis  liegen,  den  wir  jetzt  mit  28  bezeichnen  wollen. 
Da  nun  die  Kurve  (5^,  auf  der  ^ läuft,  beliebig  nahe  am  Rand  des 
Hauptsterns  von  f{z)  liegen  darf,  so  ist  also  jedes  8 zulässig,  bei 

dem  für  jeden  Randpunkt  ^ des  Hauptsterns  ^ — ~ in  jSÖS,  also 

z — ain  allen  — a)  28  liegt.  Der  Durchschnitt  (S.  6 8 7)  aller  dieser 
Gebiete  ist  aber  der  Kreis  durch  den  zu  a nächsten  nicht  re- 
gulären Punkt,  und  dieses  Gebiet  läßt  sich  nun  auch  unabhängig 
vom  Hauptstern  direkt  als  Stern  mit  dem  Einheitskreis  als  er- 
zeugender Figur  definieren,  wie  es  S.  758  geschah.  Unser  Ge- 
dankengang legt  eine  sehr  weittragende  nahe 

(zuerst  beiMittag-Leffler,  Öfversigt  af  Kongl.  Yetemlcaps-Aha- 
demiens  Förhandlingar,  Stockholm  39  Nr.  2 (1882)  S.  11,  dann 
abermals  erkannt  und  ausgenutzt  bei  Borei,  Ann.  ec.  norm. 
<3)  16  (1899)  S.  132;  Phragmen,  C.  B.  128  (1899)  S.  1434, 
vgl.  auchMittag-Leffler,  J.cZalfaZ/j.  29  (1905)  S.  101  [S.  117]): 

Hat  man  irgendeine  Darstellung  für  ^ einer  Figur 

28,  die  naturgemäß  g = 1 auf  dem  Rande  enthält,  gilt,  so  er- 
hält man  durch  Verwendung  dieses  Ausdrucks  für  

. 8 — CC 


eine  Darstellung  für  f(8),  die  gültig  ist,  sobald  8 — a allen 
{t — a)28  angehört,  unter  ^ die  Grenzpunkte  des  Hauptsterns 
von  f{8)  mit  dem  Mittelpunkt  a verstanden. 

Je  nach  der  Wahl  der  Darstellung  für 

durch  bedingten  Gestalt  von  28  erhält  man  die  mannigfachsten 
analytischen  Ausdrücke  für  /‘(^)  mit  mehr  oder  weniger  ein- 
fachen Gültigkeitsbereichen.  Diese  Ausdrücke  stellen  analytische 

00 

Fortset8wngen  des  ursprünglichen  Funktionselementes  ^ a^  (s — aY 

0 
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mit  dem  Mittelpunkt  a dar,  und  wir  wollen  weiterhin  die  For- 
derung aufstellen,  daß  sich  diese  Ausdrücke  aus  den  Koeffizien- 
ten dieses  als  gegeben  anzusehenden  Ausgangselementes 
explizit  berechnen  lassen,  wodurch  sie  sich  von  den  Darstellun- 
gen wie  S.  757  wesentlich  unterscheiden  werden.  Man  kann  sie 
auch  dahin  interpretieren,  daß  sie  den  Summenwert  der  Reihe 
00 

2 (ß  ~~  Punkten,  wo  dieselbe  divergiert,  angeben,  und 

0 

sie  stehen  daher  in  enger  Beziehung  zu  Summäbilitätstheorie 
divergenter  Reihen.  (Vgl.  hierfür  Mep.  S.  430  und  Knopp, 
Theorie  und  Anwendung  der  unendlichen  Teihen,  Berlin  1922.) 
In  der  Folge  nehmen  wir  ohne  Schaden  der  Allgemeinheit  a = 0. 


§ 19.  Darstellung  durch  Reihen  von  Polynomen. 


Diese  Darstellungsform  rührt  von  Mittag-Leffler  her,  der 
sie  (mit  anderen  Methoden  als  hier  angegeben),  ebenso  wie  die 
weiter  unten  folgenden  Darstellungsarten  in  Noten  unter  dem 
gemeinsamen  Titel  „Su/r  la  representation  analytique  d'une  Branche 
uniforme  d’une  fonction  monogene^*  in  den  Acta  Math,  entwickelt 
hat:  133  (1900)  S.  43;  II  24  (1901)  S.  183;  III  24  (1901) 
S.  205;  IV  26  (1902)  S.  353;  V 29  (1905)  S.  101;  VI  42 
(1919)  S.  285;  s.  auch  Münch.  Ber.  1915,  S.  109.  ; 

Es  sei  SS  die  ganze  Ebene  mit  Ausnahme  des  Stückes  der 


reellen  Achse  zwischen  1 und  + oo  und  ^ = '^,  Pn(y) 

n = 0 

Darstellung  für  durch  eine  Reihe  von  Polynomen 


eine 


r = 0 


die  in  SS  konvergiert,  in  jedem  endlichen  abgeschlossenen  Teil- 
gebiet gleichmäßig.  (Nach  S.  757  gibt  es  derartige  Darstellun- 
gen.) Da  hier  der  Durchschnitt  aller  ^SS,  unter  ^ die  Rand- 
punkte des  Hauptsterns  versl^nden,  der  Hauptstern  selber  ist, 
so  gilt  für  jedes  im  Hauptstern  bei  passender  Wahl  von  (5^ 


§20.  Darstellung  durch  Integrale. 
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i ’'=» 

00 

-SHr.““- 

n = 0 r = 0 

00  nin  00 

==22  =2 

71  = 0 r = 0 « = 0 

Damit  ist  f(^s)  im  ganzen  Hauptstern  durch  eine  Keihe 
von  Polynomen  dargestellt,  von  denen  jedes  einzelne  sich  aus 
endlich  vielen  der  mit  Hilfe  von  universellen,  d.  h.  von  f 
unabhängigen  und  daher  im  voraus  angehharen  Konstanten 
berechnen  läßt.  (Note  I,  S.  49.) 

Ebensolche  Darstellungen  lassen  sich  für  gewisse  „Nehm- 
sterne'* angehen,  die  sich  dem  Hauptstern  unbegrenzt  nähern 
(Note  II,  III,  IV).  — Der  wesentliche  Unterschied  ist  der,  daß 
die  Nehensterne  wirTdicJie  Konvergenzsterne  für  die  zu  ihnen  ge- 
hörigen Ausdrücke  sind,  während  dies  heim  Hauptstern  nicht  not- 
wendig der  Fall  ist  (Note  II,  S.  186).  Vielmehr  gibt  es  bei  jeder 
zu  einem  Hauptstern  gehörigen  Darstellungsart  durch  Keihen  von 
Polynomen  (Borei,  LeQons  sur  les  series  divergentes,  Paris  1901, 
S.  172),  allgemeiner  durch  Reihen  von  ganzen  Funktionen  (Phrag- 
men,  in  der  Abhandlung  von  Mittag- L eff  1er,  Her.  1915, 

S.  109  [S.  154])  stets  Funktionen,  bei  denen  die  Reihe  auch 
außerhalb  des  Hauptsterns  konvergiert. 


¥ 


§ 20.  Darstellung  durch  Integrale. 

Die  Borelsche  Darstellung. 

Verwendet  man  den  Ausdruck: 

^ 0 

so  besteht  2B  aus  der  Halbebene  91?/  < 1 (für  'iüy  ^ -O’  < 1 
konvergiert  das  Integral  gleichmäßig),  und  das  Cauchysche  In- 
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tegral  geht  durch  Vertauschung  der  Integrationsfolgen  über  in 
ein  „Laplacesches  IntcgraV* 


0 

00 

wo  JP  die  zu  f „assoziierte  Funktion“  F{u)  — bedeutet, 

0 


die  eine  ganze  Funktion  ist  (Borei,  Änn.  ec.  norm.  (3)  16 
(1899)  S.  9).  Die  Darstellung  konvergiert  und  ist  gültig  in  dem 
sog.  „Borelschen  Summdbilitätspolygon''  (Borei,  C.B.  123  (1896) 
S.  548).  Dieses  erhält  man,  indem  man  durch  Errichten  der  Lote 
in  den  Ecken  p des  Hauptsterns  auf  den  Strahlen  Op  die  Halb- 
obenen  die  0 enthalten,  bildet  und  ihren  Durchschnitt 

nimmt.  Dieses  Polygon  (das  natürlich  kein  geradliniges  zu  sein 
braucht)  enthält  den  Konvergenzkreis.  Es  kann  auch  unab- 
hängig vom  Hauptstern  als  Stern  erzeugt  werden,  indem  man 
auf  jedem  Strahl  durch  0 die  obere  Grenze  g derjenigen  Punkte 
Z bestimmt,  für  die  f{ß)  in  dem  Kreise  über  Oz  als  Durch- 
messer regulär  ist,  d.  h.  indem  man  als  erzeugende  Figur  $8 


im  Sinne  von  S.  758 
den  Kreis  über  01 
als  Durchmesser 
wählt. 


Daß  das  Borel- 


sche  Summabilitäts- 
polygon  wirklich  ein 
„Konvergenzstern“ 
ist,  d.  h.  daß  im 
Äußern  das  Laplace- 
sche Integral  diver- 
giert^ wurde  von 
Phragmen  (0.  B. 
132(1901)  S.1396) 


bewiesen.  Auf  dem 
Rande  selbst  kann 


Fig.  6.  Boreisches  Summabiiitätspoiygon.  Konvergenz  oder  Di- 


vergenz Vorkommen; 


durch  eine  Verknüpfung  der  Borelschen  Methode  mit  den 
Cesaroschen  arithmetischen  Mittelbildungen  (vgl.  Bep.  Ij,  S.  430) 
gelingt  es  jedoch  stets,  in  allen  regulären  Punkten  auf  einer 
geraden  Polygonseite  konvergente  Darstellungen  zu  erhalten,  wenn 
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der  auf  dieser  Seite  liegende  singuläre  Punkt  ein  Pol  ist  (Doetsch, 
Math.  Ann.  84  (1921)  S.  245). 

Der  Borelsche  Ausdruck  läßt  sich  auch  folgendermaßen 
umformen: 

“ = ~ n = 0 ^ ^ 

WO  + • • • + ist.  Von  diesem  Ausdruck  (mit 

einer  kleinen  Modifikation)  ist  übrigens  Borei  ursprünglich  aus- 
gegangen (Borei,  J.  de  Math.  (6)  2 (1896)  S.  103;  vgl.  auch 
Mittag-Leffler,  Note  IV). 

Die  Verallgemeinerung  von  Mittag-Leffler. 

Sie  beruht  auf  der  Verwendung  der  Mittag -Lefßerschen 
Fmktionen 

00 

r{<xn+l)  ^ 

Diese  sind  ganze  transzendente  Funktionen  und  stellen  eine  Ver- 
allgemeinerung der  Exponentialfunktion  dar,  die  für  cc  = 1 
darunter  enthalten  ist.  In  den  für  die  gegenwärtigen  Zwecke 
besonders  wichtigen  Fällen  0 < a < 2 zeigen  sie  folgendes  Ver- 
halten (Note  V S.  119,  132): 

^ I iC  I OO 

im  Winkelraum  cc  ^ <C.  arg  x <C  2 > 

auf  den  Strahlen  arg  oc  = ^ cc-~  ^ 

u 

I 1 -^0  für  1*1  ->C30 

im  Winkelraum  | arg  x\  <i  a ^ • 

Für  a — 2 ist  F^(x)  ==  cos]/ — rr,  für  a > 2 strebt  E^{x)  auf 
jedem  Strahl  gegen  cx),  außer  auf  der  negativen  reellen  Achse. 
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Es  gilt  nun,  unter  den  Hauptzweig  verstanden, 

T - 1 

0 

in  einem  Gebiet  2B„,  das  folgendermaßen  definiert  werden  kann: 
Man  betrachte  den  Kreis  über  dem  Segment  0 ^ ^ 1 der 

w-Ebene  als  Durchmesser  und  bilde  ihn  durch  den  Hauptzweig 
der  Funktion  v = auf  die  Kurve  der  «;-Ebene  ab.  Spiegelt 


man  nun  am  Einheitskreis  und  nimmt  von  den  beiden  durch 
das  Spiegelbild  begrenzten  Gebieten  dasjenige,  das  den  Nullpunkt 
enthält,  so  hat  man  (Fig.  7).  Aus  dem  C au chy sehen 
Integral  leitet  man  daher  unter  Vertauschung  der  Integrations- 
grenzen die  Darstellung  durch  das  „verallgemeinerte  Laplacesche 
Integrar  ^ ^ 

f(z)=fe-^F,(et)dF 

0 

ab,  wo 
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ist.  Sie  gilt  in  dem  Nebenstern  33^,  der  gleich  dem  Durch- 
schnitt aller  ist,  wo  ^ die  Grenzpunkte  des  Hauptsterns 

durchläuft,  und  der  der  wirkliche  Konvergenzstern  des  Aus- 
drucks ist.  Man  kann  auch  ohne  Bezugnahme  auf  den 
Hauptstern  definieren,  indem  man  als  erzeugende  Figur  das 
Innere  von  zugrunde  legt  und  auf  jedem  Strahl  durch  0 
die  obere  Grenze  derjenigen  s feststellt,  für  die  f in  re- 
gulär ist  (Mittag-Leffler,  Note  V). 

Für  a = 1 stimmt  diese  Darstellung  mit  der  Borelschen 
überein,  und  zwar  ist  hier  der  Kreis  über  dem  Segment 
0 ^ ^ 1 als  Durchmesser  und  20^,  die  Halbebene  < 1.  Für 

0 schmiegt  sich  der  Strecke  0 ^ ^ 1,  der  Nebenstern 

also  dem  Hauptstern  beliebig  nahe  an;  macht  man  daher  in  dem 
verallgemeinerten  Laplaceschen  Integral  den  Grenzübergang 
or  ->  0,  so  erhält  man  eine  Darstellung  im  ganzen  Hauptstem. 
Für  a CX)  nähert  sich  SSß,  dem  Einheitskreis,  35^  daher  dem 
Konvergenzkreis,  übrigens  nähert  sich  hierbei  das  Gebiet  335^, 
ebenfalls  dem  Einheitskreis,  und  man  versteht  so,  warum  bei  der 
Definition  des  Konvergenzkreises  sowohl  als  selbständigen  Sternes 
als  auch  vermittels  des  Hauptsterns  dieselbe  Figur,  nämlich  der 
Einheitskreis,  zu  benutzen  war. 

M.  Riesz  {Acta  Math.  35  (1912)  S.  253)  ist  in  dem  noch 
allgemeineren  Fall,  daß  das  gegebene  Funktionselement  eine 
Dirichletsche  Reihe  (S.  718)  ist,  ohne  Benutzung  der  Eigen- 
schaften der  Funktionen  einen  direkteren  Weg  gegangen, 
der  dem  von  Mittag-Leffler  in  Note  IV  eingeschlagenen 
ähnlich  ist. 

Statt  durch  ein  Integral  kann  man  ({ß)  in  33^.  auch  als 
Grenzwert  einer  Summe  darstellen  (Note  V S.  174): 


n + \ 


to 


r{a{n  -f  1)  -f  1) 


Die  angegebene  Methode  läßt  sich  noch  weiter  verallgemei- 
nern, und  unter  Verwendung  einer  Funktion,  wie  sie  z.  B.  Malm- 
quist  (vgl.  S.  754)  angegeben  hat,  die  auf  allen  Strahlen  bis 
auf  einen  gegen  0 strebt,  kann  man  ähnliche  Ausdrücke  erhalten, 
die  im  ganzen  Hauptstern  konvergieren  (Note  V S.  175). 

Als  formal  besonders  einfach  sei  noch  folgende,  im  ganzen 
Hauptstern  gültige  Darstellung  erwähnt: 
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(Mittag-Leffler,  Ätti  del  IV  congresso  witern.  dei  mat  Borna 
1908,  vol.  I (1909)  S.  67). 

In  seiner  VL  Note  hat  Mittag-Leffler,  wie  schon  früher 
H.  V.  Koch,  eine  Darstellung  von  f{z)  im  Meromorphiestern  ge- 
geben (Literaturangaben  daselbst)  und  ferner  in  noch  allgemei- 
neren Bereichen. 


VII.  Abschnitt. 

Yerhalten  in  der  Umgebung  singulärer  Stellen. 

§ 21.  Der  Werte  Vorrat  in  der  Umgebung.  (Picardsehe 
Sätze  und  Verallgemeinerungen.) 

In  einer  hinreichend  kleinen  Umgebung  eines  Boies  z ==  p 
ist  I w I = I f(^s)  I beliebig  groß , d.  h.  die  Umgebung  von  z ==  p 
auf  der  Kugel  wird  auf  die  (ein-  oder  mehrfach  überdeckte) 
Umgebung  von  w = oo  auf  der  Kugel  abgebildet.  Ordnet 
man  also  dem  Punkte  z = p den  Punkt  tu  = oo  zu,  so  verhält 
sich  die  Funktion  in  einem  Pol  nicht  anders  als  in  einem  re- 
gulären Punkt.  Ganz  anders  ist  das  Verhalten  in  der  Umgebung 
von  wesentlichen  Singularitäten. 

Weierstraßscher  Satz:  In  jeder  Umgebung  eines  isolier- 
ten, wesentlich  singulären  Punktes  kommt  eine  Funktion  jedem 
komplexen  Wert  beliebig  nahe  (s.  S.  721). 

Wie  es  um  die  Werte  bestellt  ist,  die  nicht  wirklich  an- 
genommen werden,  entscheidet  der  Satz  von  Picard,  der  in 
zwei  Etappen  bewiesen  wurde. 

Der  kleine  Picardsehe  Satz:  Eine  ganze  Funktion 
(=1=  const.)  nimmt  jeden  Wert  mit  Ausnahme  höchstens  eines  ein- 
zigen an.  {C.  B.  88  (1879)  S.  1024;  der  Beweis  stützt  sich 
auf  die  Theorie  der  elliptischen  Modulfunktionen,  einen  elemen- 
tareren Beweis  (ohne  diese  höheren  Hilfsmittel)  gab  Borei, 
a B.  122  (1896)  S.  1045;  Acta  Math.  20  (1896—97)  S.  357 
[S.  382];  vgl.  auch  den  neueren  Beweis  von  R.  Nevanlinna, 
Acta  soc.  scient.  Fenn.  50,  Nr.  6 (1924)  S.  7.) 

Der  große  Picardsehe  Satz:  In  jeder  Umgebung  einer 
isolierten,  wesentlich  singulären  Stelle  nimmt  eine  Funktion  jeden 
Wert  mit  Ausnahme  höchstens  eines  einzigen  an.  {C.  B.  80 
(1879)  S.  745;  elementarer  Beweis  von  Schottky  (s.  u.),  kürzer 
von  Lindelöf,  Compte  rendu  du  congres  des  matJi.  ienu  ä Stock“ 
holm  1909,  Leipzig  und  Berlin  1910,  S.  112.) 


§ 21.  Der  Wertevorrat  ii\  der  Umgebung.  76? 

Erweitert  man  den  Begriff  der  isolierten,  wesentlich  sin^ 
gulären  Stelle  dahin,  daß  die  Funktion  in  der  Umgebung  nur 
bis  auf  Pole  eindeutig  und  regulär  zu  sein  braucht  (so  daß  sie 
also  Häufungspunkt  von  Polen  sein  kann),  was  (vgl.  o.)  darauf 
hinauskommt,  daß  man  dem  Wert  oo  keine  Ausnahmestellung 
gibt,  so  modifiziert  sich  der  Satz  dahin,  daß  alle  Werte  bis  auf 
höchstens  zwei  endliche  angenommen  werden.  — In  der  Um- 
gebung einer  isolierten,  wesentlich  singulären  Stelle  im  alten 
Sinne  wird  ein  Wert,  nämlich  oo,  bestimmt  ausgelassen.  Da 
höchstens  noch  ein  endlicher  Wert  ausgelassen  werden  kann,  so 
liegen  auch  hier  höchstens  zwei  Ausnahme  werte  vor. 

Sätze  über  Funktionen  mit  Ausnahmewerten. 

Der  Landausche  Satz  (Verallgemeinerung  des  kleinen 
Picard  sehen  Satzes):  Ist  f(ß)  in  der  Umgebung  von  z = a re- 
gulär, /■(«)  =4=  0 und  =(=  so  gibt  es  um  a einen 

Kreis  mit  einem  nur  von  f{a)  und  f{a)  abhängenden  Radius 
B (der  also  für  alle  Funktionen  mit  demselben  f{a)  und  f (a) 
der  gleiche  ist),  so  daß  in  jedem  größeren  Kreise  entweder  eine 
Null-  oder  Einsstelle  oder  aber  ein  singulärer  Punkt  der  <Funk-- 
tion  liegt.  (L a n d a u , Rer/.  Sitzungsber.  1 9 04,  S.1118*,  R.  Nevan- 
linna,  Gott.  Nadir,  1924,  S.  151).  An  die  Stelle  der  Werte  0 
und  1 kann  jedes  andere  Paar  von  verschiedenen  Werten 
und  treten.  R hängt  dann  auch  noch  von  und  ab. 
Analog  in  den  folgenden  Sätzen.  — Über  den  Wert  von  R vgh 
Caratheodory,  C.  R.  141  (1905)  S.  1213;  Landau,  Zürch, 
Vierteljahr sschr.  51  (1906)  S.  252. 

Der  Caratheodorysche  Satz  (Verallgemeinerung  des. 
großen  Picard  sehen  Satzes):  Zu  allen  für  0 <C  | ^ | <C  1 regu- 
lären, eindeutigen  und  von  0 und  1 verschiedenen  Funktionen 
gibt  es  eine  positive  numerische  Konstante  a < 1 derart,  daß  für 
0 < U I <<  a dauernd  wenigstens  eine  der  beiden  Ungleichungen 

\f{z)\<.^  und  |/’(-2')|>-^  gilt  (Caratheodory,  C.  R.  154 
(1912)  S.  1690). 

Der  bchottkysche  Satz:  Ist  f(z)  für  \z\<iR  regulär 
und  von  0 und  1 verschieden,  so  ist  für  | | ^ ^R  (O  < -ff  < l) 

wo  tß-  eine  nur  von  f(0)  und  & abhängige  Konstante  ist. 
(Schottky,  Bert.  Sitzungsber.  1904,  S.  1244.)  Hieraus  folgt  der- 
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große  Picardsclie  Satz  (Schottky,  ebenda).  — Neuere  Beweise 
von  Ostrowski,  Berl.  Sitzungsber.  1925,  S.  471,  u.  Valiron, 
C.M.  183  (1926)  S.  728.  — Weitere  wichtige  Verallgemeinerimgen 
der  Picardschen  Sätze  s.  Picard,  Acta  Math.  11  (1887)  S.  1 
und  vor  allem  Caratheodory,  Berl.  Sitzungsber.  1920,  S.  202. 

Über  die  Werteverteilung  in  der  Umgebung  einer  wesent- 
lich singulären  Stelle  s.  Borei,  Acta  Math.  20  (1896 — 97) 
S.  357;  Valiron,  Ann.  ec.  norm.  (3)  37  (1920)  S.  219;  38 
(1921)  S.  389;  39  (1922)  S.  317;  Julia,  Ann.  ec.  norm.  (3) 
36  (1919)  S.  93;  (3)  37  (1920)  S.  165  und  Legons  sur  les 
fonctions  uniformes  ä point  singulier  essentiel  isole,  Paris  1924; 
hieran  anschließend  Ostrowski,  Zeitschr.  24(192  5)  S.  215. 
In  den  letzteren  Arbeiten  tritt  der  Zusammenhang  dieser  Pro- 
bleme mit  dem  Montelschen  Begriff  der  normalen  Funktionen- 
folge (S.  710)  hervor.  Ferner  F.  u.  R.  Nevanlinna,  Acta  soc. 
scient.  Fenn.  50  Nr.  5 (1922);  R.  Nevanlinna,  Ann.  acad. 
scient.  Fenn.  23  (1924);  Acta  soc.  scient.  Fenn.  50  Nr.  6 (1924); 
Acta  Math.  46  (1925)  S.  1;  Skand.  Math.  Kongr..,  Kopenhagen 
1925,  S.  77. 

§22.  Verhalten  bei  Annäherung  an  einen  singulären  Punkt 
längs  Kurven. 

Hierher  gehören  zunächst  die  Eigenschaften  der  ganzen 
Funktionen  auf  Strahlen,  die  ins  Unendliche  laufen  (s.  S.  753). 

Läßt  man  im  allgemeinen  Fall  z auf  einem  beliebigen  Weg 
(Jordankurve)  in  einen  isolierten,  wesentlich  singulären  Punkt 
hineinwandern,  so  beschreibt  w ==  f{z)  eine  stetige  Kurve,  die 
ein  mannigfaltiges  Verhalten  zeigen  kann:  w kann  dabei  gegen 
einen  (endlichen  oder  unendlichen)  Grenzwert  streben,  oder  die 
Kurve  ist  geschlossen  und  wird  immer  wieder  durchlaufen,  oder 
sie  erfüllt  die  ganze  Ebene  oder  einen  Teil  davon  überall 
dicht.  Es  gibt  stets  Wege,  auf  denen  das  letztere  Verhalten  vorliegt 
(Julia,  Ann.  ec.  norm.  (3)  36  (1919)  S.  93  [S.  109]).  Tritt 
aber  der  zuerst  genannte  Fall  ein,  so  heißt  der  Grenzwert  ein 
asymptotischer  oder  Konvergenzwert,  der  Weg  ein  Bestimmtheits- 
iveg.  Die  Konvergenzwerte  einer  ganzen  oder  meromorphen  Funk- 
tion fallen  zusammen  mit  den  nicht -algebraischen  singulären 
Punkten  der  inversen  Funktion  (so  sind  0 und  oo  Konvergenz- 
werte für  w ==  e®  und  transzendente  Verzweigungspunkte  für 
z = logw,  vgl  S.  732).  Hat  die  Funktion  Austiahmewerte  im 
Sinne  des  Picardschen  Satzes  (S.  766),  so  sind  diese  sicher  Kon- 
vergenzwerte, wie  dies  mit  den  Werten  0 und  <X)  hei  f(^z)  = c® 


§ 23.  Verhalten  bei  Annäherung  innerhalb  von  Winkelgebieten.  769 

der  Fall  ist  (Hurwitz,  C.  B.  14:3  (1906)  S.  877;  144  (1907) 
S.  63;  Denjoy,  C.  B.  145  (1907)  S.  106;  Iversen,  TJihe, 
Helsingfors  1914). 

Ist  eine  Funktion  in  einem  Kreise  \z\<iB  regulär  und 
beschränkt,  d.  h.  | f{^  \<^M  für  \z\<^B^  so  hat  sie  bei  radia- 
ler Annäherung  gegen  den  Rand  fast  überall  (d.  h.  in  allen 
Randpunkten  mit  Ausnahme  einer  Nullmenge)  einen  Grenzwert. 
Dasselbe  gilt,  wenn  als  Weg  ein  Jordanscher  Kurvenbogen  zu- 
gelassen wird,  der  zwischen  zwei  in  dem  Randpunkt  endigenden 
Sehnen  verläuft  (Fatou,  Acta  Math.  30  (1906)  S.  335;  ein- 
facherer Beweis  Caratheodory,  Math.  Ann.  73  (1913)  S.  305). 
Verallgemeinerungen  von  F.  und  M.Riesz,  Skand.  Math.  Kongr., 
Stockholm  1916,  S.  27,  und  F.  und  R.  Nevanlinna,  Acta  soc. 
scient.  Fenn.  50.  Nr.  5 (1922)  [S.  26].  Siehe  auch  Lus  in  und 
Priwaloff,  C.  B.  178  (1924)  S.  456. 

Für  weitere  Untersuchungen  vgl.  vor  allem  Groß,  Monatsh. 
f.  Math.  29  (1918)  S.  3;  Math.  Zeitschr.  2 (1918)  S.  242;  Math. 
Ann.  78  (1918)  S.  332. 

§ 23.  Verhalten  bei  Annäherung  innerhalb  von  Winkel- 

gebieten. 

Zunächst  sei  wieder  an  die  ganzen  Funktionen  angeknüpft 
und  als  Gebiet,  das  den  singulären  Punkt  oo  auf  dem  Rande 
enthält,  der  Winkel  zwischen  zwei,  von  einem  endlichen  Punkt 
nach  oo  laufenden  Strahlen  gewählt. 

Satz  von  Phragmen  (Acta  Math.  28  (1904)  S.  351); 
Eine  ganze  Funktion  f(z^  erfülle  die  Bedingungen;  1.  Im  Innern 
eines  Winkelgebietes  von  der  Öffnung  a sei  \f(z)\  < wo 

Ä>0  und  kccC^Tt  ist;  2.  in  den  übrigen  Punkten  sei  \f(^)\<^02 
(f  ist  also  höchstens  von  der  Ordnung  k).  Dann  ist  f(z)  eine 
Konstante.  — Eine  ganze  Funktion  (=|=  const.)  der  Ordnung  q 
kann  also  höchstens  im  Innern  und  auf  dem  Rande  eines  Winkel- 

raumes  der  Öffnung  27t — beschränkt  sein.  Die  Mittag- 

Leffler sehen  Funktionen  F^(z)  (S.  763)  erreichen  diese  Grenze 
gerade. 

Im  allgemeinen  Fall  bei  beliebigen  Funktionen  denken  wir 
uns  den  fraglichen  singulären  Punkt  auch  ins  Unendliche  ver- 
schoben. Die  folgenden  Sätze  erschließen  aus  der  Annahme,  daß 
die  Funktion  bei  Annäherung  an  den  singulären  Punkt  vom 
Innern  eines  Winkelgebiets  her  nicht  allzu  stark  wächst  und 

Pascal,  Bepertorinm.  I.  2.  2.  Aufl.  49 
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auf  dem  Rande  beschränkt  bleibt,  daß  sie  überhaupt  in  jenem 
Sektor  der  Umgebung  des  singulären  Punktes  beschränkt  ist. 

Satz  von  Phragmen  und  Lindelöf  {Acta  Math.  31 
(1908)  S.  381):  Ist  eine  Funktion  im  Innern  und  auf  dem  Rande 
eines  Winkelgebietes  von  der  Öffnung  a regulär  und  auf  dein 
Rande  beschränkt:  \f(ß)  \ ^ Uj,  während  im  Innern  \f(/)  \ < UgC  > 
wo  Jca  <C.  7t,  ist,  so  ist  auch  im  Innern  |/‘(^)|  ^ 

Allgemeiner : 

Ein  einfach  zusammenhängendes  Gebiet  ÖJ,  das  sich  ins 
Unendliche  erstreckt,  möge  iiu  einem  Winkelraum  der  Öffnung  a 
Platz  haben.  Eine  im  Innern  von  ® analytische  Funktion  er- 
fülle die  Bedingungen:  1.  Ist  ^ ein  beliebiger  Randpunkt  =|=  oo 
von  ÖJ,  so  gilt  bei  beliebig  klein  gewähltem  d ]>  0 für  alle 
Punkte  z von  (^,  die  hinreichend  nahe  an  ^ liegen,  | f(z)  | < C + d, 
wo  C eine  von  ^ unabhängige  Konstante  ist.  2.  Das  Produkt 

7t 

e~^^“f{z)  strebt,  wie  klein  £>0  auch  angenommen  wird,  gleich- 
mäßig gegen  0 mit  wachsendem  r.  Dann  ist  | f{ß)  | ^ 0 im 
Innern  von  ^ (a.  a.  0.,  S.  387). 

Ist  von  f{ß)  bekannt,  daß  es  die  Voraussetzung  1.  erfüllt, 
so  können  nur  zwei  Fälle  verkommen:  a)  Entweder  ist  |f(;^)|  ^ G 
im  Innern  von  (^.  b)  Oder  bei  beliebig  kleinem  £ > 0 gilt  von 

7t 

einem  r — an  M{r)  }>  , wo  M{r)  das  Maximum  von  f{8) 

auf  dem  in  gelegenen  Teile  des  Kreises  |;s|  = r ist  (a.  a.  Ö., 

S.  389). 

Weitgehende  Vertiefungen  dieser  Sätze  siehe  vor  allem  bei 
R.  und  F. Nevanlinna,  Acta  soc.  scient  Fenn.  50,  Nr.  5 (1922); 

R.  Nevanlinna,  Acta  soc.  scient.  Fenn,  50,  Nr.  12  (1925). 

VIII.  Abschnitt. 

Yerhalten  von  Potenzreihen  an  der  Konvergenzgrenze. 

§24.  Zusammenhang  zwischen  Stetigkeit  und  Konvergenz 
bzw.  Summabilität. 

Stetigkeit  als  Folge  von  Konvergenz 
bzw.  Summabilität. 

Nähert  sich  der  Punkt  z,  vom  Innern  des  Konvergenzkreises 
00 

einer  Potenzreihe  herkommend,  auf  einem  Wege  ^ 

0 


§ 24.  Zusammenhang  zwischen  Stetigkeit  und  Konvergenz.  771 


einem  Randpunkt  so  kann  die  dargestellte  Eunktion  f{z) 
einem  Grenzwert  A zustreben  (z.  B.  immer,  wenn  f(£)  in  re- 
gulär ist),  so  daß  die  Funktion  f{£)^  lediglich  auf  © betrachtet, 
in  stetig  wird,  wenn  man  f(z^  = A setzt.  Der  Ahelsche 
StetigJceitssatz  (S.  712)  sagt  aus,  daß  der  Grenzwert  sicher  exi- 


stiert und  gleich  A ist,  wenn 


zur  Summe  A konver- 


0 

giert  und  wenn  ^ der  Radius  OZq  ist. 

Um  hieran  anknüpfende  Verallgemeinerungen  kurz  aus- 
sprechen zu  können,  benutzen  wir  folgende  Bezeichnungen  (nach 
Hardy  und  Littlewood,  Lond.  M.  8.  Proc.  (2)  18  (1920) 
S.  205): 

Die  Kurve  heißt  ein  Weg,  wenn  sie  eine  den  Konver- 
genzkreis nicht  verlassende,  in  Zq  endende  Jord  an  kurve  ist; 
ein  innerer  Weg,  wenn  sie  außer  Zq  keinen  Punkt  mit  dem 
Konvergenzkreis  gemein  hat;  ein  Stolz  scher  Weg,  wenn  sie 
zwischen  zwei  in  z^  endenden  Sehnen  verläuft;  ein  regulärer 
Weg,  wenn  sie  in  allen  Punkten  außer  Zq  eine  stetig  wandernde 
Tangente  hat  und  sich  dem  Punkt  Zq  in  bestimmter  Richtung 
nähert,  so  daß  arg  (z  — z^^  für  z —>  Zq  einem  bestimmten  Grenz- 
wert zustrebt.  — Ferner  sei  von  jetzt  an  immer  vorausgesetzt, 
daß  der  Konvergenzkreis  der  Einheitskreis,  der  Punkt  Zq  der 
Punkt  1 sei.  Es  gilt  dann: 


f{z)  hat  auch  dann  einen  Grenzwert  für  ^—>1,  wenn  x. 

0 

konvergiert  und  ein  Stolzscher  Weg  ist  (S.  713),  aber  nicht 
immer,  wenn  ein  regulärer  Weg  ist  (Hardy  und  Littlewood, 
a.  a.  0.,  S.  207,  theorem  C). 

Der  Abel  sehe  Satz  läßt  eine  wichtige  Verallgemeinerung 
in  anderer  Richtung  zu:  Der  Grenzwert  auf  dem  Radius  existiert 


auch  dann,  wenn  ^ nicht  konvergiert,  sondern  bloß  von 
0 

irgendeiner  positiven  Ordnung  Cesaro(-Hölder)  - summabel 
(s.  Bep.  Ij,  S.  430)  ist  (zuerst  im  Falle  der  Summabilität 
1.  Ordnung  von  Frobenius,  J.  f.  Math.  89  (1880)  S.  262,  so- 
dann für  beliebige  ganzzahlige  Ordnung  von  Holder,  Math.  Arm. 
20  (1882)  S.  535  bewiesen;  auf  Summabilität  beliebiger  posi- 
tiver (auch  nicht  ganzzahliger)  Ordnung  ausgedehnt  von  Chap- 
man,  Lond.  M.  8.  Proc.  (2)  9 (1911)  S.  369).  Unter  derselben 
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Voraussetzung  existiert  der  Grenzwert  auch  auf  jedem  Stolz- 
schen  Weg. 


Konvergenz  bzw.  Summabilität  als  Folge  der  Stetigkeit 
bzw.  einer  Verallgemeinerung  derselben. 

Der  Abel  sehe  Stetigkeitssatz  ist  nicht  allgemein  imhehrha/r^) 


(Beispiel:  (— 


1 -f-  ic 


strebt  für  x 1 gegen  — , die 


Reibe  konvergiert  aber  in  x = 1 nicht),  sondern  nur  unter 
zusätzlichen  Voraussetzungen  über  die  a^.  Das  erste  Resultat 
von  Tauber  {Monatsh.  f.  Math.  8 (1897)  S.  273)  ist  insbeson- 
dere von  Hardj  und  Littlewood  vertieft  worden.  Die  wich- 
tigsten Ergebnisse  sind: 

00 

Hat  a^  g**  für  radiale  Annäherung  gegen  1 einen  Grenz- 

0 

wert  und  ist  (Cj  und  Cg  beliebige  Kon- 

00 

stanten),  also  wenn  a^  reell:  na^';>  so  konvergiert  ^ 

0 

(Hardy  und  Littlewood,  Lond.  M.  S.  Proc.  (2)  13  (1914) 
S.  174;  s.  auch  die  Wiedergabe  bei  Landau,  Darstellwig  v/nd 
Pegründwng  ei/niger  neuerer  Ergebnisse  der  FunJetionentheorie, 
Berlin  1916,  S.  46). 

00 

Existiert  der  Grenzwert  von  auf  einem  regulären 


oder  einem  Stolzschen  Weg  und  ist  so  ist 

konvergent  (Hardy  und  Littlewood,  Lond.  M.  S.  Proc.  (2) 
18  (1920)  S.  205,  fheorems  B,  S.). 

Hat  die  Funktion 


0 


1)  Man  kann,  wie  das  schon  Euler  getan  hat,  gerade  diese 
Möglichkeit  dazu  benutzen,  um  einer  divergierenden  Reihe  einen 
Summen  wert  beizulegen,  indem  man  durch  lim  definiert, 

falls  dieser  Grenzwert  existiert.  (Abelsche  oder  Poissonsche  Sum- 
mabilität, manchmal  auch  Euler  sehe  Summabilität  genannt.  Doch 
verstehen  manche  Autoren  unter  letzterer  etwas  anderes.) 


§ 25.  Das  Anwachsen  d.  Funktion  in  d.  Nähe  d.  Konvergenzkreises.  773 
wenn  z auf  einem  gewissen  Weg  © gegen  1 strebt,  einen  Grenz- 

50 

wert  A und  ist  < c,  so  konvergiert  zur  Summe  A 

0 

(ebenda,  theorem  Q\  ist  z.  B.  ^ ein  rektifizierbarer  Stolz  scher 
Weg  und  konvergiert  ^ so  ist  0{z)  = Y^zJ 

z 

Die  notwendigen  und  hinreichenden  Bedingungen  dafür,  daß 

00 

von  einer  gewissen  Ordnung  Cesaro-summabel  ist,  sind: 

0 

1.  f{z)  = a^Z'^  ist  im  Einheitskreis  regulär; 

2.  für  |;s|<l  ist  \f{z)\ < K^{1 — \z^^- wo 
Konstanten  sind; 

3.  wird 

1 1 

/öW=fW>  ••• 

z z 

gesetzt,  so  gibt  es  eine  ganze  Zahl  A;  ^ 0 so,  daß  /i(is)  gegen 
einen  endlichen  Wert  strebt,  wenn  z auf  einem  beliebigen  Weg 
vom  Innern  des  Einheitskreises  her  gegen  1 strebt. 

Die  Integrale,  deren  Existenz  unter  der  Annahme  der  Sum- 
mabilität  von  sich  ergibt,  im  umgekehrten  Fall  aber  vor- 

auszusetzen ist,  sind  dabei  über  die  gebrochene  Linie  zOl  oder, 
was  unter  der  Voraussetzung  2.  damit  gleichbedeutend  ist,  über 

die  gerade  Linie  zu  erstrecken  und  durch  lim  / zu  definieren, 

wo  ^ entlang  dem  Radius  01,  bzw.  entlang  der  Sehne  zl  gegen 
1 strebt.  (Hardy  und  Littlewood,  Math.  Zeitschr.  19  (1923) 
S.  67.) 

§ 25.  Das  Anwachsen  der  Funktion  in  der  Nähe  des 
Eonvergenzkreises. 

Zum  Vergleich  für  das  Anwachsen  der  Funktion  bei  An- 
näherung der  Variablen  an  einen  Punkt  a der  Konvergenzgrenze 

eignet  sich  besonders  die  Funktion  • 
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({z)  ===  habe  den  Einheitskreis  zum  Konvergenzkreis, 

0 

und  wir  wollen  das  Verhalten  von  f in  der  Nähe  von  a = 1 
betrachten.  (Jeder  beliebige  Punkt  Zq  = des  Einheitskreises 
läßt  sich  durch  die  Transformation  ^ = e~^^^z  in  den  Punkt  1 

7t 


überführen.) 


Wir  setzen 


Aus  dem  Anwachsen  von 


r = 0 

kann  man  auf  das  Verhalten  von  f{^  bei  Annäherung  an 
z = \ schließen : 


Gibt  es  ein  a ^ 0 so,  daß  ^ ->  A für  w oo , wo  A eine 

beliebige  Konstante  ist,  so  gilt  (l  — — >■  P’Ca  -f"  l)-^ 

z 1 auf  der  reellen  Achse.  (Appell,  C.  B.  87  (1878)  S.  689.) 

Dieser  Satz  ist  nicht  allgemein  umkehrbar,  sondern  nur 
unter  gewissen  Voraussetzungen: 


Strebt  (1  — zY  a^z^  bei  einem  « ^ 0 für  > 1 


gegen 


einen  endlichen  Wert  A und  sind  von  einer  Stelle  an  alle  «„^0, 
s ^ 

so  gilt  ^ n —>  oo  (Hardy  und  Littlewood, 

Lond.  M.  S.  Proc.  (2)  13  (1914)  S.  174). 

Innerhalb  des  Kreises  | | ^ ^ <C  wo  r der  Konvergenz- 


radius ist,  hat  f(z)  — 


2 


die  Majorante  (S.  708) 


3K(p)  ==^2^  l^nl  Ist  f{z)  selbst  im  Konvergenzkreis  be- 
0 

schränkt,  so  kann  9Ji(p)  für  p — ► r zwar  gegen  oo  wachsen, 
aber  nur  so  schwach,  daß 

(p)  • ]/r  — p — > 0 für  p — >■  r . 


Allgemeiner:  Ist  (r  — p)‘^/’(^),  wo  und  beschränkt, 

CC  -{*  *1* 

so  ist  {r  — q)  ^ 9i^(p)  beschränkt  (Hardy,  Quarterly  Journal 
44  (1913)  S.  147). 

Zur  genaueren  Untersuchung  des  Anwachsens  der  Funktion 
bei  Annäherung  der  Variablen  an  die  Konvergenzgrenze  sind 
kompliziertere  Hilfsmittel  nötig,  wie  sie  vor  allem  Hadamard 
{J.  de  Math.  (4)  8 (1892)  S,  lOl)  geschaffen  hat.  Vgl.  auch 
Fabry,  Acta  Math.  36  (1913)  S.  69. 


§ 26.  Nichtfortsetzbare  Reihen» 
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§ 26.  Nichtfortsetzbare  Heihen. 

Es  gibt  Potenzreihen,  die  Funktionen  darstellen,  welche 
über  keinen  Punkt  des  Konvergenzkreises  hinaus  fortgesetzt  wer- 
den können,  für  die  also  dieser  Kreis  „natürliche  Grenze^‘  ist, 
und  zwar  ist  dies  in  gewissem  Betracht  kein  abnormes  Ereignis, 
sondern  sogar  die  Regel.  Nach  Versuchen  von  Borei  (C7.  M. 

(1896)  S.  1051;  Ada  Math.  21  (1897)  S.  243)  und  Fabrj 
{C.  B.  124  (1897)  S.  142;  Ada  Math.  22  (1899)  S.  65)  ist 
dieser  Aussage  von  Polya  {Ada  Math.  41  (1917)  S.  99)  und 
Hausdorff  {Math.  Zeitschr.  4 (1919)  S.  98)  ein  präziser  Sinn 
verliehen  worden. 

Die  Nichtfortsetzbarkeit  hindert  nicht,  daß  die  Reihe  auf 
dem  ganzen  Rande  des  Konvergenzkreises  konvergiert,  also  dort 
stetig  ist,  z.  B. 

00 

wo  0 < a < 1,  h positiv  ganz  ^ 2 ; 

« = o Konvergenzradius  gleich  1 

(Weierstraß  1880,  Werhe  2 S.  223  mit  einer  für  den 
dortigen  Beweis  notwendigen,  an  sich  aber  überflüssigen  Beschrän- 
kung; diese  Reihe  ist  historisch  das  erste  Beispiel  einer  Funk- 
tion, bei  der  die  Nichtfortsetzbarkeit  aus  der  Reihenentwicklung 
erschlossen  wurde),  ja  daß  sogar  alle  Ableitungen  noch  auf  dem 
Rande  konvergieren,  z.  B. 


2 

n = 0 


wo  0 < a < 1 ; Konvergenzradius  gleich  1 


(Fredholm,  publiziert  von  Mittag-Leffler,  ö.  B.  110  (1890) 
S.  627;  Ada  Math.  15  (1891)  S.  279). 

Bei  speziellen  Beispielen  gelingt  es  manchmal,  den  Beweis 
für  die  Nichtfortsetzbarkeit  auf  Grund  der  arithmetischen  Eigen- 
schaften der  wirklich  vorkommenden  Exponenten  (vgl.  Hada- 
mard,  J.  de  Math.  (4)  8 (1892)  S.  101;  Lerch,  Ada  Math.  10 
(1887)  S.  87)  zu  erbringen.  Lediglich  die  Größenordnung  der  Ex- 
ponenten bildet  die  Voraussetzung  für  folgende  Sätze: 

Hadamardscher  Lückensatz  {J.  de  Math.  (4)  8 (1892) 
S.  101):  Hat  die  Potenzreihe 


00 

2 (% 4=  0;  ganz;  0 <JCj  < ■ ■ ■) 

n = 0 
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endlichen  Konvergenzradius  und  ist 

lim  inf  > 1 , 

n = oo 

d.  h.  von  einer  Stelle  an  ^^„+1  > + '9'),  vp^o  -9  > 0,  so  ist 

die  Reihe  nicht  fortsetzbar. 

Der  Name  Lückensatz  rührt  daher,  daß  hinter  einem  von 
0 verschiedenen  Koeffizienten  aj^  jedesmal  eine  Lücke  mindestens 
von  der  Größenordnung  %'lc^  in  den  Indizes  auftritt,  wo  die  zu- 
gehörigen Koeffizienten  verschwinden. 

Fabryscher  Lückensatz:  Hat  die  Potenzreihe 
00 

2"  S»“*.  0 ^ < fc,  • • •) 

« = 0 

Je 

endlichen  Konvergenzradius  und  ist  oo  für  n —>  <x>  (diese 

Bedingung  ist  z.  B.  stets  erfüllt,  wenn  oo),  so  ist 

die  Reihe  nicht  fortsetzbar.  (Fabry,  Änn.  ec.  norm.  (3)  13 
(1896)  S.  367;  Acta  Math.  22  (1899)  S.  65;  Faber,  Münch. 
Ber.  34  (1904)  S.  63;  kürzester  Beweis  unter  allgemeineren  Vor- 
aussetzungen Carlson  und  Landau,  Gott.  Nachr.  1921,  S.  184.) 

Daß  das  Auftreten  von  Lücken  keineswegs  eine  notwendige 
Bedingung  für  die  Nichtfortsetzbarkeit  der  Reihe  bildet,  folgt 
aus  dem 

Satz  von  Fatou  (bewiesen  von  Hurwitz  und  Polya,  Acta 
Math.  40  (1916)  S.  179):  Bei  jeder  Potenzreihe  mit  endlichem 
Konvergenzradius  läßt  sich  durch  geeignete  Änderung  der  Vor- 
zeichen der  Koeffizienten  erreichen,  daß  sie  nicht  fortsetzbar  wird. 


§ 27.  Das  Verhalten  der  Partialsummen. 

00 

Die  Reihe  f(ß)  — a^^ß^  habe  den  endlichen  Konvergenz- 


»=o 


radius  r und  sei  also  ^ 0.  Man  betrachte  die  Partialsummen 

V 

vereinige  die  Nullstellen  aller  s^(0} 

n=  0 

ZU  einer  Menge  wobei  Nullstellen  verschiedener  mit  der- 
selben Koordinate  als  verschieden  zu  rechnen  sind.  In  Er- 
gänzung  des  Satzes  von  Hurwitz  (S.  717)  gilt  der 


§ 27  Das  Verhalten  der  Partialsnmmen. 
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Satz  von  Jentzsch:  Jeder  Punkt  des  Konvergenzkreises  ^ 
j ;2:  j = ist  Häufungspunkt  von  {Acta  Math.  41  (1918)  S.  219). 

Die  „Überkonvergenz“:  Nach  Cauchy  (vgl. S. 712)  diver- 
giert die  Folge  der  Partialsummen  in  jedem  äußeren  Punkte 
des  Konvergenzkreises.  Nichtsdestoweniger  kann  es,  wie  Jentzsch 
{Acta  Math.  41  (1918)  S.  253)  an  Beispielen  gezeigt  hat,  Vor- 
kommen, daß  gewisse  Teilfolgen  auch  noch  über  den  Kon- 
vergenzkreis hinaus  konvergieren.  Diese  Erscheinung  der  so- 
genannten Überkonvergenz  hängt  mit  der  Struktur  der  in  der 
Potenzreihe  wirklich  auftretenden  Exponentenfolge  in  nachstehen- 
der VT'eise  zusammen. 

Es  seien  in  der  Koeffizientenfolge  einer  Potenzreihe  mit  end- 

00  , 

lichem  Konvergenzradius  f{8)  = a^z^  unendlich  viele  so  große 

n — O 

Lücken,  innerhalb  deren  die  Koeffizienten  verschwinden,  vorhan- 
den, daß  der  Quotient  der  ßandindizes  n\  n'  dieser  Lücken 
größer  als  1 -f  -ü  (ß’  >>  O)  ist.  Bildet  man  dann  eine  Abschnitt- 
folge der  Potenzreihe,  indem  man  diese  jeweils  mit  dem  linken 

n' 

Rande  einer  solchen  Lücke  abbricht:  s^,  = so  konver- 

0 

giert  diese  Folge  über  jeden  regulären  Punkt  des  Konvergenz- 
hreises  hinaus,  und  zwar  gleichmäßig  in  einem  hinreichend  klei- 
nen Kreis  um  einen  solchen  Punkt.  (Ostrowski,  Bert.  Sitzungsber. 
1921,  S.  557.)  Es  ist  zu  beachten,  daß  die  Lücken  der  be- 
treffenden Größenordnung  in  dem  ähnlich  lautenden  Hadamard- 
schen  Satz  S.  775  zwischen  allen  von  0 verschiedenen  Koeffi- 
zienten auftreten  müssen,  während  sie  hier  nur  immer  wieder 
vorzukommen  brauchen. 

Die  Lückenbedingung  erfaßt,  soweit  dies  möglich  ist,  das 
Auftreten  der  Überkonvergenz  schon  vollständig,  da  der  obige 
Satz  in  gewissem  Sinne  umkehrbar  ist: 

Besitzt  eine  Potenzreihe  mit  endlichem  Konvergenzradius 
R eine  Abschnittsfolge  die  in  einer  Umgebung  eines  re- 

gulären Punktes  des  Konvergenzkreises  gleichmäßig  konvergiert, 
so  kann  man  sie  als  Summe  zweier  Potenzreihen  darstellen,  von 
denen  die  erste  einen  größeren  Konvergenzradius  als  R hat, 
während  die  zweite  unendlich  viele  Lücken  besitzt,  deren  Rand- 
indizes einen  Quotienten  größer  als  1 + ff  (ff  > O)  haben  und 
in  die  die  Indizes  Vj^  hineinfallen.  (Ostrowski,  Bert.  Sitzungsber. 
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1923,  S.  185.)  Aus  diesem  und  dem  vorhergehenden  Satz  folgt, 
daß  die  gleichmäßige  Überkonvergenz  in  einer  Umgebung  eines 
regulären  Randpunktes  dieselbe  Erscheinung  in  einer  Umgebung 
jedes  regulären  Randpunktes  nach  sich  zieht. 

Wegen  des  Bereiches  der  Überkonvergenz  s.  Ostrowski, 
Math.-Yer.  32  (1923)  S.  286;  Hamh.  Math.  Ahh.  1 (1923) 
S.  327. 


IX.  Abschnitt. 

Zusammenhang  zwischen  den  Koeffizienten  einer  Potenz- 
reihe und  den  Singularitäten  der  Funktion. 


§28.  Bestimmimg  der  Koordinaten  der  Singularitäten 
mit  Hilfe  der  Koeffizienten. 


Auf  dem  Rande  des  Konvergenzkreises  einer  Potenzreihe 
liegt  mindestens  ein  singulärer  Punkt  der  dargestellten  Funk- 
tion, doch  kann  man  keineswegs  etwa  aus  Konvergenz  oder  Di- 
vergenz der  Reihe  in  einem  Randpunkt  allgemein  auf  Regulari- 
tät  oder  Singularität  der  Funktion  schließen  oder  umgekehrt 
(vgl.  S.  713).  Daß  jedoch  unter  gewissen  Voraussetzungen  über 
die  Koeffizienten  von  der  Regularität  auf  die  Konvergenz,  bzw. 
von  der  Divergenz  auf  die  Singularität  geschlossen  werden  kann, 
zeigt  der 

Satz  von  Fatou  {Acta  Math.  30  (1906)  S.  335):  Hat 


a^z^  den  Einheitskreis  zum  Konvergenzkreis  und  ist  a^-^ 


0 


0 

für  > oü,  so  konvergiert  die  Reihe  in  jedem  regulären  Punkt 
des  Randes,  auf  jedem  abgeschlossenen  Regularitätsbogen  sogar 
gleichmäßig.  (Kürzere  Beweise  von  M.  Riesz,  J.  f.  Math.  140 
(1911)  S.  89;  Gott.  Nachr.  1916,  S.  62.) 


Konvergiert  also  a^s^  für  \ß\<C^l  und  ist  a^  — > 0,  so 
folgt  aus  der  Divergenz  der  Reihe  in  einem  Randpunkt,  daß 
dieser  singulär  ist. 


Die  Koeffizienten  eines  Funktionselementes  bestimmen  die 
Funktion  und  damit  die  Singularitäten  vollständig,  die  explizite 
Berechnung  der  letzteren  aus  den  Koeffizienten  ist  aber  im  all- 
gemeinen sehr  schwierig.  Gewisse  spezielle  Voraussetzungen  über 
die  Koeffizienten  gestatten  jedoch,  direkt  eine  bestimmte  der  Sin- 
gularitäten auf  dem  Rande  anzugeben: 
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Sind  alle  Koeffizienten  bis  auf  endlich  viele  ^0  (Vivanti, 
Biv.  di  Mat.  3 (1893)  S.  111)  oder  gehören  sie  bis  auf  endlich 
viele  einem  Winkelraum  mit  dem  Nullpunkt  als  Scheitel  und 
einer  Öffnung  7t  an  (Diene s,  J,  de  Math.  (6)  5 (1909) 
S.  327),  so  ist  der  positiv  reelle  Punkt  des  Konvergenzkreises 
ein  singulärer  Punkt. 

Hat  für  n (x>  einen  Grenzwert  so  ist  Zq  ein 

+ 1 

singulärer  Punkt.  (Ohne  genaue  Formulierung  und  Beweis  bei 
Lecornu,  C.  B.  104  (1887)  S.  349;  Beweis  von  Fabrj,  Ann. 
ec.  norm.  (3)  13  (1896)  S.  367;  vgl.  Hadamard,  La  Serie  de 
Taylor  et  son  prolongement  anälytique.  Paris  1901  [Scientia 
Nr.  12]  S.  23.)  Liegt  übrigens  auf  dem  Konvergenzkreis  als  ein- 
zige Singularität  ein  Pol  so  hat  den  Grenzwert  Zq. 

+ 1 

(J.  König,  Math.  Ann.  23  (1884)  S.  447.)  Weitere  Sätze  in 
dieser  Eichtung  s.  Hadamard,  La  Serie  de  Taylör.^  chap.  V. 

Aufschluß  über  die  Singularitäten  von  Eeihen,  deren  Koeffi- 
zienten aus  denen  von  anderen  Eeihen  mit  bekannten  Singulari- 
täten in  gewisser  Weise  zusammengesetzt  sind,  gibt  der 

Hadamardsche  Kompositionssatz  {ActaMath.  22(1898) 


S.  55):  Die  am  Eande  des  Hauptsterns  (S.  758)  vo.n  a{z)  = 

0 

gelegenen  Singularitäten  seien  die  am  Eande  des  Hauptsterns 
00 

von  h(z)=^^\z^  gelegenen  Singularitäten  seien  ß^.  Dann 

sind  die  am  Eande  des  Hauptsterns  von  f(z)  = g®" 

0 

legenen  Singularitäten  unter  den  Punkten  enthalten.  (Wort- 

laut nach  Bieberbach,  JEnzyM.  II3,  Heft  4,  S.  464.  Erwei- 
terungen von  Borei,  Bull.  Soc.  M.  26  (1898)  S.  238;  Fab  er, 
Mafh.-Ver.  16  (1907)  S.  285.) 

00 

Beispiel:  Hat  a^z'^  endlichen  Konvergenzradius,  so 
00  0 

ist  ^ z”  eine  ganze  Funktion. 

0 
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§ 29.  Der  Einfluß  von  arithmetisolien  Eigenschaften  der 
Koeffizienten  auf  den  Charakter  der  Funktion. 

Eeihen  mit  nur  endlich  vielen  verschiedenen  Koeffizienten. 
00 

Hat  die  Reihe  nur  endlich  viele  verschiedene  Koeffi- 

0 

zienten,  so  daß  sie  für  | ^ | < 1 konvergiert,  und  besitzt  die  dar- 
gestellte Funktion  auf  dem  Rande  \z  \ = 1 nur  endlich  viele 
isolierte  Singularitäten,  in  deren  Umgebung  die  Funktion  ein- 
deutig ist,  so  ist  diese  eine  rationale  Funktion  mit  lauter  ein- 
fachen Polen,  die  in  Einheits wurzeln  liegen.  (Jentzsch,  Math. 
Ann.  78  (1918)  S.  276;  vgl.  auch  Polya,  ebenda  S.  286.) 

Haben  die  Koeffizienten  nur  endlich  viele  verschiedene 
Werte,  so  ist  notwendig  und  hinreichend  dafür,  daß  sie  von 
einer  Stelle  an  sogar  periodisch  sind,  daß  die  Reihe  nur  eine 
endliche  Anzahl  von  isolierten  singulären  Punkten  auf  dem  Ein- 
heitskreis hat.  (Carlson,  Math.  Ann.  79  (1919)  S.  237;  hier 
auch  weitere  V erallgemeinerungen  des  vorigen  Satzes  von  Jentzsch.) 

Reihen  mit  rationalen  oder  ganzen  Koeffizienten. 
Satz  von  Eisenstein  {Berl.  Sitzungsher.  1852,  S.  441): 

Stellt  eine  Reihe  mit  rationalen  Koeffizienten 
00 

^ ganzzahlig  und  teilerfremd) 

0 

eine  algebraische  Funktion  (s.  Kap.  XVII)  dar,  so  gibt  es  eine  ganze 

Zahl  T,  so  daß  ein  Teiler  von  T^(n^  l)  ist,  d.  h.  die  Reihe 

00 

f(Tz)  — f(p)  = ^ s — z^  hat  nur  ganzzahlige  Koeffizienten 
1 ” 

(man  sagt:  sie  ist  „ganzzahlig“). 

Der  Eisen  stein  sehe  Satz  gibt  nur  eine  notwendige  Be- 
dingung dafür  an,  daß  eine  rationalzahlige  Reihe  eine  algebra- 
ische Funktion  darstellt.  Daß  sie  keineswegs  hinreichend  ist, 
folgt  schon  daraus,  daß  es  ganzzahlige  Reihen  gibt,  für  die  der 
Konvergenzkreis  natürliche  Grenze  ist  (man  streiche  z.  B.  aus 
der  Reihe  1 z z^  ' so  viele  Glieder,  daß  die  Lücken 
gegen  oo  wachsen,  vgl.  S.  776).  Da  die  Reihen,  die  der 
Eis  enstein  sehen  Bedingung  genügen,  durch  die  lineare  Trans- 
formation z = und  Subtraktion  einer  Konstanten,  wodurch 
an  ihren  Eigenschaften  nichts  Wesentliches  geändert  wird,  in 
ganzzahlige  Reihen  übergeführt  werden,  so  genügt  es,  sich  mit 
letzteren  an  Stelle  der  Reihen  vom  Eis  enstein  sehen  Typ  zu  be- 
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schäftigen.  — Es  soll  sich  stets  um  Reihen  nach  Potenzen  von 
d.  h.  um  Entwicklungen  um  den  Nullpunkt,  handeln. 

Damit  eine  ganzzahlige  Reihe  eine  nicht-rationale  algebra- 
ische Funktion  darstellen  kann,  muß  diese  im  Einheitskrei^  einen 
Verzweigungspunkt  haben.  (Fatou,  G.  JR.  138,  S.  342,  1904.) 

Die  Sätze  von  Eisenstein  und  Fatou  setzen  voraus,  daß 
die  dargestellte  Funktion  algebraisch  ist.  Im  folgenden  wollen 
wir  allgemeiner  zunächst  Funktionen  betrachten,  die  in  einem 
Kreis  \z\<^B  nur  endlich  viele  Singularitäten  haben. 

b)  B>1. 

Hat  eine  ganzzahlige  Reihe  in  dem  Kreise  | ^ | <iB  (J2  > 1) 
nur  Pole  (Borei,  Bull.  8c.  M.  (2)  18  (1894)  S.  22)  oder  hat 
sie  dort  nur  endlich  viele  Singularitäten  und  ist  eindeutig 
(Polya,  Math.  Änn.  77  (1916)  S.  497),  so  ist  sie  rational. 

b)  = 1. 

Hat  eine  ganzzahlige  Reihe  in  dem  Kreise  | ^ | < 1 nur 
endlich  viele  Singularitäten,  so  ist  sie  entweder  rational  oder 
sie  hat  im  Einheitskreis  einen  Verzweigungspunkt  oder  sie  ist 
über  den  Einheitskreis  hinaus  nicht  fortsetzbar.  (Carls on,  Math. 
Zeitschr.  9 (1921)  S.  1.)  Hieraus  folgt  der  vorige  Satz  und 
der  obige  Satz  von  Fatou.  Ferner  ergibt  sich  speziell: 

Ist  eine  ganzzahlige  Reihe  im  Einheitskreis  konvergent,  so  stellt 
sie  entweder  eine  rationale  Funktion  dar  oder  sie  ist  nicht  fortsetzbar. 

Weiterhin  wollen  wir  nun  den  Kreis  \0\<CB  ersetzen  durch 
ein  beliebiges  einfach  zusammenhängendes  Gebiet  2),  das  den 
Nullpunkt  enthält.  ^ läßt  sich  durch  eine  Funktion  tv  ==  g?(^) 
umkehrbar  eindeutig  auf  einen  Kreis  um  den  Nullpunkt  der 
«<;-Ebene  abbilden.  Schreibt  man  vor:  ^>(0)  = 0,  = 1?  so 

ist  der  Radius  q dieses  Kreises  eindeutig  bestimmt  (S.  742). 
Ist  eine  durch  eine  ganzzahlige  Reihe  definierte  Funktion  fis) 
in  ^ eindeutig  und  bis  auf  isolierte  Singularitäten  (die  in  un- 
endlicher Anzahl  Vorkommen,  aber  sich  im  Innern  nicht  häufen 
dürfen)  regulär,  so  gilt  folgendes: 

Ist  ^ > 1,  so  ist  f(s)  rational; 

„ ^ 1,  so  gibt  es  nichtrationale,  in  ^ reguläre  Funktionen; 

„ ^ = 1,  und  ist  der  Rand  von  ^ eine  Jordankurve,  so  ist 
f^g)  entweder  rational  oder  über  ^ hinaus  nicht 
fortsetzbar.  (Pol ja,  Lond.  M.  S.  Proc.  (2)  21  (1923) 
S.  22;  Math.-Ver.  31  (1922)  S.  107.) 

Ohne  gewisse  Voraussetzungen  über  den  Rand  von  ist 
der  letzte  Teil  des  Satzes  nicht  richtig  (Pol ja,  a.  a.  0.  S.  34).  — 
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Der  Satz  besagt:  Ein  Gebiet  ® der  obigen  Art  kann  nur  dann 
Eindeutigkeitsbereicb  mit  isolierten  singulären  Punkten  einer 
nicbtrationalen  Funktion  mit  ganzzahliger  Potenzreibenentwick- 
lung  sein,  wenn  das  zugehörige  ^ ^ 1 ist. 

Wichtig  für  die  Beweise  der  Sätze  von  Borei,  Polya  und 
Carlson  sind  folgende  Kriterien:  «> 

Notwendig  und  hinreichend  dafür,  daß  die  Eeihe 

0 

eine  rationale  Funktion  darstellt,  ist,  daß  die  Determinanten 


«ol> 

% % 

O/Q  Cl.^  ^2 

^2  ^3 

ßg  0,4^ 

bis  auf  endlich  viele  verschwinden  (Kronecker,  Berl.  Sitßimgsher. 
1881,  S.  535),  oder  auch,  daß,  wenn 


p 


V + i 


> + i 


S+2-1 ^P  + 22-2 

gesetzt  wird,  es  ein  und  ein  jPq  gibt  derart,  daß  ^^31=0 
ist  für  (Borei,  Bull  Sc.  M.  (2)  18  (1894)  S.  22). 
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Kapitel  XVI. 

Elliptische  Funktionen  nnd  Integrale. 

Von  E.  Jahnkef  in  Berlin. 

Überarbeitet  und  ergänzt  von  Ä.  Barnecic  in  Berlin.*) 


§ 1.  Die  Jacobischen  Thetafunktionen. 

Jacobi  definiert  (zuerst  in  den  Fundamenta  nova  theoriae 
functionum  ellipticarum,  Königsberg  1829;  Ges.  W.  1,  49—239, 
§ 60;  sodann  in  seiner  Königsberger  Vorlesung  1835/36)  die 
Thetafunktionen  in  folgender  Weise,  wobei  wir  die  Schreibweise 
von  Weierstraß-Schwarz,  Formelsammlung '^)**)  zugrunde 
legen,  doch  mit  dem  Unterschiede,  daß  wir  das  Jacobische  q_ 
statt  des  Weierstraßschen  Ti  beibehalten: 

^0®  = ^o(^.  2) 

V 

= 1 — 2^cos  2v7r:-|-  22^cos  ^vn  — 2g^cos  ^v%  -}-••• 


*)  Über  die  Entstehung  dieses  Kapitels  ist  zu  bemerken,  daß 
E.  Jahnke  den  Schriftsatz  bereits  1913  in  Druck  gegeben  und  auch 
zwei  Korrekturen  gelesen  hatte.  Dem  Bearbeiter  blieb  daher  sowohl 
aus  Pietät  gegen  den  am  18.  Oktober  1921  verschiedenen  Verfasser 
als  auch  aus  praktischen  Gründen  ein  geringer  Spielraum  zu  eigener 
Darstellung.  Er  hat  sich  im  allgemeinen  auf  die  Berücksichtigung 
der  seitdem  erschienenen  Literatur  und  darauf  bezügliche  Ergänzungen 
beschränkt,  daneben  an  einigen  Stellen  ihm  zweckmäßig  erscheinende 
Kürzungen  vorgenommen  und  das  Ganze  einer  eingehenden  Durchsicht 
auf  Säuberung  von  Druckfehlern  und  Beseitigung  von  Unebenheiten  des 
Textes  und  der  Bezeichnung  unterzogen.  Er  glaubt  sein  Verhalten  damit 
rechtfertigen  zu  können,  daß  auf  dem  sozusagen  klassischen  Gebiet 
der  elliptischen  Funktionen  keine  Veränderungen  erfolgt  sind,  die 
eine  völlige  Umarbeitung  als  notwendig  hätten  erscheinen  lassen. 

**)  Die  Verweisungen  bis  beziehen  sich  auf  die  Literatur- 
übersicht am  Schluß  des  Kapitels  (S.  846). 
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V 

i.  9.  25 

= 2 sin  V7t  — sin  3v7t  + 2q^  sin  5vn  — • • • 

9,v  = 9,(v,q) 

1^-9  25 

= 2g'4  cos  V7t  2 cos  3«;7C  + 2^4  cos  ovTt  -i-  • • • 

V 

==  1 + 2g  COS  2?;;r  -f  2g^cos  4^;:t  2g® cos  ßVTC  -I 

(v  = 0,±l,±2,  .--ic»). 

Diese  Reihen  konvergieren  absolut  und  gleichmäßig  für 
jedes  Vj  solange  |g|  < 1 ist.  Dabei  ist  eine  ungerade^  die 
übrigen  sind  gerade  Funktionen  von  so  daß 

'^1  (—  '2^)  = — ‘^)  = 

also 

^^0  ==  ^/'o  = . . . = 0,  ^/o  = a-;"o  = . . . = 0. 


In  seinen  Fundamenta  hat  Jacobi  diese  Funktionen  mit 


^(^  (*+!))>  ®(^(^+i)) 


und  in  seinen  Vorlesungen  mit  '9'(ic),  '9'2(^)j  '^sC^)  t)e- 

zeichnet.  Dabei  ist  ic  = ^;7r  gesetzt.  Andere  Bezeichnungen  haben 
Hermite*^  und  Ges.  W.  I,  487,  H.  Weber®^)  und  neuerdings 
Schottky  {SiU.-Ber.  Berl.  Äkad.  41,  897 — 904,  1911)  gewählt. 

Setzt  man  g =»  e^^*,  r =^lng,  so  genügen  die  vier  Theta- 
funktionen nebst  allen  ihren  Ableitungen  der  partiellen  Diffe- 
rentialgleichung (Jacobi,  Ges.  W.  2,  163): 


aff 

dr 


1 a^ff  , , A i n 


Die  Thetas  sind  ganze  transzendente  FunTctionen,  d.  h.  sie 
werden  für  keinen  endlichen  Wert  von  v unendlich  groß.  Sie 
dürfen  gliedweise  nach  v,  ebenso  nach  g differentiiert  werden. 
Ihre  Nullstellen  ergeben  sich  aus  der  Produhtdarstellung  (vgl. 
Jacobi,  Ftmd.  nova  § 52,  61,  64,  65): 
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»0®  = /r(l  — nO-  — 22^“-‘cos  ^vn  + g*”"®) 

= i7(l  - 2*”)(1  - - «""“‘2*) 

-1 

— 2q*  sin  va]j[{l  — g^")  II(i  — 2g^”  cos  2»«  + g^") 

= /7(1  - «*”)  (1  - (1  - 2^"®*) 

= 2g^  cosvn  JXiX  — g*”)  JJ(l  + 2g*”  cos  2®«  + g^") 

= g^ (^  + 5-‘)iZ(i  - 2^'‘)(i  + g^"^-’)(i  + g^"«*) 

^s®=/7(l  — g^")/7(l  +2g*”-icos2®fl:+g*"-*) 

= 77(1  - g*”)(l  + g*”-*5-*)(l  + g*”-*«*), 


WO  z ^ gesetzt  ist  und  n alle  ganzzahligen  positiven  Werte 
annimmt.  Die  Thetafunktionen  haben  die  folgenden  Nullstellen: 


Nullstellen 

Nullstellen 

m {n r 

m — ^■{■nx 

w -f*  wr 

wt— 1 +(n-|-|)r 

Dabei  sind  den  m,  n alle  ganzzahligen  Werte  beizulegen. 

Bezeichnen  wir  die  Werte  der  geraden  Thetas  für  das  Argu- 
ment Null  (ThetanuTlwerte)  mit  Cq,  Cg,  Cg,  den  Wert  der  ersten 
Ableitung  von  für  das  Argument  Null  mit  q',  so  erhalten 
wir  aus  obigen  Formeln  die  Reihenentwicklungen  der  Nullwerte 
der  drei  geraden  Thetas.  Diese  waren  Gauß  schon  in  den  neun- 
ziger Jahren  des  achtzehnten  Jahrhunderts  bekannt.  Über  den 
Anteil  von  Gauß  an  der  Entdeckung  der  Thetafunktionen  vgl. 
P.  Günther,  GrötL  Nadir.  1894,  S.  92;  L.  Schlesinger,  Gott. 
Nadir.  1912. 

Aus  den  Produktdarstellungen  folgt: 

Cj  = 7t  Cq  Cg. 


Wegen  der  Beweise  dieser  von  Jacobi  {Ges.  W.  1,  517) 
herrührenden  fundamentalen  Formel  vgl.  Krazer^^^,  S.  334  und 
außerdem  Caspary,  Journ.  de  Math.  (4)  6,  380 — 382,  1890. 

Pascal,  Eepertorinm  I.  2.  2.  Aufl.  50 
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Die  Thetafunktionen  sind  nicht  doppeltperiodisch,  ihre  Peri- 
odizitätseigenschaften kommen  zum  Ausdruck  in  den  sogenannten 
Verwandlungs formein,  die  sich  in  folgender  Tafel  zusammen- 
fassen lassen: 


Vermehrung 

^0 

1 

1 

Exponentialfaktor 

m + nt 

1 ^—n7ti{2v  + nt) 

m ~^  + nt 

■Os 

1 

m + (n  + ^)'t 

wo  m,  n beliebige  ganze  Zahlen  bedeuten. 


Diese  Formeln  drücken  die  charakteristische  Eigenschaft 
der  Thetas  aus  und  lassen  den  Zusammenhang  mit  den  doppelt- 
periodischen Funktionen  hervortreten  (vgl.  die  doppeltperiodischen 
Funktionen  dritter  Art  in  § 17,  S.  831). 


Über  den  Verlauf  der  Thetas  für  reelles  Argument  und  einige 
Werte  von  g ==  vgl.  die  Figuren  bei  Jahnke- 


2 1 j/cos  a 

Emde,  FmikUonentafeln^^)^  S.  69.  Über  die  geometrische  Dis- 
kussion dieser  Funktionen  im  reellen  Gebiet  vgl.  noch  M.  Krause*^), 

Nr.  26.  i 


§ 2.  Die  Weierstraßschen  Sigmafunktionen. 


Neben  den  Jacobischen  Thetafunktionen  haben  sich  die 
von  Weierstraß  eingeführten /S'f^ma/wwMowen  von  fundamentaler 
Wichtigkeit  für  die  Theorie  der  elliptischen  Funktionen  erwie- 
sen. Sie  setzen  die  Existenz  von  zwei  Perioden  2(0^,  203  von 


der  Beschaffenheit  voraus,  daß  ihr  Verhältnis  r = — einen  po- 


sitiven imaginären  Bestandteil  besitzt,  also  91  (^)  > 0 ist.  Ist 
dann  g — so  ist  stets  | g | < 1.  Es  sei  ferner 


also 


+ Wg  + ©3  = 0. 


§ 2.  Die  Weierstraßschen  Sigmafanktionen.  787' 


Ich  folge  hiermit  einem  von  Study (und  ziemlich  gleich- 
zeitig auch  von  J.  Tannery-Molk^®))  gemachten  Vorschlag. 
Weierstraß  schreibt  co,  co\  co"  und  setzt  ==  w -j- w'.  Die 
Study  sehe  Bezeichnung  gestattet,  Formeln,  die  einQ  Gruppe 
bilden,  in  einem  einzigen  Ausdruck  zusammenzufassen. 

Dann  werden  die  SigmafwnMionen  nach  Weierstraß  durch 
folgende  Doppelprodukte  von  Primfunktionen  definiert: 


u 1 


also 

= (2m  -f-  l)  -|-  2 wwg,  = (2m  — 1)  Oj  -|-  (2w  — l)  Wg, 


Wq  = 2m -f  (2n  1)  Wg, 


wo  m,  w sämtliche  ganzen  Zahlen  durchlaufen.  Der  Akzent  am 
Produktzeichen  für  öu  bedeutet,  daß  der  Wert  ==  0 auszu- 
schließen ist.  Die  Cj,  eg,  Cg  sind  definiert  durch: 


n*  2ä*  ^ i—lfnq» 


3r* 

23r*  (2n  — 1)2*”-^ 

— 12e>i* 

+ ©1*^'  1-f  3*”-i 

2«* 

12cDi2 

2ä*  (2w  — l)2*”-i 

1203* 

©*-^  1 — 2*«-' 

Die  obige  Doppelproduktdarstellung  läßt  die  Nullskllen  der 
Sigmas  erkennen,  die  in  der  folgenden  Tabelle  zusammen- 
gestellt sind: 


50* 
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Nullstellen 

Nullstellen 

au 

2ma}j  4“  2wcaj 

a^u 

(2to  4-  l)®i  4"  (2w  -f  1)0)5 

a^u 

(2w  -j-  l)cöj  4“  Swcoj 

a^u 

2 tn  cOj  4”  (2  n 4~  1) 

Sie  zeigt  zugleich,  daß  die  Sigmafunktion  (5u  ungeändert  bleibt, 
wenn  man  auf  «i,  Wg  irgendeine  lineare  ganzzahlige  Transfor- 
mation mit  der  Determinante  1 anwendet. 

Die  Größen  Cj,  Cg  lassen  sich  als  Nullstellen  der  gan- 
zen Funktion  3.  Grades 


s =.  4«®  — — jTä  — 4(s  — ei)(s  — e,)  (s  — %) 

auffassen,  so  daß 

“1“  ^ j “I"  ^3  ~ 0 , 4 (cg  ^g  4"  ^3  4"  ^2)  ~ 9%  y ^ ^3  “ 9z 

ist.  Die  BisTcrvminante  G ist  bestimmt  durch 


16  G = 16  (cg  ^g)^  (cg  (e^  27^3* 

Anstatt  als  Funktionen  von  (w  | Wi,  «g)  kann  man  die 
Sigmafunktionen  auch  als  Funktionen  von  u und  den  Invariantm 

anseh  en. 

Bezeichnet  m eine  von  Null  verschiedene  reelle  oder  kom- 
plexe Größe,  so  besteht  die  Homogeneitätsgleichwng : 


0(u 


^1»  «'s 


) = a(u-,g^,g,)=-ma(^~  | m > m) 


Die  Sigmafunktionen  besitzen  für  alle  endlichen  Werte  des 
Arguments  u und  der  Invarianten  g^^  g^  den  Charakter  ganzer 
Funktionen,  und  zwar  ist  (Su  eine  ungerade  Funktion,  die  an- 
dern drei  sind  gerade  Funktionen  von  u. 


J 
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Sie  lassen  sich  in  überall  konvergente  Potenzreihen  nach  w 
entwickeln,  deren  Koeffizienten  bei  Cu  rational  und  ganz  von 
rational  wnd  ganz  von  ^3,  abhängen  (vgl. 
Weierstraß-Schwarz S.  6 u.  S.  22).  _ ^ 

Setzt  man 

Ö COj 

so  ist 

% + %+  »!s  = 0, 

und  es  besteht  die  Legendreschen  S.  817  entsprechende  Re- 
lation: 

ni 

% fi>3  —V3^1  = Vs  = % «2  — '*^2  «3  = Y • 


Ist,  entgegen  der  getroffenen  Voraussetzung,  ffl 
tritt  — Y anstelle  von'  y • 


< 0,  dann 


Die  S.  787  für  die  Sigmafunktionen  angegebenen  Doppel- 
produkte lassen  sich  auch  in  einfache  Produkte  überführen,  die 
den  Zusammenhang  der  Sigmafunktionen  mit  den  Thetafu/nJctionen 
erkennen  lassen  (vgl.  Schoen flies,  Archiv  der  Math,  u.Ph.  (3) 
8,  234—237,  1905). 


Setzt  man 


u 


so  wird  der  Übergang  von  den  Sigmafwnktionen  zu  den  Theta- 
funktionen  durch  die  Formeln  vermittelt: 

(J  = 2 Wj 


0,»  = 


C^u 


C. 


o2  iji» 


Es  drücken  sich  ferner  e^,  63;  ^3?  ü;  durch  die  Theta- 

nullwerte folgendermaßen  aus: 


¥&)'  ("0*  + "A  «2  = («b" - V). 
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Bei  einer  Vermehrung  des  Arguments  um  eine  ganze  Periode 
scheiden  die  Sigmafunktionen  Exponentialfunktionen  als  Faktoren 
aus,  deren  Exponenten  linear  von  dem  Argument  abhängen.  Bei 
einer  Vermehrung  des  Arguments  um  eine  halbe  Periode  wird  jede 
Sigmafunktion  in  eine  der  drei  übrigen  Funktionen  übergeführt. 
(Vgl.  Weierstraß-Schwarz'^),  S.  22,  26.) 

Die  Werte  der  Sigmafunktionen  für  die  Halbperioden  lassen 
sich  durch  die  Thetanullwerte  darstellen. 

Manche  der  Formeln  in  der  Theorie  der  elliptischen  Funk- 
tionen gewinnen  ein  etwas  einfacheres  Aussehen,  wenn  man, 
dem  Vorgänge  Weierstraß^  folgend,  für  die  Produkte  der 
Sigmafunktionen  mit  gewissen  Irrationalitäten  Funktionenzeichen 
einführt. 

§ 3.  Die  Additionstlieorenie  der  Theta-  und  Sigma- 
funktionen. 

Es  existieren  im  ganzen  256  Additionstheoreme.  Eine  be- 
sonders elegante  Form  ist  ihnen  von  Study^^)  S.  195 — 196  ge- 
geben worden.  Hierbei  zeigen  sich  die  Vorzüge  einer  von  Study 
vorgeschlagenen  Abänderung  in  der  Weierstraßschen  Bezeich- 
nung, indem  es  gelingt,  sämtliche  Additionstheoreme,  die  in  dem 
Jacohischen  Fundamentaltheorem  stecken,  mit  denen  zusammen- 
zufassen, die  in  der  Weierstraßschen  dreigliedrigen  Sigmaformel 
enthalten  sind. 

Jacobi  erwähnt  in  einem  Briefe  anHermite  (Journ.  f. 
Math.  32,  176,  1845;  Ges.  W.  2,  115)  sein  Fundamental- 
theorem.,  aus  dem  sich  die  sämtlichen  Additionstheoreme  her- 
leiten lassen.  In  seinen  Vorlesungen  {Ges.  W.  1,  497;  vgl.  auch 
Eosenhain,  Mem.  des  sav.  etr.  11,  371,  1851)  hat  Jacobi 
darauf  die  Theorie  der  elliptischen  Funktionen  gegründet.  Es 
lautet : 


§ 3.  Die  Additionstheoreme  der  TEeta-  und  Sigmafunktionen.  791. 


Q'^d  = ^^d' 

4-  %'^a  &^d\ 

Caspary  {Journ.  f.  Math.  (4)  6,  391,  1890) -hat  darauf  auf- 
merksam gemacht,  daß  sich  Jacobis  Fundamentaltheorem  aus 
einer  einfachen  Vertauschung  der  Faktoren  eines  algebraischen 
Produktes  herleiten  läßt. 

Study  leitet  die  256  Additionstheoreme  aus  der  drei- 
gliedrigen Sigmaformel 

aaölacad  + ca  al' ac  ad' ^ aa" ah" ac" ad"  = 0 

her,  die  dem  Scharfsinn  Jacobis  entgangen  war  und  von  Weier- 
straß in  seinen  Vorlesungen  mitgeteilt  worden  ist. 

Man  darf  hierin  alle  a durch  ersetzen  (vgl.  Scheibner, 
Journ.  f.  Math.  102,  255,  1888  und  Kronecker,  Journ.  f. 
Math.  102,  260,  1888). 

Durch  Spezialisierung  der  Argumente  erhält  man  aus  den 
allgemeinen  Jac ob i sehen  Additionstheoremen  36  Formeln  für 
■^«(®  + ®i)  '9'a(®  — ®i)  ““d  '»«(®  + ®i)  («,  ^ = 0, 1, 2, 3) 

(vgl.  Jac 0 bi,  Ges.  W.  1,  510),  von  denen  die  folgenden  er- 
wähnt seien: 

+ «^l)  '9'i(^  — Vy)  = d'y^V 

= d’Q^V  &^^Vy^  — USW. 

Setzt  man  Vy^==  0,  so  erhält  man  Formeln,  durch  die  das  Qua- 
drat jeder  Thetafunktion  linear  durch  zwei  andere  Thetaquadrate 
ausgedrückt  wird: 

Hieraus  fließen  für  die  Thetas  mit  dem  Argument  0 die  Re- 
lationen 

= ^0^  + ^2^ 

^^0^  + ^2  + <^3*  = 2 (Cg^Cg^  4-  Cg^  — C^% 

(co*4-  C2«4-  c3«)2=  2 (co^®4-  ^■3'®+  Cg^6)  = 4(^2«  Cg«  4-  Co^Cg«  4-  c^^cf). 
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(Vgl.  Pascal,  Änn.  di  Math.  24,  24,  1896  und  Barneck 
(Baruch),  Arch.  der  Math.  u.  Phys.  18,  101,  1911.) 

Entsprechende  Formeln  ergeben  sich  durch  Spezialisierung 
aus  den  Weierstr  aß  sehen  Additionstheoremen. 


§ 4.  Ableitungen  der  Theta-  und  Sigmafunktionen. 

Aus  den  Additionstheoremen  der  Theta-  und  Sigma-Quo- 
tienten fließt  die  fundamentale  Eigenschaft,  daß  sich  die  Ab- 
leitungen dieser  Quotienten  rational  wieder  durch  solche  Quo- 
tienten darstellen  lassen  (Jacobi,  Ges.  TT.  1,  515).  Daraus 
folgt  weiter  für  die  ersten  logarithmischen  Ableitungen  der  Thetas 
und  Sigmas: 


A 

dv 


nebst  den  analogen  und  entsprechend: 


d , 

ln  (5u 
du 


d 1 

3—  ln  <5xu 
du 


C/xU  OvU 

Oj^U  ou 


d ^ d ..  / 

ln  (S^u  — ^ ln  (5„u  = (e„ 
du  *'  du  ^ 


G^UGU 

e ) 


Über  die  geometrische  Diskussion  dieser  Funktionen  im 
reellen  Gebiet  und  ihren  Verlauf  vgl.  Jahnke-Emde^®),  S.  70 
und  M.  Krause32),  Nr.  24. 

Die  höheren  logarithmischen  Ableitungen  der  Thetas  lassen  j 
sich,  von  der  zweiten  an,  durch  die  Thetas  selber  ausdrücken.  | 
Für  w ==  2 lauten  die  Darstellungen 


d*ln 

_ 

Ci*  Q'^*v 

CjCg 

d'^*V 

+ 

Cs  C3 

5^ 

dv^ 

Co* 

C 2 

d'^*v 

c ^ 

d'Q*V 

_ Co" 

C2C2" 

fl’s*^ 

C3  C3" 

dv* 

Co 

Co" 

c * 

c * 

d^ln&^v 

_ £0^ 

c^'*  »^*v 

CjC," 

Cs  Cs" 

^^*v 

dv* 

Co 

Co*  fl’2*V 

Co* 

c * 

d'^*V 

_ Co" 

C^'*  d'^*V 

C2C2" 

d'j^*V 

4_ 

Cs  Cs" 

^*v 

dv* 

Co 

Co* 

e * 
f'O 
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Vgl.  L.  Königsberger®),  S.391;  H.Weber^’),  S.60;  E.  Jahnke, 
Arch.  d.  Math.  u.  Phys.  (3)  16,  81  und  M.  Krause®^),  S.  72 
und  Nr.  25.  \ 
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Für  n=Z  vgl.  Scheibner,  Leips.  Äbh.  12,  148,  1879, 
Tür  M = 4,  5 vgl.  Bertolani,  JBatt.  Giorn.  33,  139,  1895;  für 
allgemeine  n vgl.  Bar  neck  (Baruch),  Diss.  Halle  1910. 

Für  das  Argument  Hüll  folgen  aus  diesen^Formeln  zahl- 
reiche Differentialrelationen,  deren  wichtigste  sind: 


Cs" 

Cz 


'0  1 


2^  4 


7t  C, 


2 ? 


2/,  4 


sowie  die  auf  Weierstraß’  Vorlesungen  zurückgehende: 


(Vgl.  Königsberger^^  I,  381;  Halphen^)  1,257;  Frobenius, 
Jon/rn.  für  Math.  98,  247,  1885;  Caspary,  Journ.  de  Math. 
(4)  6,  381,  1890).  Ihr  analog  gebildet  ist  die  folgende 


(Barneck  (Baruch),  Arch.  d.  Math.  u.  Fhys.  (3)  18,  lOl). 
Über  die  Nullrelationen  zwischen  höheren  Ahleüwigen  vgl.  Jahnke, 
Arch.  d.  Math.  u.  Phys.  (3)  16,  81,  Pascal,  Ann.  di  mat.  (2) 
24,  24  (1896)  und  besonders  die  Diss.  von  Barneck  (Baruch), 
Halle  1910,  sowie  Arch.  d.  Math.  u.  Phys.  (3)  18,  101. 

Drückt  man  in  den  Formeln  für  die  logarithmischen  Ab- 
leitungen der  Thetafunktionen  die  Differentiale  nach  v durch 
solche  nach  r aus  mittels  der  partiellen  Differentialgleichung, 
der  die  -ff  genügen,  und  setzt  dann  v = 0,  so  resultieren  Diffe- 
rentialrelationen für  die  Thetanullwerte  (vgl.  H.  Weber^^^  S.  60). 

Ebenso  wie  die  Thetas  der  bekannten  partiellen  Differen- 
tialgleichung (S.  784)  genügen,  befriedigen  die  Weierstraßschen 
Funktionen  cr(w;  g^)  und  5^2?  ff 3)  partiellen  Diffe- 

rentialgleichungen (vgl.  Tannery-Molk^®^  4,  79) 
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§ 5.  Doppeltperiodische  Funktionen.  Elliptische  Funk*' 
tionen  Grades. 

Eine  Funktion  /'(^^)  des  komplexen  Arguments  u heißt 
doppeltperiodisch,  wenn  es  zwei  Zahlen  — Perioden  — 2 «j , 2 coj 
gibt,  deren  Verhältnis  nicht  gleich  einer  reellen  rationalen  Zahl 
ist,  so  daß 

f{u  + 2 cöi)  ==  f{u)  und  f(u  + 2 Wg)  = f(u) 

ist.  Sind  m,  n beliebige  ganze  positive  oder  negative  Zahlen, 
so  ist  auch  2wc»i  + 2nv)^  eine  Periode,  d.  h.  es  ist 

f(u  -f-  2wci)i  + 2n(o^)  = f(u). 

Konstruiert  man  zu  einem  Punkt  Uq  (Grundpunkt)  die  Punkte 
Uq-\-  2 «1 , Wq  + 2g)^^Uq-\-  2 cöj  -f-  2 Wg , so  bilden  die  vier  Punkte 
ein  Periodenparallelogramm,  durch  dessen  Wiederholung  die  ganze 
Zahlenebene  mit  einem  G-itter  von  parallelogrammatisch  geord- 
neten Punkten  bedeckt  wird.  In  allen  Punkten  des  Gitters  be- 
sitzt die  Funktion  f(u)  denselben  Wert. 

Zwei  Werte  u,  v des  komplexen  Arguments  heißen  kon- 
gruent bezüglich  der  Perioden,  also  u^v  (mod  2g)i,  203)  oder 
u — V = 0 (mod  2 cöj , 2 «3),  wenn  sie  sich  um  eine  Summe  von 
Vielfachen  der  beiden  Perioden  unterscheiden,  also  u — v = 
2m(»i -f"  2^0)3  ist.  Eine  doppeltperiodische  Funktion  ist  voll- 
ständig bekannt,  wenn  man  sie  in  einem  Periodenparallelogramm 
kennt,  im  Unendlichen  ist  sie  unbestimmt. 

Eine  eindeutige  FunMon  einer  Veränderlichen  kann  nicht 
mehr  als  zwei  Perioden  haben  (Jacobi,  Ges.  W.  2,  25,  1834). 

Solche  Perioden  2g)i,  aus  denen  sich  durch  additive  Zu- 
sammensetzung von  ganzen  Vielfachen  jede  Periode  darstellen 
läßt,  heißen  primitive  Perioden.  Ihr  Verhältnis  muß  immer  hom-  \ 
plex  sein  (Jacobi,  Ges.  W.  2,  25,  vgl.  Tannery-Molk^®^  1,  14; 

A.  Pringsheim,  Münch.  Ber.  30,  54,  1900),  also  läßt  sich 
mit  ihnen  immer  zu  einem  Grundpunkt  Uq  ein  eigentliches  Par- 
allelogramm konstruieren,  welches  Elementarparallelogramm  heißt 
und  für  Wg  ==  0 auch  fundamentales  Periodenparallelogramm  ge- 
nannt wird.  Es  gibt  unendlich  viele  primitive  Periodenpaare, 
welche  sämtlich  aus  einem  solchen  Paar  durch  unimodulare 
lineare  ganzzahlige  Transformation  entstehen,  also 

Ä,  = a CO,  -j-  /3  ooo ) 

iad  — ßy  ==  + 1 ganze  Zahlen). 

*^3  = 


§ 5.  Doppeltperiodische  Funktionen. 


795 


Für  sämtliche  primitiven  Perioden  haben  die  Elementarparallelo- 
gramme gleichen  Flächeninhalt. 

Man  kann  die  Perioden  2«!,  201)3  immer  so  anordnen,  daß 
der  Winkel  zwischen  der  1.  und  2.  Periode,  im  positiven  Dreh- 
sinn gemessen,  <!  ist.  Dann  hat  die  Größe  t ==  — einen  po- 

sitiven  imaginären  Bestandteil,  und  der  absolute  Wert  von  g = 
ist  <1.  Ferner  läßt  sich  stets  ein  primitives  Periodenpaar  so 
wählen,  daß  für  dieses  die  Größe  g einen  kleineren  absoluten 
Wert  hat,  als  für  irgend  ein  anderes  primitives  Periodenpaar, 

]/3 

und  es  ist  dann  | ^ | < e ^ =0,06583.  (Vgl.  Jacobi,  tTöwm. 

f.  Math.  32,  177,  1845;  Ges.  W.  2,  117  und  Hermite,  Ges. 
W.  1,  83.) 

Eine  eindeutige  doppeltperiodische  Funktion  f(u),  die  im 
Endlichen  überall  den  Charakter  einer  rationalen  Funktion  hat, 
dort  also  keine  wesentliche  Singularität  besitzt,  heißt  elliptische 
Fimktion.  Es  bestehen  die  folgenden  allgemeinen  Sätze,  die  einer 
Vorlesung  von  Liouville  entnommen  sind  (Liouville,  Vor- 
lesung 1847,  G.  B.  32,  450  (1851))  und  daher  als  Liou- 
ville sehe  Sätze  bezeichnet  werden: 

1.  Das  Integral  f f(u)  du,  erstreckt  längs  des  Bandes  eines 
Beriodenparalldogramms,  ist  Null. 

2.  Die  Summe  der  Besiduen  von  f{u)  innerhalb  eines  Peri- 
odenparallelogramms ist  Null. 

3.  Die  Zahl,  die  angibt,  wie  oft  fiu)  innerhalb  eines  Peri- 
odenparallelogramms unendlich  groß  wird  — jeder  Pol  so  oft 
gezählt,  als  die  Ordnung  des  Unendlichgroßwerdens  an  dieser 
Stelle  anzeigt  — heißt  der  Grad  (Weierstraß)  oder  die  Ord- 
nung der  elliptischen  Funktion. 

Es  gibt  keine  elliptische  Funktion  1.  Grades.  /*(w)  muß 
in  jedem  Periodenparallelogramm  mindestens  zur  2.  Ordnung  un- 
endlich werden.  Eine  elliptische  Funktion,  von  der  man  fordert, 
daß  sie  keinen  Pol  oder  daß  sie  nicht  mehr  als  einen  (ein- 
fachen) Pol  besitze,  reduziert  sich  auf  eine  Konstante. 

4.  JEHne  elliptische  Funktion  Grades  nimmt  in  einem 
Periodenparallelogramm  jeden  vorgeschriebenen  Wert  gleich  oft, 
wnd  mar  r-mal  an. 

5.  Sind  «21  ♦ • • «r  Nullpunkte,  ß^.,  • ßr 

Pole  einer  elliptischen  Funktion  innerhalb  eines  Periodenpar- 
allelogramms und  nimmt  die  Funktion  einen  vor  geschriebenen 
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Wert  C in  den  Parallelogrammpunkten  , yg  > • • • 7r 

bei  auch  einzelne  der  Punkte  a oder  ß oder  y zusammenfallen 

können),  so  ist 

^(£i=^ßi=^Yi  (mod  2wi,  20)3). 

6.  Zwischen  je  zwei  elliptischen  Fimktionen  mit  gleichen  Peri- 
oden besteht  eine  irreduzible  algebraische  Gleichu/ng. 

7.  Zwischen  einer  elliptischen  Funktion  Grades  z = f(u), 
welche  in  einem  Periodenparallelogramm  q getrennte  Pole  besitzt, 
und  ihrer  Ableitung  s = f{u)  besteht  eine  algebraische  Gleichu/ng 
vom  Grade  r: 

• • • 4-  • • • + P.=  0, 

von  der  folgendes  zu  bemerken  ist: 

a)  Das  Glied  mit  der  ersten  Potenz  von  s fehlt  unter  allen 
Umständen. 

b)  Die  Koeffizienten  P sind  ganze  rationale  Funktionen 
von  z und  der  Grad  von  P^  ist  nicht  größer  als  die  kleinere  der 
Zahlen  2i  und  r -p  (>. 

Die  Ableitung  einer  elliptischen  Funktion  f(u)  hat  dieselben 
Perioden  wie  f(u)  und  ist  mindestens  vom  3.  Grade. 

8.  Jede  elliptische  Funktion  läßt  sich  durch  eine  beliebige 
andere  elliptische  Funktion  und  deren  Ableitung  rational  aus- 
drücken. 

9.  Jede  elliptische  Funktion  f(u)  besizt  ein  algebraisches 

Additionstheorem,  d.  h.  zwischen  den  Funktionen  f(u  -f-  f(u), 

f(v)  besteht  eine  algebraische  Gleichung,  deren  Koeffizienten  von 
u und  V unabhängig  sind;  und  f(u  + v)  ist  rational  ausdrück- 
bar  durch  f(v)  und  die  Ableitungen  f(p\ 

Dieser  Satz  ist  umkehrbar.  Vgl.  Koebe,  Diss.  Berlin  1905. 
Weierstraß  hat  gezeigt:  Jede  elliptische  Funktion 
Grades  mit  dem  Periodenpaar  2«^,  2C03  läßt  sich  mittels  der 
zum  selben  Periodenpaar  gehörenden  Funktion  (5{u  | «3)  als 

Quotient  von  Sigmaprodukten  darstellen: 

( . ^ Oiu  — af)  ö{u  — — ccf)  ^ 

rW  ^ a{u  - ß,)  a(u  - ft) . • • - ft) 

Hierbei  ist  C eine  Konstante  und 

«1  + 0^2  + * ■ * + ft  + ft  + * ' ’ + 

In  den  Punkten  cc-  und  den  zugehörigen  Gitterpunkten  wird  f(u) 
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Null  von  der  1.  Ordnung,  in  den  Punkten  ß.  und  den  zuge- 
hörigen Gitterpunkten  unendlich  von  der  1.  Ordnung. 

Umgekehrt  ist  die  durch  einen  solchen  Quotienten  von 
Sigmaprodukten  bestimmte  Funktion  eine  zum  Periodenpaar 
(2(i0j,  2(03)  gehörende  elliptische  Funktion  Grades,  wenn 
cc^-\-  ^ dr  — ßi-\-  ' - • -i-  ßr  keine  der  Differenzen  — ß^ 

(i,  |M,  = 1,  2,  . . . r)  der  Null  kongruent  ist. 

An  Stelle  der  Sigmafunktion  kann  auch  die  ungerade  Theta- 
funktion genommen  werden.  ^ 


§ 6.  Die  elliptiselien  Funktionen  im  engeren  Sinne. 

Sie  wurden  von  Abel,  J.  f.  Math.  2,  1827  und  von  Jacobi, 
Ftmd,  nova  1829  eingeführt.  Als  elliptische  Funktionen  defi- 
niert Jacobi  gewisse  Quotienten  von  Thetareihen: 


sn  u 


1 


+ m— “ 


cn  u 


^-i/F 

Y k '9’n'y 


, 1+4*2  1 + 44*2+16**  , 

m 


dnu^Yh  ^=1 ^ + 


*2^'*  *2(4  + *2)  , 


24 


u 


7^2(16  + 44*2  + **)  ^ 


wo 


720 


w'  = ;tC32i;,  y*  = ]/*'  = ^,  *2  + *'2  = l. 


Davon  sind  sn^t'  eine  ungerade,  cn^('  und  dnu  gerade 
Funktionen.  Sie  lassen  sich  auch  in  trigonometrische  Eeihen 
entwickeln,  vgl.  Jacobi,  Fimd.  nova  oder  Ges.  W.  1,  157; 
wegen  weiterer  Entwicklungen  vgl.  Königsberger 1,  404, 
M.  Krause!'^)  1,  100,  H.  Web  er  2’),  S.  718. 

Die  beiden  Fundamentaleigenschaften  der  elliptischen  Funk- 
tionen sind  die  doppelte  Periodizität  (vgl.  S.  801)  und  die  Existenz 
algebraischer  Additionstheoreme  (vgl.  S.  802).  Wegen  der  Da^- 
stellbarkeit  der  elliptischen  Funktionen  als  Quotienten  von  be- 
ständig konvergenten  Potenzreihen  vgl.  noch  A.  Kn  es  er,  Math. 
Ann.  32,  309,  1888  und  M.  Hamburger,  Sitzungsher.  Berl. 
Math.  Ges.  1,  19,  1902. 
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Das,  wa.s  Legendre  elliptische  Funktionen  nannte,  be- 
zeichnen wir  jetzt  als  elliptische  Integrale. 

Für  die  Reziproken  und  Quotienten  der  sn  u ^ cn  u ^ dn  u 
hat  Glaisher  {Acta  matJi.  26,  241)  besondere  Bezeichnungen 
eingeführt. 

Unter  den  genannten  elliptischen  Funktionen  bestehen  Re- 
lationen, deren  einfachste  sind: 


sn^  u -j-  cn*  u = 1^  dn*  u -f  Ä*  sn*  u = 1,  dn*  u — Ä*  cn*  u —Tc^ 


^ OT»  ai'  /7  /»r»  ni' 


d.  h.  der  Differentialquotient  jeder  der  drei  Jacobischen  ellip- 
tischen Funktionen  stellt  sich,  abgesehen  von  einer  Konstanten, 
als  Produkt  der  beiden  andern  dar.  Durch  die  gleiche  elliptische 
Funktion  ausgedrückt,  ergibt  sich  die  algebraische  Darstellung: 


sn^u  = (1  — sn*M')(l  — Ä*sn*tt') 
cn'*i^'  = (1  — cn*tf')  (1  — Ä*  -{-  Ä* cn* u) 
dn'*  w'  = (1  — dn* u)  (dn*  u — 1 + 


Das  ümkehrproblem  führt  von  den  elliptischen  Funktionen 
zu  den  elliptischen  Integralen.  (Vgl.  § 10.)  Wird  snw'=  a;  ge- 
setzt, dann  ergibt  sich  durch  Umkehrung  die  Darstellung  des  u 
als  Funktion  von  x mittels  des  Integrals 


X 


0 


— x^)  (1  — 


dx 


|/l  — sin*  gj 


d(p 


F{(p,k)^nc^^v, 


das  nach  Legendre  als  elliptisches  Integral  1.  Gattung  bezeich- 
net wird.  Für  x = 1 oder  gp  = -|;r  wird: 
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das  vollständige  Integral 
Je'  = der 

folgt; 

o 


Gattung.  k heißt  der  Modul, 
Modul  des  Integrals.  Daraus 

„_JL. 


Aus  K geht  das  komplementäre  vollständige  elliptische  Integral  K' 
hervor,  wenn  k durch  k'  ersetzt  wird. 

Zwischen  den  Legendreschen  K'  und  dem  Jacohi- 
schen  g besteht  der  Zusammenhang 


Da  der  absolute  Wert  von  q kleiner  als  Eins  sein  muß,  ist  9t 
positiv  und  von  Null  verschieden.  Weierstraß  setzt 


iK' 

y«i — «8  ’ 


also  T = 


während  Hermite  IC=  cn^,  iK'  — Wg,  W eher  2 
K' 

wählen  und  = — ico,  also  ^ setzen. 


2iK'=  cög 


Die  Tafel  auf  der  folgenden  Seite,  entnommen  aus  J.  T h o m a e 
S.  6,  und  Hancock®^^,  S.  466,  ist  so  zu  verstehen,  daß  die 
Werte  des  Arguments  aus  der  oberen  Horizontalen  und  linken 
Vertikalen  zusammenzusetzen  sind;  die  zugehörigen  Werte  der 
elliptischen  Funktionen  stehen  dann  an  der  Schnittstelle  der  hori- 
zontalen und  vertikalen  Parallelen.  So  ist  beispielsweise  abzulesen 


sn(5:  + i5:')  = i,  cn(2i5:') 1,  1. 


Auch  die  Nullstellen  und  die  Pole  der  elliptischen  Funktionen 
sind  aus  der  Tabelle  zu  entnehmen; 

Die  Nullstellen  von  sn^f',  cnw',  dn«^'  sind  bzw. 

2mA'-f2wtA',  {2m-\-l)K -{-^niK^ 
{2m-\-l)K-\-{2n-\-l)iK' 

und  sämtlich  von  der  1.  Ordnung.  Die  Pole  der  drei  Funktionen 
sind  die  gleichen,  nämlich  2mK  -f  (2m -}-  und  ebenfalls 

von  der  1,  Ordnung. 
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Tafel  der  elliptischen  Funktionen  für  ausgezeichnete  Werte  d.  Arguments. 


$ 

u 

0 

K 

2K 

0 

1 

1 

1 

0 

yi  + Ä’ 

yi  + r 

0 

cn  u 

1 

yv 

0 

l/F 

— 1 

yi-{-k' 

yi  + F 

dn  w' 

1 

Yk' 

k' 

■)/y 

1 

snu 

i 

Yk 

y^k  ^ ^ 

1 

1^ 

1 

y^a 

i 

~ 

liiT' 

cn  u 

VT+I 

1—i  yü 

yi 

1 + * yk' 

1/1  -f  fe| 

yk 

1/2  yk 

yä  yfc 

l/* 

dn  w' 

yi4 

VIa 

yi+k 

/i  — fc 

i/i  + k 

sn  u 

1 

1 

1 

— .7 

1/1  — k' 

k 

yi-k' 

t/  1 

1 

iK' 

cn  u 

-iJ 

iyw 

.k' 

yv 

+ 

yi  — k' 

yi-k^ 

— ikJ 

—iyy 

0 

iYk' 

l — 

sn  u 

i 

~ yic 

y^  ^ 

1 

Yk 

1 

Y^  A 

i 

Yk 

^iK’ 

cn  w' 

i + t’l/F 

yi-r 

i_il/F 

yi+k 

i y* 

1/2  Yk 

Yk 

i/2  yic 

Yk 

dn  u 

-Vi+fc 

-y|^; 

— Yl—k 

-yiA 

-1/1+ / 

sn  u 

0 

1 

1 

1 

0 

yi  + r 

yi  + *' 

^iK' 

cn  u 

— 1 

Yk' 

0 

yü 

1 

yi  -yk' 

yr+F 

dn  u 

— 1 

-Yü 

-k' 

— yy 

- 1 

1)  + 

2)  Hier  ist  J = lim  gesetzt.  ^ 

«'->0  «snw  ” ei 


§ 6.  Die  elliptischen  Funktionen  im  engeren  Sinne.  801 


Die  elliptischen  Funktionen  für  rein  imaginäre  Werte  des 
Arguments  lassen  sich  auf  solche  mit  reellem  Argument  zurück- 
führen. Der  Zusammenhang  des  Legendreschen  Moduls  mit  dem 
Jacobischen  q (und  daher  auch  mit  dem  Weierstraßschen  t) 
folgt  nach  Jacobi  aus  den  Definitionsgleichungen  der  ellipti- 
schen Funktionen  durch  Spezialisierung: 

■,/T.  2fi  + 2V'i" +2t'5p  + -”  i/p  1— 2gr  + 2s«— 2ä»-l-... 

l + 2g  + 2g‘  + 22»  + ...  ’ ^ ~ 14-2g+2g‘+2g'’+-.- 


(vgl.  auch  Hermite,  Ges.  W.  2,  165). 

Was  die  Umkehrung  dieser  Reihen  angeht,  so  hat  sich 
Jacobi  begnügt  zu  zeigen,  daß  sich  zu  jedem  reellen  Wert  von 
Je,  wo  0 <!  Ä;  <!  1,  ein  Wert  von  q berechnen  läßt.  Diese  Lücke 
hat  Weierstraß  ausgefüllt,  indem  er  die  allgemein  gültige 
Reihe  für  q als  Funktion  von  Je  aufstellte.  Vgl.  Jacobi,  Ges. 
W.  1,  545,  Anmerkung  von  Weierstraß,  aber  auch  Scheib- 
ner,  Leipz.  Abh.  12,  199,  1879.  Diese  Reihe  lautet: 


1 _o  , 1 f A I 21  7 ß I 31  7a  I 625T  7 in  , 

^ ^ ^ ^ 2^  ^ 2“  ^ 2'®  ^ "1"  ■ * 


Wegen  weiterer  Entwicklungen  vgl.  Weierstraß-Schwarz 
S.  56. 

Für  Jc^=  2^  I enthält  die  Entwicklung  von  q nach  Po- 
tenzen von  I lauter  ganzzahlige  Koeffizienten  (Hermite,  Kasan 
Ges.  (2)  6,  1,  1897). 

Über  die  geometrische  Diskussion  von  — log  q in  Ab- 
hängigkeit von  a,  wo  Je  — sin  a,  vgl.  Schellbach^),  S.  63, 
Jahnke-Emde®%  S.  65  und  M.  Krause®^^  Nr.  30. 

Ich  komme  nun  auf  die  beiden  Fundamentaleigenschaffcen 
der  elliptischen  Funktionen  zurück: 

Die  elliptischen  Funktionen  sind  dojppeltperiodisch,  und  zwar 
hat 

snw'  die  Perioden  4zK  und  2iK' 


cnw'  „ „ 4A’  „ 2K-\-2iK' 

dnu  „ „ 2K  „ 4iA". 

Dem  Zuwachs  des  Arguments  um  halbe  oder  Viertelperioden 
entsprechen  Formeln,  die  aus  folgender  Tafel  zu  entnehmen  sind: 
Pa  Bcal,  Bepertorinm  I.  S.  2.  Aufl.  51 
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u 2 IC. 

u 2iK' 

u K 

u+i'K 

i K' 

en 

— sn  u' 

sn  u 

cn  u' 
dn  u 

1 

k sn  u 

dn^A'  • 
k(mu  ' ‘ 

cn 

— cn  u 

— cn  u 

^,ßn  u 
— Ic  -y — > 

dn  u 
i k sn  u' 

r 

ik  cn  u 

dn 

dn  u 

— dn  u 

¥ 

dn  u 

cn  u 

i sn  u 

ik  sn  u 

cn  u 

Die  Legendre- Jacobischen  Perioden  2K  und  2iK'  sind 
nicht  unabhängig  voneinander,  sie  müssen  der  Bedingung  genügen: 


]/^=l + 25  + 23" +22»+ ••  •,  3 = 6""^,  , 

während  die  Weierstraßschen  Perioden  2(»i,  willkürlich 
gewählt  werden,  nur  mit  der  Beschränkung  ^ !>  0.  Hermite 

nimmt  2Kye^  — mad.  2 iK'y statt  der  J a c 0 b i sehen 
2K  und  2iK\  so  daß  die  vorstehende  Bedingung  bei  seiner 
Wahl  identisch  erfüllt  wird. 

Die  zweite  Pundamentaleigenschaft  der  elliptischen  Punk- 
tionen besteht  in  der  Existenz  von  algebraischen  Additions- 
theoremen. Diese  lassen  sich  in  mannigfacher  Form  aus- 
sprechen, z.  B.  folgendermaßen: 

BD  u enWj'  dn  Wj'  sn«j'  enu'  dn  u 

enu'  cn  u^'  ^ sn u sn  dn  u 

dntt' dnw, ' + snwj' cnit' enwj' 

1 — 

Schreibt  man  das  Additionstheörem  in  der  folgenden  Form: 

cn  {u  + %')  = cnw'  enw^'  T sn  w'snw^'dn  {u  + 

so  tritt  sein  Zusammenhang  mit  der  Fundamentalformel  der 
sphärischen  Trigonometrie  zutage,  den  bereits  Lagrange  {Theo- 
rie des  fonctions  S.  85,  § 81,  82)  bemerkt  und  zu  einer  Kon- 


dn  {u  + u^) 


' sn  {ii  + 
cn  (w'  + %') 


§ 7.  Die  p-  und  die  ^-Funktion. 
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struktion  der  Additionsförmel  verwandt  hat.  Eine  zweite  Kon- 
struktion in  der  Ebene  rührt  von  Jacobi  (^G-es.  TF.  1,  279, 183Q),, 
eine  andere  von  Hermite  her  {Bull,  des  sc.  mafh.  2,  21  187l)> 
Vgl.  auch  P.  Kokott,  Arch.  d.  Mafh.  u.  Ph.  (3)  3,  226,  1901; 

Diese  Additionstheoreme  sind  im  Grunde  schon  von  Euler 
{Novi  Comm.  Peirop.  1761,  6,  7)  gefunden  worden,  dem  es  ge- 
lang, das  allgemeine  Integral  der  Gleichung 

j ^ O 

]/(l  — £C*)(1  — k^x^)  ]/(l  — 2/®)(l  —Tz^y^) 

in  der  Form 

l—k^x^y^ 

zu  finden  und  so  einen  Sonderfall  des  Ahelschen  Theorems  zu  ent^ 
decken.  - 

Über  andere  Formen  der  Additionstheoreme  vgl;  noch 
J.  J.  Thomson,  Mess,  of  Mafh.  9,  53,  1880;  Glaisher,  Mess, 
of  Mafh.  10,  106,  1881  und  GreenhilP^),  112—141. 

§ 7.  Die  und  die  ^-Funktion. 

Die  Weier  str  aß  sehe  ^-Funktion  wird  definiert  durch 

d^lnau — Gua"u  1 

du^  o^u  Oj  4ci)j*  dv^  ’ 

nCo^ 

U = • ^ ^ V. 

Sie  ist  doppeltperiodisch  mit  dem  primitiven  Periodenpaar  (2  Wi, 
20)3).  Wird  w = 2mcOi  -j-  2n(OQ  gesetzt,  wo  m,  n alle  positiven 
oder  negativen  ganzen  Zahlen  durchlaufen,  so  ist 

^ dS  {.(u  — wy  iüj’  . 

WO  der  Strich  am  Summenzeichen  andeuten  soll,  daß  w ==  Ö 
auszuschließen  ist.  Diese  Doppelreihe  konvergiert,  wenn  der  Peri- 
odenquotient ^ keinen  reellen  Wert  besitzt. 

Die  ^-Funktion  wird  innerhalb  jedes  Parallelogramms  nur 
an  der  Stelle,  die  dem  Nullwerte  des  Arguments  kongruent  ist, 

51* 
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unendlich  groß,  und  zwar  von  der  2.  Ordnung.  Sie  ist  also  eine 
elliptische  Funktion  2.  Grades  und  ist  unter  allen  doppeltperi- 
odischen Funktionen  die  einfachste.  Sie  ist  eine  gerade  Funk- 
tion ihres  Arguments:  — u)  — ^u.  Daher  ist  u eine  un- 

gerade elliptische  Funktion  3.  Grades. 

Die  ^-Funktion  genügt  der  Differentialgleichung 


ist  also  die  inverse  Funktion  des  Integrals 


u 


S=  4ä*  — fCjS  — 5-3  = 4(s  — ei)(s  — e^{s  — ej), 


wenn  = s gesetzt  wird.  Dabei  hängen  die  Nullstellen  von  fi', 
die  irrationalen  Invarianten  e,-,  mit  den  rationalen  Invarianten 
9z  früher  (S.  788)  angegebener  Weise  und  mit  den  Perioden 
wie  folgt  zusammen: 


00  00  00 


[«1  e* 


Die  Funktion 

w 

ist  eine  doppeltperiodische  Funktion  3.  Grades  mit  den  primi- 
tiven Perioden  2wi,  2o)^  und  wird  im  Grundparallelogramm 
an  den  Stellen  Wi,  Wj,  «g  Null  von  der  1.  Ordnung.  Es  ist 

f a2u  _2a^u  a^u  o^u 


In  der  Umgebung  des  Punktes  u = 0 läßt  sich  in  eine 
Potenzreihe  entwickeln,  deren  Koeffizienten  rationale  Funktionen 
von 

w w 

sind: 


1 . 

= ^ + 


+ 


ÜL 

28 


+ 


9i 


24-3. 5 = 


+ 


2^. 5 -7. 11 


§ 7.  Die  und  die  Funktion. 
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Aus  der  Produktdarstellung  für  die  Sigmafunktion  (S.  789), 
ergeben  sich  Fourier  sehe  Reihen  für  (gu  und  p'w; 


(pu 


9 ^ 


Vi  I 

(öl  ‘ 4(ö. 


* 1 231!*  ww« 

3.*  . ^ UTC  to.  ^ X I 1 — o>i 

sm* ^ 

2o)^ 


4 ca.®  . „ — 2*” 

* sin® * ^ 


die  gleichmäßig  konvergieren  innerhalb  eines  Streifens  der  u- 
Ebene  (vgl.  Fricke^^^,  S.  194). 

9' u sind  homogene  Funktionen  der  drei  Argumente  te, 
«3  mit  der  Dimension  — 2 bzw.  — 3,  so  daß 


Kl  \ 1 I ®i 

I 1»  6j  ^ \m  \ m'  mj 

oder 

^(m;  9i,  9i)  = P (^;  »»Vä.  wVs)  • 

Daraus  folgt 

p(iM;  ^3)  = — — «'s),  «'j, «3)  = — <»'(«; 

d.  h.  bei  reellen  Invarianten  und  reellem  u ist  p(iu)  reell  und 
9'(iu)  rein  imaginär.  Die  E ul  ersehe  Formel  für  homogene 
Funktionen  liefert 


dp 


u ^ — |-  w<  ^ 1“ 


d (Ol 


= — 2p. 


Die  j^-Funktion  bleibt  ungeändert,  wenn  auf  die  drei  Varia- 
bein eine  beliebige  ternäre  ganzzahlige  Substitution  der  Deter- 
minante 1; 

= w -{- 2mwi 2WW3,  w/=  awi -f  1SW3,  W3'=  yw^ -}- dwj 


ausgeübt  wird.  Diese  Eigenschaft  der  Invarianz  kommt  den 
Jacohischen  Funktionen  nicht  zu. 

Als  elliptische  Funktion  n^^^  Stufe  wird  von  Klein  eine 
eindeutige  homogene  Funktion  der  drei  Argumente  u^  w^,  W3 
definiert,  die  1.  unverändert  bleibt,  wenn  man  auf  ihre  Argu- 
mente die  Operation  der  ternären  Hauptkongruenzgruppe 
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Stufe  ausübt,  welche  alle  zur  Identität,  d.  h.  zur  Transformation 
(0^  = (»1,  cög^  = (»3  mod  n kongruenten  Substitutionen 


u = u = aco^~{- ßco^^  Wg' = 7 Wi  4“  ^ ß>3 

(ad-/?/  = l) 


umfaßt;  2.  bei  konstanten  coj,  Wg  als  Funktion  von  u im  Fun- 
damentalperiodenparallelogramm keine  wesentlich  singuläre  Stelle 
aufweist;  3.  bei  konstantem  u als  Funktion  von  Wj  und  «g 
den  Charakter  einer  algebraischen  Modulform  Stufe  besitzt. 
In  diesem  Sinne  sind  oog),  Wg)  elliptische  Funk- 

tionen’ 1.  Stufe,  snw,  cnw,  dn?^  sind  solche  2.  Stufe.  Indem 
man  die  beiden  Theorien  von  Jacob!  und  Weierstraß  als 
Bestandteile  einer  allgemeineren  Lehre  von  den  elliptischen 
Funktionen  verschiedener  Stufe  auffaßt,  gelangt  man  zu  einer 
tieferen  Einsicht  in  das  Verhältnis  der  beiden  Theorien  (vgl. 
Klein-Fricke,  Modulfunktionen 2,  5,  Fricke^^^,  S.277  und 
1.  Bd.). 

In  Wirklichkeit  ist  fu  nur  von  zwei  Größen  abhängig, 
dem  Argument  und  der  ahsol/uten  Invariante.  Das  Integral 

läßt  sich  durch  s — —t  so  transformieren,  daß  die  In- 

ys  .9.  ^ 

Varianten  und  g^  einander  gleich  werden: 


ds 

— 9tS  — gs 


ü ^ 

'^0  ^ 3,1s  absolute  Invariante  der  ^-Funktion  bezeichnet 

werden  kann.  Es  ist 


s =(<)(«; Pä, ^s), 

Statt  j wird  als  absolute  Invariante  meistens  eingeführt: 


J = 


91 


so  daß 


J i J ~ 1 : 1 ^ g^^i  27 g^^:  1&  a. 


Bei  Weierstraß -Schwarz'^)  steht  j (t)  und  bei  Weber^^^ 
statt  J. 


7.  Die  p-  und  die  ^-Punktion. 
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Von  dem  Additionstlieorem  der  p-Funktion  heben  wir  nur 
die  folgenden  Formen  heraus: 


So(m  ± «i)  + p«  + F«,  - ) 

F(«  ± u,)  - F«  = - y ^ ) 


'+  %) 


2(^wjpwi  — igs>)ipu  + pu^)  — 9s±  p'up'u^  ’ 


von  denen  die  beiden  ersten  die  Invarianten  nicht  explizite  ent- 
halten (vgl.  Weiersträß-Schwarz S.  14).  Eine  einfache 
Herleitung  ist  von  A.  Pringsheim  {Münch.  Ber.  36,  415,  1906) 
gegeben  worden. 

Eine  elegante  Form  nimmt  das  Additionstheorem  an,  wenn 
0 gesetzt  wird: 

11  1 

pu  puj^  pu^ 


U pu^  PU2 


= 0. 


Vgl.  Weierstraß-Schwarz'^^,  S.  13,  14  und  wegen  weiterer 
Gestalten  Fricke^®\  S.  300,  Caspary,  J.  de  Math.  (4)  6,  397, 
1890. 

Die  Periodizitätsformeln  der  ^-Funktion  lassen  sich  zu- 
sammenfassen in  die  Formel: 

) 


f(«  + Oi)  = ei  + 

ft  V z » pu  — e^ 

(^, (U,  V = 1, 2, 8 ; 2 4=^  4=  r), 

aus  welcher  durch  Spezialisieren  die  Werte  von  j 
Argumente,  die  gleich  Viertelperioden  sind,  folgen. 
Weierstraß  setzt  noch 


nnd  p'  für 


dln  au 
du 


= 'Qu^  also  'pu  ==  — 


Dann  ist 

= — -j-  f 1 -j — jV  w = 

U Xi  \u  — W ' W ‘ W^)'  ^ ■ 

w 
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und  in  der  Umgebung  von  w — 0 besteht  die  Entwicklung: 


tu  =- M® ^ — 

® “ « 60  “ 140  “ 


Die  Pcriodizitätsformeln  lauten: 


woraus 
Ferner  ist 


^(u  + 2eo^)  = 


Vr 


i %)  — + ^^2  “ 


1 p' Ul 

2 pu^  — 


> 


(*•  = 12,3) 


und  diese  Formel  kann  als  — allerdings  nicht  algebraisches  — 
Additionstbeorem  angesprocben  werden.  Die  ^-Funktion  wird 
im  fundamentalen  Periodenparallelogramm  nur  im  Nullpunkt 
von  der  1.  Ordnung  unstetig: 


lim  W^u  — —1  = 0. 

Die  fundamentale  Eolle,  die  die  ^-Funktion  in  der  Weier- 
straß sehen  Theorie  spielt,  wird  durch  die  folgenden  Sätze 
weiter  hervorgehoben: 

Jede  elliptische  Funktion  mit  dem  Periodenpaar  (2a)i,  2g)^) 
ist  rational  ausdrückbar  durch  die  zu  demselben  Periodenpaar 
gehörende  Funktion  pu  und  ihre  Ableitung  p'u  (vgl.  Satz  8 
in  § 6): 

.(  s _ Ä^  + Ä^pu+-’-  + A^p^u  + p'uiBo+B^pu  +—+B^_^  ^-*u)  ^ 
ipu  — pß,){pu  — pß^)^‘‘(pu  — pß^) 

Umgekehrt  sind  diese  Funktionen  pu  und  p'u  durch  die  Funk- 
tion f(u)  und  deren  Ableitung  f'(u)  rational  ausdrückbar,  wenn 
(2(01,  2£03)  ein  primitives  Periodenpaar  des  Arguments  der 
Funktion  f(^  ist. 

Ist  f{u)  eine  gerade  Funktion  ihres  Arguments,  so  ist  sie 
eine  rationale  Funktion  von  pu  allein,  die  Koeffizienten  B^  ver- 
schwinden sämtlich;  ist  f{u)  dagegen  eine  ungerade  Funktion, 

so  ist  eine  rationale  Funktion  von  pu.  die  Koeffizienten 
pu^  ^ ’ 

verschwinden  sämtlich.  Ist  einer  der  Pole  ßf  = 0,  so  fehlt 

der  entsprechende  Faktor  im  Nenner. 


§ 8.  Die  elliptischen  Funktionen  der  Weierstraßschen  Theorie.  80^ 

Wenn  die  Funktion  f(u)  nur  für  u — 0 und  die  kon- 
gruenten Werte  unendlich  groß  wird,  dann  ist  sie  eine  ganze 
Funktion  von  pu  und  p'u. 

Aus  dem  Verhalten  von  f(u)  an  den  Polen  ßi,  • • • ßr 
innerhalb  eines  Periodenparallelogramms  folgt  eine  Darstellung 
durch  die  ^-Funktion  und  ihre  Ableitungen,  die  der  FartiaU 
hruchzerlegtmg  der  rationalen  Funktionen  entspricht: 

Bezeichnet  man  mit 


Sjl  ^.-2 

die  Summen  aller  Glieder  mit  negativem  Exponenten,  die  in 
den  für  die  Umgebung  der  Stellen  ß^,  ß^^  ...  geltenden  Eeihen- 
ent Wicklungen  von  /“(w)  enthalten  sind,  so  ist 

f(u)  = 0 + ?(«  - ß,)  + S(u-ß,)  + --  — - ßt) 

- - ft)  — + %r(«-ft) r(«-ft)+ — 

fl  -Jr  ^2  -I-  • ■ • = ry  * • • = 0. 


§ 8.  Die  elliptischen  Funktionen  der  Weierstraßschen 

Theorie. 


Es  ist  pu  — pu^  als  Funktion  von  u doppeltperiodisch  und 
wird  0^  in  den  Punkten  it  + 2m(Oi-j-  2n(o^  und  oo^  in  den 
Punkten  Swwi  -f"  Sie  läßt  sich  also  als  Quotient  von 

Sigmafu/nlctionen  darstellen  (vgl.  S.  796)  in  folgender  Form: 


pu  — pu^  = 


a{u  -j-  Wi)  o{u  — 
o^u  0*^1 


Setzt  man  hier  u^  — (Oj^y  (A  = 1,  2,  3),  so  wird  (vgl.  S.  789) 


folglich: 


OfU 

pu  — 62=  -T— , 

V i j 


au 


= /iW- 


(i=l,8,3). 


Es  ist  also  die  Quadratwurzel  aus  der  einwertigen  elliptischen 
Funktion  pu  — eine  emwertige  Funktion  von  u.  Über  die 
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Wurzel  aus  einer  ganzen  Funktion  von  und  die  eine 
einwertige  Funktion  der  Variablen  darstellt,  vgl.  Durege -Mau- 
rer^s),  S.  182.  p' 

Die  drei  Funktionen  lassen  sich  als  die  elliptischen 

Funktionen  in  der  Weierstraßschen  Theorie  ansehen  (vgl, 
Fricke2%  S.  224,  225). 

Außer  hat  Weierstraß  noch  die  Quotienten  be- 

OU  ^ (5vU 

trachtet  (vgl.  Weierstraß-Schwarz’\  S.  28,  29).  Mit  ihrer 
Hilfe  ergeben  sich  eindeutig  bestimmte  Werte  für  die  Quadrat- 
wurzeln aus  den  Differenzen  der  Größen 


§ 9.  Die  rationale  Transformation  der  Thetafnnktionen. 

Die  rationale  Transformation  der  Thetafunktionen  betrifft 
die  Aufgabe,  die  Thetafunktionen,  deren  Modul  x und  Argu- 
ment V mit  den  gegebenen  x und  v durch  die  Beziehungen 


c dx 
a -}-  hx' 


oder 


c — ax 
hx  — d 


und 


nv 

d — hx 


Zusammenhängen,  durch  die  Thetafunktionen  mit  dem  gegebenen 
Modul  X und  Argument  v auszudrücken.  Dabei  bedeuten  a,  h,  c,  d 
ganze  Zahlen,  die  der  Einschränkung  unterliegen,  daß  ihre  De- 
terminante ad  — he  — n eine  positive  ganze  Zahl  darstellt. 
a,h,  c,  d heißen  die  Tr  ans  formations  zahlen  und  n der  Trans- 
formationsgrad. Ist  w = 1,  heißt  die  Transformation  linear,  ist 
?^  ==  2,  heißt  sie  quadratisch.  Allgemein  spricht  man  von  einer 

Transformation  n*^^  Grades  halben  Perioden 

0)3'  in  CO3  überführt  durch  die  Beziehungen 

= düü^  — 5 0)3  n{ü^=  ao}^ h(o^ 

a>3  ==  — C(o^  -f-  awg  noi^  — C(o^  -j-  aog  . 


Die  unendlich  vielen,  zu  einem  bestimmten  Transformations- 
grade n gehörigen  Transformationszahlen,  d.  h.  alle  diejenigen 
a,h,  c,  d,  die  der  Gleichung  ad  — he  = n genügen,  lassen  sich 
in  Klassen  einteilen.  Nämlich,  eine  beliebige  Transformation 
^ten  Grades  kann  ersetzt  werden  durch  eine  spezielle,  zu  der 

Determinante  ^ ^ gehörende  Transformation  n*^^  Grades  und 
•^eine  Reihe  linearer  Transformationen  spezieller  Art.  Wird  ver- 
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abredet,  daß  alle ' diejenigen  Systeme,  die  durch  Anwendung 
sämtlicher  linearen  Transformationen  aus  einem  gegebenen  System 
von  Transformationszahlen,  das  zum  Grade  gehört,  mit  die- 
sem zu  einer  Klasse  gerechnet  und  einander  äquivalent  genannt 
werden,  dann  läßt  sich  zeigen,  daß  die  Anzahl  sämtlicher^nicht 
äquivalenten  Transformationsklassen  vom  Grade  n endlich,  und 
zwar  gleich  der  Summe  der  Divisoren  von  n ist,  1 und  n mit 
eingerechnet.  Ist  n eine  Primzahl,  so  ist  die  Klassenanzahl 
gleich  w 4~  !• 

Was  nun  die  explizite  Aufstellung  der  Transformations- 
gleichungen angeht,  so  kommt  man,  wie  Hermite  (Ges.  W.  1, 
487—496,  1858)  gezeigt  hat,  zu  einfachen  Beziehungen,  wenn 
die  Thetafunktion  Ordnung 

n^{v)  = + r) 

zugrundegelegt  wird,  die  durch  die  ursprünglichen  Thetas  ganz 
und  rational  ausdrückbar  ist.  Dabei  tritt  eine  Reihe  von  Kon- 
stanten Cy  auf,  und  es  handelt  sich  im  wesentlichen  um  die  Be- 
stimmung dieser  Konstanten,  von  denen  man  weiß,  daß  sie  sich 
durch  die  und  rational  darstellen  lassen  (vgl.  die 

Theorie  der  Modulfunktionen). 

Die  Darstellung  für  die  Thetafunktionen  ist  bei  Königs- 
berger®)  2,  96  angegeben  (vgl.  auch  M.  Krause^"^  1, 174 — 187). 

In  dem  Sonderfall  der  linearen  Transformation  {n  — l) 
findet  Hermite: 

+ /)  = r) 

für 

nt  = aft  -f-  -f-  ah,  n — C(i  dv  cd,  (/<,r=o,i), 


wo  die  Konstante 


So 

y — ib{a-\-bT')  ’ 


gesetzt  ist.  Dabei  bedeutet  S die  achte  Einheitswurzel 


^ ^—^i7t{aciu'^  + 2bcfiv-\-bdv^  + 2abcf.i+2abdv  + ab-c)^ 

das  Vorzeichen  der  Quadratwurzel  ist  so  zu  nehmen,  daß  der 
reelle  Teil  der  Wurzel  positiv  ist.  Aus  der  Reihe  für  Ö ergibt 
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sich  nach  Hermite  (Ges.  W.  1,  482 — 496)  weiter  unter  Be- 
nutzung des  Legendreschen  zahlentheoretischen  Symbols  : 
Ist  h gerade  und  von  der  Form  2“/3,  dann  ist 

(J  ==  e®  ( — wenn  a ungerade, 

(T  = e ® “ gerade; 

imd  ist  h ungerade,  dann  lassen  sich  zwei  ganze  Zahlen  m,  n 
bestimmen  durch  die  Gleichung  a = m5  -f-  8w,  und  es  wird 


iruTt  /&  — 1\2 

Hiernach  kann  man  die  Konstante  T auch  in  die  Form  bringen 
, WO  £®—  1. 

U -j-  & T 

Es  wird  auf  diese  Weise  ersichtlich,  weshalb  Jacobi  die 
Theorie  der  linearen  Transformation  auch  die  Theorie  der  wn- 
endlich  vielen  Formen  der  Thetafunktion  genannt  hat. 

Übrigens  genügt  es,  bei  den  Anwendungen  den  Wert  von  T* 
zu  kennen  (vgl.  Enneper,  Gott.  Nachr.  1883  und  M.  Kraus e^^) 
1,  109—111). 

Die  einfachsten  linearen  Transformationen,  aus  denen  sich 
alle  anderen  zusammensetzen  lassen,  sind  die  Fundamentaltrans- 
formationen: Q ^ und  ^ durch  welche  der  Modul 

in  T -f-  1 bzw.  in ^ übergeführt  wird.  Die  Anwendung  der- 

selben linearen  Transformationen  auf  die  Jacob ischen  Funktionen 
und  ihre  Wiederholung  liefert  unter  anderen: 


dn 


Diese  drei  Formeln  sind  die  Homogeneitäts formein  der 
Jacobischen  Funktionen.  Sie  lassen  erkennen,  daß  die  Jacobi- 
schen  Funktionen  bei  der  linearen  Transformation  nicht  unge- 
ändert  bleiben,  im  Gegensatz  zur  Weierstraßschen  Theorie, 
wo  die  CT-,  ^-Funktionen  zugleich  mit  den  Invarianten  g^,  g^ 
ungeändert  bleiben,  ebenso  wie  die  Gesamtheit  der  Funktionen 
(Ti,  (Tg,  (Tg  und  der  Größen  e^,  e^,  e^. 
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Die  Indizes  der  drei  geraden  Sigmas  und  der  «2»  ^3 
können  sich  vertauschen  (vgl.  Weierstraß-Schwarz 39).  Die 
Moduln  2.  Gattung  2rjiy  werden  bei  der  linearen  Substi- 
tution durch  dieselben  Formeln  transformiert  wie  2(Oj^y  2(0^.  Vgl. 
die  Darstellung  bei  Krazer^®^  183. 

Was  die  quadratische  Transformation  der  Thetas  u/nd  der 
elliptischen  Funktionen  angeht,  so  fließen  aus  der  Definition  der 
Jacobischen  Thetas  unmittelbar  die  zugehörigen  Grundformeln: 


ä)  «-oK.  ?)  = '^sC®  + 3^)  - ®1- 

- + «>1,  q^)  — v^,  q^) 

•»1  (v,  q)  = '»sC®  + ®i,  S^)  •»sC®  — ®i.  3^) 

--  «•j(t)  -f  q^) «■,(«)  — v^,  q^) 

■»2(®>  3)'»2(®i,  3)  = ■»’aC®  + ®i.  3®)«'2(®  — ®i.  3^) 

+ ■»aC®  + ®i,  3^)  ^s(®  — ®i  < 3^) 
«■3(®>  3)  '»aC®!-  3)  = ö'sC®  + ®i-  3^) «sC®  — ®i.  3^ 
+ »2(«  + q^)  «2(0  — »1,  q^. 


Die  Anwendung  dieser  Formeln  führt  F.  Caspary  (Journ. 
de  Math,  (4)  6,  367,  1890)  unter  Benutzung  der  Eulerschen 
Darstellung  der  Koeffizienten  eines  orthogonalen  Neunersystems 
zu  einem  einfachen  Orthogonalsystem  für  die  Thetas  b zw.  Sigmas. 
Es  ist  dies  gerade  dasjenige  Orthogonalsystem  das  die  Lösung 
für  das  Problem  der  Rotation  eines  schweren  Körpers  um  seinen 
Schwerpunkt  liefert  (vgl.  auch  H.  Weber^^^,  S.  167). 

Unter  Benutzung  der  Verwandlungsformeln  für  die  Thetas 
erhält  man  aus  den  obigen  Grundformeln  a)  für  v^=  vi 


b)  für  = 0,  wenn  durch  q,  und  q durch  Yo.  ersetzt  wird; 


l/Ca'+Co*  K ■ r 


und  die  analogen  für  '9*3  • 
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Die  entsprechenden  Formeln  für  die  Sinus-Amplitude  lauten: 

{Landensche  Transformation)] 

,,  r-  , / 21/^']  (1  + ifc)  sn « 

b)  sn|^(l  +«;)«,  jqrjJ  i-\--ksn^{n',k) 

(Gaußsche  Transformation). 


Den  beiden  auf  die  ausgeübten  Substitutionen  entsprechen 
solche  für  coj,  Wg,  nämlich 


d.  h. 


Ö3j  = 2 co^ 

©3  = ©'3  ’ 


d.  h. 


©1  = ©1 
©3  = 2 ©3  ' 


Die  entsprechenden  Transformationsformeln  für  die  ^-Funk- 
tion lauten: 


9 


(w|  y,  (»3)  = 


— e^pu-[-  (Ci  — Cg) {ey  — e^) 

pu  — Ci 

= _ 2e  I — — 

pu  — e^ 

{Landensche  Transformation)] 


b) 


(«Ul,  y) 


“s\  _ 9^'^^  — «S 9'^ -v  (^3  — ^2) 

pu  — e^ 

{pu  — ef)  {pu  — ef) 

3 pu  — 

{Gauß sehe  Transformation) •, 


— 2 60  -f 


sie  sind,  im  Gegensatz  zu  den  entsprechenden  Formeln  für  snw', 
sämtlich  rational. 

Dabei  transformieren  sich  die  transzendenten  Moduln  2.  Gat- 
tung nach  den  Formeln: 

a)  V=  i«i“i  + %'=«i“3+2% 
t)V=«3“i  +2%,  Vs^i«s«>s  + ns 

und  die  irrationalen  Invarianten: 
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0 


4"  2 y' Gi~  ^2  ^3  » ^2  ^ ^2  ^ > 

63'  = - 2 Ci 


^^61=  2 63 , 62  — 63-7-2  j/ßj  63  y'e2  ^3  j 

^3  ~ ^3  ^ ^3  V^2  ^3  • 


Wegen  der  Formeln  für  die  Transformationen  3.  und  5.  Ord- 
nung vgl.  M.  Krause^’)  1,  178,  181. 

Eine  Transformation  4.  Ordnung.  Aus  der  Definition  der 
Thetafunktionen  folgt 

' 2)  “ f)  + '^2(2«^,  3^) 

^0  (^5  ?)  = ^3  (2  3^)  - ^2  (2  2O 


und  hieraus,  wenn 


V(o^O 

-ÖsHO,  4r) 


= gesetzt  wird: 


l/r  — ^ — _ 2g-f  i/w  _ 1 — V^i 

1 + yF  l + 2g^-f22'®H ’ ^ 1 + y^i’ 


d.  h.  zwischen  "j/^  und  4 1 besteht  dieselbe  Gleichung  wie 
zwischen  j/Ä  und  r.  Hierauf  beruht  die  Weierstraßsche  Theorie 
der  Eeihe: 

-7t  ^ 

q = e 


K'  _ 


1 — ]/F 
i + y^ 


^ 4_  1 4.  /i-y^T  1 

Vl  + V^^  2^Vl+]/^^ 


= |-  tg^/5  + ^ + 


15 

512 


tgi«|5  -t-  . . 


wenn  Yh'  = |/cos  a = cos  2 /?  gesetzt  wird. 


§10.  Die  elliptisclien  Integrale. 


Unter  einem  elliptischen  Integral  versteht  man  ein  Integral 
von  der  Form  J R (x^  yx^)dx,  wo  ein  allgemeines  Polynom 
4.  Grades  in  x und  R eine  rationale  Funktion  ihrer  beiden 
Argumente  bedeutet.  Nach  Legendre  kann  man  dem  ellip- 
tischen Integral  nach  Abspaltung  eines  rationalen  Integranden 
immer  die  Gestalt  geben: 


dx. 


Mit  Hilfe  einer  linearen  Substitution  der  Variabein, 
läßt  sich  ein  solches  Integral  in  der  Form 


J.  ..  “V+ß 
~7^  + S’ 
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r B(y)dy 

ausdrücken.  Und  dieses  kann  stets  aus  Integralen  von  drei  ver- 
schiedenen Typen  und  algebraischen  Funktionen  linear  zusammen- 
gesetzt werden.  Vgl.  Legendre,  Traite  des  fonctions  elliptiques etc, 
Paris  1825 — 1828.  Nach  Weierstraß  läßt  sich  jedes  beliebige 
elliptische  Integral  mit  Hilfe  einer  eindeutig-umkehrbaren,  z.  B. 
rationalen  Substitution  auf  die  Form  bringen: 

Und  dieser  Satz  ist  umkehrbar. 

Nach  Legendre  haben  die  drei  Fundamentaltypen  der 
elliptischen  Integrale  folgende  kanonischen  Formen: 

X 

1.  Gattung:  F{x^  - 

0 

* 

2.  Gattung:  Je)  =J* 

0 y — ^ 

X 

3.  Gattung:  JI (a?,  n,  7c)  = f . 

0 

oder  wenn  «^sing?  gesetzt  wird: 

F{(p,k)  = A— E{ip,h)=,  iyi  — h^sm^<pd<p, 

J yi  — ä’  sin^qp  J 

0 0 

(p 

Tl{w  ^ n^lc)  — f* ^ • 

J sin^gj)  |/(1  — Jc^  sin*  cp) 

0 

Dabei  heißen  1c  ==>  sin  cc  der  Moduls  q>  — nmF  die  Amplitude 
und  n der  Parameter  des  elliptischen  Integrals.  Legendre  setzt 
noch  den  Parameter  n als  reell  voraus.  Damit  das  auf  reellem 
Wege  genommene  Integral  3.  Gattung  einen  Sinn  habe,  darf  n nicht 
zwischen  1 und  oo  liegen.  Das  2.  Integral  wird  mit  E bezeich- 
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net,  weil  sich  mit  seiner  Hilfe  der  Ellipsenbogen  ausdrüoken 
läßt.  Die  elliptischen  Integrale  1.  Gattung  nehmen  die  Werte 
an  von  0 bis  oo,  wenn  (p  und  a von  0 bis  -|-7C  wandern,  die 
Integrale  2.  Gattung  nur  von  0 bis  ^75==  1,571  . . . 

Vollständige  elliptische  Integrale  1.  Gattung  sind 


TT  ==  r = t 

J y(l  — J — Ä;*8in*g)’ 

0 0 

1 y» 

f ==  r -■ 

J y{1i  — — J y^-  — Ä:'*sin*qp 


Ähnlich  heißen 


Ar  A 


T« 


A r A 


vollständige  elliptische  Integrale  2.  Gattung.  Dabei  sind  von 
dem  Gebiete  alle  reellen  Werte  von  — oo  bis  0 und  von 
4*  1 bis  + ^ (einschl.  0 und  l)  auszuschließen  und  jeder 
Quadratwurzel  der  Wert  beizulegen,  dessen  reeller  Teil  posi- 
tiv ist. 

Zwischen  diesen  vollständigen  Integralen  besteht  die  schon 
von  Legendre  aufgefundene  und  nach  ihm  benannte  Relation 


KE'+K'E  — KK'  = ^- 

64 


Wegen  ihres  Beweises  vgl.  Kummer,  Journ.  f.  Math.  15,  149, 
wegen  der  Literatur  hierzu  vgl.  Krause^^\  1,  321. 

Das  Integral  3.  Gattung  wird  von  Jacobi,  etwas  ab- 
weichend von  Legendre,  so  definiert; 


Il(u,  cc) 


ancc 


cna  dna  8n*w  du 
- Jc^  8n*a  axi^u 


a 1 ©(u  — a) 


Pascal,  Kepertoritun  I.  2.  2.  Aufl. 


52 
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und  hier  kann  a auch  imaginäre  Werte  annehmen.  Alsdann 
heißt  das  Integral  3.  Gattung  nach  Legendre  zirkular^  im  an- 
dern Falle  logaritJimisch  oder  hypet^holisch.  Es  ist  bemerkens- 
wert, daß  gerade  die  zirkulare  Form  von  TI  in  den  Problemen 
der  Dynamik  eine  Rolle  spielt.  Geben  wir  dem  Le  gen  dreschen 
n für  den  Augenblick  einen  Index  X,  so  besteht  der  Zusammen- 
hang 

XTi  (—  sn^  a,  Jc^  sn  u)  =u  “ 11  (u\  a). 

Als  Riemannsches  Normalintegral  1.  Gattung  bezeichnet  man 

2 J>/2(1-2)(1  — l2)’ 


das  durch  die  quadratische  Transformation  z 

gendresche  Normalform  j- 

«y  I 


= in  die  Le- 
übergeht.  Es  ist 

diejenige  Normalform,  die  der  Auffassungsweise  der  neueren  syn- 
thetischen Geometrie  am  nächsten  steht,  insofern  der  Modul  X 
das  Doppelverhältnis  der  vier  Versch windungspunkte  des  Nen- 
ners darstellt.  In  diesem  Zusammenhänge  ist  zu  erwähnen,  daß 
Klein  Ic  = setzt,  wo  fi  die  Oktaederirrationalität  bezeichnet 
(vgl.  Klein-Fricke^^^  1,  23).  Als  Riemannsche  Integrale 
2.  und  3.  Gattung  gelten  die  Formen 

1 T*  zdz  r 9 r n f /’sna  cna  dnad^^' 

— / — = I sn''^^  du , I ö 

«)(i— iif)  J J s“*“— 

Vgl.  Riemann-Stahl^ä). 

In  der  Weier  str  aß  sehen  Theorie  lauten  die  drei  Typen, 
wenn  <pu=^  s und  — g^s  — ^3  ==  4 (s  — e^)  (s  — Cg)  — ^3) 

gesetzt  wird: 

UVä) 

1.  Gattung:  ^ J ^ ~ ^ 

00 

wo  die  Integration  von  dem  Wertepaar  (5,  "J/n)  ausgehend  längs 
irgendeines  Weges  bis  s = 00  erstreckt  wird.  Im  Falle  reeller 
Größen  e^  darf  die  Integrationsvariable  immer  > e^  vorausge- 
setzt werden.  In  der  Umgebung  des  unendlich  fernen  Punktes 
gilt  die  Entwicklung 
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2.  Gattimg: 


1 

9t  1 

40 

56  s’ 

{».Vs) 

Psds 

g'u 

"JW 

GU 

wo  die  Integrationskonstante  durch  die  Festsetzung  bestimmt 
wird,  daß  die  für  hinlänglich  große  Werte  des  absoluten  Betrages 
von  s geltende  Entwicklung  eines  Zweiges  dieser  Integralfunktion 
die  Gestalt  annimmt: 


40  s® 


+ 


3.  Gattimgi 


j{s,YS;  s„ys,)=  J\ 


s— *0  ys 


ds  (5{u 

— ln 


auGUf^  gUq 


wo  Uq  eine  willkürliche  Konstante,  den  Parameter  des  ellip- 
tischen Integrals  3.  Gattung  bedeutet,  so  daß 
4 "*^0^ — 9^  ^0  — ^3»  weder  den  Wert  Null,  noch  einen  zu  Null 

kongruenten  Wert  annehmen  darf.  Dabei  erhält  das  konstante 
Glied  in  der  für  die  Umgebung  von  u = 0 geltenden,  nach 
Potenzen  von  u fortschreitenden  Entwicklung 


/I  pU-\-pUr.  , , 2,1,  O, 

^ pu  — PUq  ' 2*0  ‘6*0  ' 

ebenfalls  den  Wert  Null. 

Das  elliptische  Integral  2.  Gattung  ist  also  zugleich  als 
logarithmische  Ableitung  der  Sigmafunktion  darstellbar,  deren 
Argument  das  entsprechende  Integral  1.  Gattung  ist.  Das  ellip- 
tische Integral  3.  Gattung  ist  durch  Logarithmen  von  Sigma- 
funktionen darstellbar,  deren  Argument  wieder  das  entsprechende 
Integral  1.  Gattung  ist,  und  durch  dieses  Integral  selbst.  Auch 
überzeugt  man  sich,  daß  die  nach  u genommene  Ableitung  des 
Integrals  3.  Gattung  sich  mittels  elliptischer  Integrale  1.  und 
2.  Gattung  ausdrückt.  Die  hierdurch  angedeuteten  Beziehungen 
zwischen  den  drei  Normalformen  sind  von  Jacobi  entdeckt 
worden. 

Ein  Integral  1.  Gattung  wird  für  keinen  (reellen  oder  kom- 
plexen) Wert  der  Integrationsgrenzen  unendlich  groß;  ein  Inte- 

62* 


I 
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gral  2.  Gattung  wird  nur  algebraisch  unendlich  groß,  z.  B. 
J'is,Y8)  für  s = oo  wie  ys.  Endlich  ein  Integral  3.  Gattung 
wird  nur  logarithmisch  unendlich  groß. 

Jedes  elliptische  Integral  läßt  sich  darstellen  in  der  Form: 


ds  = 


yf*  


d.  h.  als  Summe  eines  elliptischen  Integrals  1.,  eines  elliptischen 
Integrals  2.  und  von  m elliptischen  Integralen  3.  Gattung  und 
einer  rationalen  Funktion  von  s und  — yS.  Die  Zahl  m gibt 
die  Anzahl  der  Stellen,  wo  der  Integrand  des  Integrals  3.  Gat- 
tung unendlich  groß  wird. 

y'  ds 

, die  den  Vorzug  hat,  daß  sie 

die  Invarianten  in  Evidenz  setzt,  muß  insofern  als  Weier - 
Straß  sehe  Normalform  des  Integrals  1.  Gattung  bezeichnet  wer- 
den, als  Weier  Straß  der  erste  gewesen  ist,  der  von  dieser  In- 
tegralform ausgehend  die  Theorie  der  elliptischen  Funktionen 
konsequent  entwickelt  hat.  Das  schließt  nicht  aus,  daß  die 
nämliche  Integralform  bereits  früher  von  anderen  bemerkt  wor- 
den ist,  so  von  Eisenstein,  Journ,  f.  Math.  35,  137 — 276, 
1847  oder  Math.  Ahh.  Berlin  1847,  S.  213,  dann  von  Her- 
mite,  Journ.  f.  Math.  52,  1—38,  1856.  (Vgl.  Fricke^^),  S.  253.) 

Zwischen  den  Integralen  1.  und  3.  Gattung  besteht  die 
Beziehung 

niu.a)  — n{a,u)=^u  - tc 

welche  das  Legendresche  Theorem  von  der  Vertauschbar keit 
zwischen  Parameter  und  Argument  beim  elliptischen  Integral 
3.  Gattung  zum  Ausdruck  bringt. 

In  der  Weierstraß  sehen  Theorie  ergibt  sich  dieser  Satz 
einfach  durch  Vertauschung  von  u und  Uq  in  der  Definitions- 
gleichung des  elliptischen  Integrals  3.  Gattung: 
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Jis,  )/S;  *0,  T^o)  - Vs«;  Vs)  = $ “ 

WO  n eine  ganze  Zahl  bedeutet. 

Elliptische  Integrale  3.  Gattung  lassen  sich,  wenn  der  Para- 
meter der  aliquote  Teil  einer  Periode  ist,  durch  elementare  Funk- 
tionen ausdrücken. 

Über  das  Verhältnis  der  verschiedenen  Normalformen  zu- 
einander, insbesondere  die  Frage,  weshalb  gerade  die  Rie- 
mannsche, Legendresche,  Jacobische,  Weierstraßsche  Nor- 
malform auftreten,  vgl.  Klein-Fricke. 

§ 11.  Periodizität  und  Additionstheoreme  der  elliptischen 

Integrale. 

Den  beiden  Fundamentaleigenschaften  der  elliptischen  Funk- 
tionen entsprechen  ähnliche  Eigenschaften  der  elliptischen  Inte- 
grale, die  wir  in  der  Weierstraßschen  Form  voraussetzen 
wollen. 

Das  Integral  1.  Gattung  ist  unendlich  vielwertig;  aUe 
Werte  für  ein  bestimmtes  s können  aus  einem  abgeleitet  werden 
durch  Hinzufügen  eines  Vielfachen  von  (2wj,  2(o^)]  dabei  werden 
(2(»i,  2(Og)  primitive  Periodizitätsmoduln  des  elliptischen  Integrals 
1.  Gattung  genannt.  In  demselben  Sinne  heißen  (2  2 1^3) 

primitive  Periodizitätsmoduln  des  elliptischen  Integrals  2.  Gat- 
tung,  wobei 

0'  ß),  O'  tt>3 

Oco,  ’ 00)3 

Und  endlich,  das  elliptische  Integral  3.  Gattung  hat  die  drei 
Periodizitätsmoduln : 

2jii. 

Ist  die  Determinante  G der  Form  S positiv,  dann  sind 
bei  reellen  g^  und  g^  die  Cj,  Cg,  e^  reell,  und  die  Werte  von  Wj, 
ojg  bestimmen  sich  aus  den  Gleichungen 


+ 00  +00 
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so  daß  (»1  und  ^ reelle,  positive  Größen  sind. 

Ist  die  Determinante  G negativ,  dann  ist  reell,  und 
Cg  sind  konjugiert  komplex.  Dann  wird 


4-  CO  + “O 


über  die  Erklärung  der  Vieldeutigkeit  der  elliptisclien  Integrale 
vgl.  Gundelfinger,  Bihl.  math.  9,  211,  1909  und  Krazer, 
Bihl.  math.  10,  250,  1910. 

Die  Additionstheoreme  der  elliptischen  Integrale.  Die  Summe 
zweier  elliptischen  Integrale  1.  Gattung  läßt  sich  wieder  als  ein 
elliptisches  Integral  1.  Gattung  darstellen,  dessen  obere  Grenze 
eine  algebraische  Funktion  der  oberen  Grenzen  jener  beiden  In- 
tegrale ist,  und  zwar  dieselbe  Funktion  wie  von  <pu^ 

und 

+ j{s,,  = j{s, 

Ebenso  gilt: 

j'ih,  + j'ih , y^) = j'  («,  ys) + 1 , 

d.  h.  die  Summe  zweier  elliptischen  Integrale  2.  Gattung  läßt 
sich  als  die  Summe  eines  einzigen  Integrals  2.  Gattung  und 
einer  algebraischen  Funktion  von  s^  und  s^  darstellen.  Die 
obere  Grenze  des  Integrals  rechter  Hand  ist  genau  dieselbe 
Funktion  von  den  oberen  Grenzen  der  Integrale  linker  Hand 
wie  beim  Additionstheorem  der  elliptischen  Integrale  1.  Gattung. 
Und  endlich: 

j(s„  1/^;  s„,  1/^)  + Jis„  ys,-,  s„  = j(s,  y«; 

d.  h.  die  Summe  zweier  elliptischen  Integrale  3.  Gattung  ist  dar- 
stellbar als  die  Summe  eines  elliptischen  Integrales  3.  Gattung 
und  des  Logarithmus  einer  algebraischen  Funktion  von  Die 
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obere  Grenze  des  Integrals  rechter  Hand  setzt  sich  aus  den 
oberen  Grenzen  der  einzelnen  Integrale  zusammen  wie  beim 
Additionstheorem  der  Integrale  1.  Gattung  (vgl.  Weierstraß- 
Schwarz^)  S.  89). 

Bei  den  Abel  sehen  Integralen  treten  rechter  Hand  q In- 
tegrale derselben  Gattung  auf.  Diese  Anzahl  nennt  man  das 
Geschlecht,  die  elliptischen  Integrale  sind  vom  Geschlecht  Eins 
(C  leb  sch);  andere  Benennungen  sind;  Bang  (Riemann), 
Klasse  (Weier str aß),  Defekt  (Cayley).  Und  diese  Additions- 
theoreme sind  als  spezielle  Fälle  enthalten  in  dem  berühmten 
„Ab e Ischen  Theorem“. 

Das  Additionstheorem  des  elliptischen  Integrals  1.  Gattung 
rührt  von  Euler  her  {Novi  Comm.  Petrop.  1761,  6,  7).  Histo- 
rische Angaben  bei  Genocchi,  Bolletino  di  Boncompagni  3, 
1870,  und  Enneper-Müller.^®^  Wegen  einer  eleganten  Her- 
leitung C.  Sturms  vgl.  Liouville,  Compt.  Bend.  1856,  S.  988, 
und  Safford,  Bull.  Ann.  Math.  Soc.  17,  9,  1910. 

Die  Additionstheoreme  der  elliptischen  Integrale  2.  und  3. 
Gattung  hat  Legendre  aufgestellt. 

Das  Additionstheorem  für  die  Integrale  1.  Gattung  lautet 
bei  Legendre; 

FQc,  x)  + F(h,  y)  = FQt,  z), 

WO 

^ x^l  — ]/l  — k'^y^  + 2/  — k^x^ 

^ 1 — lc^x^y^ 

Bei  Jacobi  haben  die  Additionstheoreme  2.  und  3.  Gattung 
die  Form; 

E (u)  -f  E (u^')  —■  E{u  ^^^')  = k^  sn u sn u^'  sn  {u  -f  u^') 

n(u\  a)  -f  n(u^,  a)  — n (u  -f-  cc) 

j , 0{u — a)  @(uf  — 0 {u  uf  a) 

^ ^ 0{u  a)  0 {uf  a)  0 {u  uf  — a) 

^ 1 — k^  sn  uf  sn  cc  sn  (u'  -{-  — “) 

. ^ 1 + sn u'  sn  Wj'  sn  a sn(w'  uf  -f-  cc) 

(vgl.  auch  Glaisher,  Mess,  of  Math.  10). 
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§12.  Beihenentwioklungen  für  die  vollständigen  ellip* 
tischen  Integrale  1.  und  2.  Gattung. 

Die  schon  von  Euler  gegebenen  Entwicklungen,  die  nichts 
anderes  als  spezielle  Fälle  der  hypergeometrischen  Reihe  sind, 
lauten: 


/1\2,2  /1.3\2ä;^  /1.3.5\2ä:® 

-(2)  ^ -(274)  T-llTTTe)  T- 


Diese  Reihen  konvergieren  nur  schwach.  Für  kleine  Werte  des 
Moduls  rechnet  man  besser  mit  den  Formeln: 


K = 


3r(l  -|-  ^1) 


{^+(irv+K)v+-} 


WO 


1 — l/iTTp 

1 + ]/l  — 1 + 


oder 


Ä:  = 


1 -j- 


gesetzt  ist,  während  für  große,  d.  h.  der  Einheit  nahe  kommende 
Werte  des  Moduls  die  folgenden  Formeln  für  die  numerische 
Rechnung  geeignet  sind: 


^ ^ (I)  - (iri[K0 


Diese  Formeln  rühren  von  Legendre  her  (Mem.  de  VÄc.  1780, 
p.  630  und  1,  S.  65;  vgl.  noch  Schlömilch,  Zeitschr.  MaUi. 
Fhys.  2,  49)  und  werden  aus  den  Differentialgleichungen  ge- 


§ 13.  Reduktion  auf  die  Normalform.  825 

Wonnen,  denen  die  vollständigen  Integrale  genügen  (vgl.  § 15). 
Bei  Vertauschung  von  Tc  und  Ic  gehen  die  Formeln  für  K und 
E in  solche  für  K\  E'  über  (vgl.  M.  Krause®^\  S.  91).  Über 
weitere  Reihen-  und  Produktentwicklungen  vgl.  Schellhach^), 
S.  58  und  S.  66,  sowie  Tannery-Molk^®)  2,  1896. 

§ 13.  Reduktion  der  elliptischen  Integrale  auf  die 
Normalform. 

Lineare  Beduktion  des  Integrals  1.  Gattung  auf  die  Le~ 
gendrescTie  Normalform:  Schon  Abel  hat  wiederholt  hervor- 
gehoben , daß  man  diese  Reduktion  durch  lineare  Transfor- 
mation erreichen  kann,  und  daß  dabei  die  verschiedenen  Werte 
der  Konstanten  sehr  einfach  linear  miteinander  Zusammenhängen. 
Die  bezüglichen  Formeln  sind  von  Legendre,  Jacobi,  Guder- 
mann,  Richelot  u.  a.  entwickelt  worden. 

Nach  den  Weierstr  aß  sehen  Vorlesungen  erreicht  man  die 
Reduktion  wie  folgt:  Wird 

-a){y-  b){y  — c){y  — d) 

gesetzt,  dann  gelingt  die  Überführung 

dy^  1 dx 

durch  den  Ansatz 

2m  = yA(c  -a)(d  — b)  + yA{b  — a){d-c) 

^ ^ Yie—  a)(d^)--\/(fi^a){d  — b) 
y{c  — a){d  — c)  -f  yip  — a){d  — 6) 

h = y<^<^  — —h)  — y{h  — a){dll^) 

|/(c  — a){d  — 6)  -f- 1/(5  — a){d  — c)' 

wo  jeder  Wurzelgröße  ein  beliebiges,  aber  überall  dasselbe  Vor- 
zeichen zukommt.  Wegen  der  Realitätsverhältnisse  vgl.  S che  11- 
bach^^  262 — 268;  Appell-Lacour^%  S.  240 — 246. 

Lineare  Beduktion  des  Integrals  1.  Gattung  auf  die  Bi  er- 
mann sehe  Normalform.  Die  lineare  Substitution 
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macht 


c — ay  — & T h(c  — a)--a(c  — h)z 

^ oder  y = ^ ^ — v - --7,- 

c — oy  — a ^ c — a — (c  — h)z 


/, 


dy 


Vll{y)  T/(c—  a) {d  — h)J  yAz{l  — Xz) 
0 


/. 


dz 


Dabei  ist 


X = 


(c  — 5)(a  — d) c — h ^ d — h 

(c  — a)(b  — d)  c — a * d — a 


Und  stellt  das  Doppel  Verhältnis  der  vier  Punkte  5,  c,  d dar. 
Den  sechs  Permutationen  von  a,  b,  c,  d entsprechend,  kann  X 
die  sechs  Werte 


X — 1 


X 


annehmen.  Wird  X = — 1 , dann  liegen  die  vier  Punkte  a,  b, 
c,  d harmonisch',  wird  X = \(l  + ^1/3),  dann  liegen  sie  äquian- 
harmonisch.  Vgl.  Burkhardt^^\  207. 

Lineare  Beduktion  des  Integrals  1,  Gattimg  auf  die  Weier- 
Straß  sehe  Normalform,  Auch  hier  ergibt  sich  im  allgemeinen 
eine  lineare  Transformationsformel.  Vgl.  Hermite,  Journ.  f. 
Math.  52,  8;  Oaspary,  Journ.  de  Math.  (4)  5,  73 — 79,  1889; 
Tannery-Molk^ß),  4,  63;  Burkhardt^^),  175,  206;  Appell- 
Lacour^O),  247—268. 

Hier  entspricht  ^3  = 0 dem  harmonischen,  g^^  ^ dem 
äquianharmonischen  Fall  der  p-Funktion. 

Alle  diese  Transformationen  des  elliptischen  Integrals  in 
die  Normalform  sind  auf  24  verschiedene  Arten  möglich,  und 
die  24  linearen  Substitutionen,  die  man  so  erhält,  bilden  eine 
Gruppe,  die  sog.  Oktaedergruppe. 

Reduktion  der  Riemannschen  Form  auf  die  Weier  Straß  sehe 
Form.  Der  einen  Weierstraßschen  Form  stehen  sechs  gleich- 
berechtigte Riemannsche  Formen  gegenüber,  in  welche  sie 
durch  vier  verschiedene  lineare  Substitutionen  übergeführt  wer- 
den kann.  Vgl.  die  Darstellung  in  Durege-Maurer^®\  S.  32, 
insbesondere  über  die  der  Weierstraßschen  Normalform  ent- 
sprechende Riemannsche  Fläche,  S.  68. 

Nichtlineare  Reduktion  des  Integrals  1.  Gattung  auf  die 
Weier  Straß  sehe  Form.  Bisher  ist  die  Wurzelgröße  R(jf)  als 
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in  lineare  Faktoren  zerlegt  vorausgesetzt  worden.  Man  kann 
aber  auch  ohne  eine  solche  Zerlegung  durch  eine  rationale,  aller- 
dings nicht  mehr  lineare  Substitution  ein  elliptisches  Integral 
auf  die  Normalform  transformieren  (Hermite,  Journ.  f,  Math, 
52,  7 — 8,  1856).  Vgl.  die  Darstellung  bei  H.  Weber^^V  S.  11. 

In  seinen  Vorlesungen  pflegte  Weierstraß  eine  Reduktions- 
formel abzuleiten,  die  sich  als  algebraische  Funktion  der  Koeffi- 
zienten von  B{x^  y)  darstellt: 


X — X I ■ ^ ^ ^ ^ ^ (^o)]  vV  B(xQ)jR  (Xq) 

2 [S-*  22" (*<,)]’- 

. f/ 22  (3?p)  22  {x)  R (Xq)  -f-  22  (a^q)  {x  x,)  22  (ajp)  {x  — 


s 


^{x  — x^Y 


vgl.  dazu  E.  Haentzschel,  Arch.  d.  Math.  Phys.  (3)  1, 118  (1901). 

Von  Hermite  rührt  ein  elegantes,  mit  der  Theorie  der 
biquadratischen  Formen  zusammenhängendes  Verfahren  her,  ein 


-j=j  mit  X als  Polynom  4.  Grades,  in  ein  anderes  derselben 


Form  überzuführen  mittels  einer  Transformation  3.  Grades  {Journ. 
f.  Math.  60,  304).  Der  Zusammenhang  der  binären  biquadra- 
tischen Formen  mit  den  elliptischen  Funktionen  ist  noch  von 
Klein  {Math.  Ann.  32,  351,  1888)  und  von  Study  {Amer. 
Journ.  17,  216,  1895)  untersucht  und  in  gewissem  Sinne  zum 
Abschluß  gebracht  worden. 

Über  die  Reduktion  der  allgemeinen  elliptischen  Integrale 
auf  die  Legen  dreschen  bzw.  Weierstr  aß  sehen  Normalinte- 
grale vgl.  Tannery-Molk^®),  4,  Schlömilch^®),  2,  289 — 302, 
und  M.  Krause^^),  Nr.  56,  57. 

§ 14.  Differentialgleichungen  und  -relationen  für  K und  E. 

Die  vollständigen  Integrale  K und  K'  genügen  der  linearen 
Differentialgleichung  2.  Ordnung: 


oder 


mit  der  vollständigen  Lösung: 
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y^AK-\-BK\ 

wo  A und  B Konstanten  bedeuten. 

Für  das  vollständige  Integral  2.  Gattung  besteht  die  Diffe- 
rentialgleichung 

j^dy  ^ Tcy 

^ dk^ 

oder 


dk  ‘ 1 — Ä* 


= 0 


.±  4.  - o 

dk  Vdk)  ^ i — k^~^ 


mit  der  vollständigen  Lösung: 

y = AE  + B(K'—E'). 

Diese  Resultate  finden  sich  schon  bei  Legendre^^  1,  62.  Eben- 
falls schon  Legendre  bekannt  sind  die  folgenden  Relationen: 


dK  E — Kk'^ 
dk 


kk'^ 

dE  __  E—K 
dk  k 


Ek  . dE  j TP  1 dE 

oder  K^E-h^, 


oder 


' dk  dk  * dk 


Über  eine  andere  Form  dieser  Relationen  vgl.  Glaisher,  Quart 
Journ.  20,  1885.  Wegen  der  Literatur  vgl.  M.  Krause^^),  320. 

Zwischen  den  Moduln  1.  und  2.  Gattung  und  den  rationalen 
Invarianten  bestehen  die  folgenden  Differentialrelationen: 


drii 

da. 


2i 


2 .dlnG 


( — 

drii  ^ 

' dcog 

^(i292^1 

2 « i ^ ln  G 

% = - 

3 c 

'«1  ’ 

" "g  92^ 

32  G 

dag 

— 9 ^3  (öjj  - 

- ^9lVa 

64  G 

(«  = : 

1,3) 

32 

64 


Über  weitere  Relationen  vgl.  Klein-Fricke*®', 1,119;  Halphen*!, 
1,  307. 
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§ 15.  Übergang  von  der  Jacobischen  zur  Weierstraß- 
sehen  Bezeichnung  der  elliptischen  Integrale. 

Die  Zusammenhänge  der  Größen  aus  der  Jacobischen 
Theorie  mit  den  entsprechenden  aus  der  Weferstraßschen 
Theorie  werden  durch  die  folgenden  Formeln  vermittelt: 

u = Ttc^v  = 2Kv  = — Cg  == 

^ ÄC,*  u 2K 

u ^ ==  — V = — = — - — - V 


X 


sn 


(uj/ci- 


V^i  — es 

l/pu  — Cs 


6U 


Als  unabhängige  Variable  tritt  also  bei  Jacobi  nicht  das 
Weier straßsche  Normalintegral  1.  Gattung  w,  sondern  das  Le- 
gendresche u = uYe^  — Cg  auf.  Daher 

TT-  -i/ «c,*  . -/ ca,  iK' 

K ©j  J/ci  Cg  ~ , ^K  ©3  ye^  Cg , t — ^ 

|/e,  — Cs  |/e,  — Cj Cq^ 

— Cs  l/^l—  ^3 

1 . 

27  27  ^3^  (1-f  Ä:*)*(2  — ^i;*)*(l--2fc*)2 

(absolute  Invariante  nach  Weierstraß), 


^3*  4 (1  — 4(1  — i (c^» -f  Cj»  + CjS)» 

*'“16G“27  Ä;^(l--Ä;*)*  “’27  ""54  c/cVcs» 

(absolute  Invariante  nach  Klein- Fricke). 


§ 16.  Spezialfälle  und  Ausartungen  der  elliptischen 
Funktionen. 

1)  Der  harmonische  Fall  (Lemniskatische  Funktionen): 

^2  ”4,  5^3“^)  Cj^=l,  e^—  Oy  ^3“  1« 

Das  Integral  erster  Gattung  nimmt  die  Gestalt  an: 

/*  ds 

iTjras’  * = 

00 

die  mit  der  Lemniskate  in  einem  engen  Zusammenhang  steht. 
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Das  Periodenparallelogramm  ist  ein  Quadrat,  dessen  Dia- 
gonalen den  Achsen  parallel  sind. 

2)  Der  äquianharmonische  Fall: 

^2=Oi  S'3=4,  ei=£,  «2=11  e3=£^  ^ = — ^ + 

p{£u)  = spu,  = P'^’,  cr(fw)  = £(Sn 

0)3==  £(»1,  (02  = e^(Oj^. 


Dieselbe  Rolle,  die  bei  Fall  1)  die  Lemniskate  ==  cos  2 (p  spielt, 
spielt  im  Fall  2)  die  Kurve  r^=  cos  3 g)  (vgl.  Kiepert,  Journ. 
f.  Math.  74). 

Das  Periodenparallelogramm  setzt  sich  aus  zwei  gleichsei- 
tigen Dreiecken  zusammen.  Das  Integral  erster  Gattung  nimmt 

die  Gestalt  an:  /.  j 

F ds 

U = I - » 

J j/4s^  — 4 


Wegen  der  Berechnung  von  Tafeln  für  den  äquianharmo- 
nischen  Fall  vgl.  S.  842. 


3)  Ä;c=0, 


snu  = Sln^f , cnu 
4)  fc  = l,  A;'=0 
q=  1 


cosu 


CÖ1 


dn  w'  = 1 
-00,  (»3  = 


2j/3e, 


61  — 60  — 


2 ^3 


sntt  = 


e“'+e- 


= Uy  cnu  = dnu  - 


Sof  u 


5)61=62=63=0,  ^2=0,  ^3=0,  ft)i=0O  «3  = 00 

^w=^,  $««  = —,  (5u  = Uy  G^u  = = (5^u  = 1. 


§ 17.  EUiptische  oder  doppeltperiodische  Funktionen 
2.  und  3.  Art. 

Hermite  hat  zuerst  {Comptes Bendus  91  bis  96  (1877 — 1882) 
und  in  der  Monographie  „Sur  quelques  applications  etc‘%  wo  die 
Resultate  jener  Abhandlungen  vereinigt  sind)  darauf  aufmerksam 
gemacht,  daß  man  namentlich  in  den  mechanischen  Anwendungen 
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auf  Thetaquotienten  geführt  wird,  die  nicht  mehr  rein  periodisch 
sind  und  nicht  mehr  der  bekannten  Relation  zwischen  den  NuU- 
und  ünendlichkeitsstellen  genügen.  Er  belegt  sie  mit  dem  Namen 
der  elliptischen  oder  doppeltperiodischen  Funktionen  2.  -drf,  wenn 
sie  sich  um  einen  konstanten  Faktor  ändern,  sobald  naan  das 
Argument  um  Perioden  wachsen  läßt.  Während  es  keine  ellip- 
tischen Funktionen  1.  Art  1.  Grades  gibt,  sind  elliptische  Funk^ 
tionen  2.  Art  1.  Grades  sehr  wohl  möglich,  und  sie  sind  unter 
den  elliptischen  Funktionen  2.  Art  die  einfachsten.  Sie  haben 
nach  Hermite  die  Form 


In  Sigmafunktionen  stellen  sich  diese  Primfunktionen  ^ aus, 
denen  sich  die  allgemeinen  Funktionen  2.  Art  auf  bauen,  so  dar: 

A = + e-f-. 

^ (5U  (5Uy 

Sie  genügen  der  linearen  Differentialgleichung  2.  Ordnung: 

0''{u)  = {^k^srPu  — 1 — -{-  W snd)^(u') 

bzw.  0"(u)  = {2 <pu  0{u)^ 

die  unter  dem  Namen  der  Lame  sehen  Differentialgleichung  in  dem, 
H e r m i t e sehen  Fall  n~l  mannigfache  Anwendungen  gefunden  hat. 
Wegen  der  Reihenentwicklung  der  Primfunktionen  vgl.  Her  mit  e\ 
S.  13,  102,  124;  Halphen®)  1,  236  und  Krause^'^^  1,  302. 

Elliptische  oder  doppeltperiodische  Funktionen  3.  Art  nennt, 
Hermite  eindeutige  Funktionen,  die  sich  um  Exponentialfaktoren, 
ändern,  wenn  man  das  Argument  um  Perioden  wachsen  läßt: 


^ [qj  (w  + 2 wj  = g)  (u)  20)3)  = (p{u) 

Über  die  Darstellung  in  Sigmas  vgl.  Halphen®^  1,  471. 

Neben  der  Produktdarstellung  der  doppelperiodischen  Funk- 
tionen zweiter  und  dritter  Art  ist  auch  ihre  Summen  dar  Stellung 
von  großer  Bedeutung.  Vgl.  Hermite®^  und  M.  Krause^’^  1,§81. 

Schon  Ja  CO  bi  hat  von  Funktionen  3.  Art  außer  den  Thetas, 
noch  die  reziproken  Thetas  behandelt.  Von  Hermite  und  Kro- 
ne ck  er  sind  an  speziellen  Funktionen  untersucht 


d’yV 


u.  a. 


Die  von  Hermite  begründete  Theorie  der  Funktionen  3.  Art  islj. 
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vor  allem  von  Appell  und  M.  Krause  gefördert  worden.  Appell 
weist  nach,  daß  sich  diese  Funktionen  auf  wenige  Primfunktionen 
zurückführen  lassen. 

Von  den  Primfunktionen  ausgehend  lassen  sich  diese  Funk- 
tionen in  Potenzreihen  ihres  Argumentes  und  in  trigonometrische 
Reihen  entwickeln.  Wegen  der  Literatur  vgl.  M.  Krause^"^^ 
S.  327.  Vgl.  auch  die  Darstellung  hei  Halphen®^  1,  225,  462 
und  Maurer-Durege^®^,  S.  188. 

Unter  den  doppeltperiodischen  Funktionen  3.  Art  wollen 
wir  eine  Klasse  von  ganzen  transzendenten  Funktionen  heraus- 
heben und  mit  Her  mite  eine  Funktion  die  den  Glei- 

chungen genügt: 

f{v  + !)  = (-  iyf{v) 

f(v  + t)  = (— 

WO  n eine  ganze  positive  Zahl  bedeutet,  eine  Thetafunktion  n*^^ 
Ordnung  nennen.  Man  findet  auch  die  Namen:  Jacobische 
Funktionen;  fonctions  intermediaires;  quasiperiodische  Funktionen. 
Der  Zahlenkomplex  (^,  h')  heißt  ihre  Charakteristik.  Es  gibt  nur 
vier  wesentlich  verschiedene  Charakteristiken  (0,0),  (0,l),  (1,0), 
(1,1),  von  denen  die  drei  ersten  gerade,  die  letzte  ungerade 
genannt  werden.  Der  Hermitesche  Fundamentalsatz  in  der 
Theorie  dieser  Funktionen  lautet:  Es  gibt  nur  n linear  voneinander 
unabhängige  Thetafunktionen  n*^^  Ordnung,  die  denselben  Be- 
dingungsgleichungen genügen  und  in  n und  nur  n Punkten 
des  Periodenparallelogramms  verschwinden.  Zwischen  n 1 
Thetafunktionen  n^^^  Ordnung  mit  gleicher  Charakteristik  be- 
steht eine  lineare  Relation  mit  konstanten  Koeffizienten.  Die 
allgemeinen  Thetas  n^^  Ordnung  lassen  sich  durch  die  ursprüng- 
lichen Thetas  1.  Ordnung  darstellen,  unter  denen  als  Theta- 
funktion mit  der  Charakteristik  (0,0)  vielfach  als  fundamentale 
Thetafunktion  bezeichnet  wird.  (Vgl.  Burkhardt^^^,  153  und 
H.  Weber*^),  S.  39,  wo  die  Funktionen  als  T-Funktionen  be- 
zeichnet sind.)  H.  Weber  nimmt  die  Charakteristik  in  die  Be- 
zeichnung der  Thetafunktionen  auf. 

§ 18.  Multiplikation,  Teilung  und  Transformation  der 
elliptischen  Funktionen. 

Die  Multiplikation  des  Arguments  einer  elliptischen  Funktion. 
Zuerst  hat  sie  Abel  untersucht  in  seinen  Recherches,  Journ. 
/.  Math.  2,  114,  146  und  in  seinem  Precis,  Journ.  f.  Math.  4. 


§ 18.  Multiplikation,  Teilung  und  Transformation. 
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Es  handelt  sich  dabei  um  die  Aufgabe,  die  Funktionen  sn  (nu\ 


auszudrücken.  Soll  die  Multiplikation  reell  sein,  dann  kann  der 
Multiplikator  n nur  eine  ganze  Zahl  sein.  Dieses  Problem  ist 
ein  spezielles  Transformationsproblem  der  Ordnung  wobei 
der  Modul  ungeändert  bleibt,  und  seine  Lösung  folgt  aus  der 
Darstellung  der  Tbetafunktionen. 

Über  die  verschiedenen  Methoden,  das  Multiplikationstbeo- 
rem  zu  lösen,  vgl.  M.  Krause^'^^  1,  § 54—58.  Vgl.  ferner 
Weber^'^^,  § 57,  Cayley,  Journ.  f.  Math.  39  und  41,  Enne- 
per^®\  S.  374  und  Königsberger^^  2,  191. 

Eine  sehr  elegante  Form  nimmt  die  Multiplikationstbeorie 
für  die  Funktion  an.  In  der  Weier  straßseben  Theorie  gilt 
nämlich  der  Satz,  daß  sich  stets  rational  durch  allein 

ausdrückt: 


wo  der  angebängte  Index  den  Grad  der  betreffenden  Funktion 
angibt. 


Über  das  Problem  der  ganzzahligen  Multiplikation  von 


vgl.  Briosebi,  C.  B.  59,  1864,  S.  769 — 775,  Kiepert,  Journ. 
f.  Math.  76,  21—33,  Weierstraß  - Schwarz”^),  S.  19,  Hal- 
phen^),  1,  95. 

Das  Teilung sproUem.  Fassen  wir  p(nu)  als  gegeben  auf 
und  soll  pu  gefunden  werden,  dann  ergibt  sich  als  Teilungs- 
gleichung der  elliptischen  Funktionen  eine  Gal ois sehe  Gleichung 
vom  Grade  die  durch  Wurzelgrößen  lösbar  ist.  Das  spezielle 
Teilungsproblem  beschäftigt  sich  nach  Klein  (Klein-Fricke^^\ 
2,  7;  vgl.  auch  Kiepert,  Journ.  f.  Math.  76,  34 — 44)  mit  den- 
jenigen Funktionen  von  Wj  allein,  die  aus 


für  u = 0 entspringen.  Bei  der  Bestimmung  der  Koeffizienten 
der  Teilungsgleichungen  treten  die  Transformationsgleichungen 
9^’  9z  deren  Aufstellung  zuerst  F.  Müller  (Diss.  Berlin 
1867)  in  Angriff  genommen  hat. 

Die  allgemeine  Teilungsgleichung  für  die  Funktion 


Pascal,  Repertorium  I.  2.  2.  Aufl. 
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hat  die  Form 

snw'  — xA{x^)  = 0, 

wo  ic  = sn  A und  D ganze  rationale  Funktionen  bedeuten. 

Sie  ist  vom  Grade  ist  in  dem  Sinne  irreduzibel,  als  sie  nicht 
in  Faktoren  zerlegbar  ist,  die  in  bezug  auf  sntf',  cn«^',  dnw'  ratio- 
nal sind,  selbst  nach  Adjunktion  beliebiger  Konstanten,  und  ist 
algebraisch  lösbar. 

Für  w ==  3,  5,  7 vgl.  Halphen®)  1,  96;  3,  2,  48  und 
Tannery-Molk^®^  4,  226;  für  beliebiges  n vgl.  Halphen^^ 

3,  194  und  Greenhill,  Phil.  Trams.  1904. 

Pas  allgemeine  Teilungsproblem.  Nach  dem  Abel  sehen  Theo- 
rem kann  bei  einer  additiven  Verbindung  gleichartiger  ellipti- 
scher Integrale  eine  algebraische  Beziehung  zwischen  den  oberen 
und  unteren  Grenzen  jener  Integrale  bestehen.  Das  allgemeine 
Transformationsproblem  untersucht  die  Bedingungen  dafür,  daß 
für  eine  additive  Verbindung  beliebiger  gleichartiger  und  un- 
gleichartiger elliptischer  Integrale  algebraische  Beziehungen  zwi- 
schen den  oberen  Integrationsgrenzen  stattfinden.  Nun  läßt  sich 
das  allgemeine  Problem  auf  das  rationale  zurückführen.  Die 
Reduktion  läßt  sich  aber  noch  weiter  treiben  und  das  allgemeine 
Problem  auf  die  rationale  Transformation  eines  elliptischen  Inte- 
grals erster  Gattung  in  ein  anderes  gleichartiges  zurückführen. 

Das  von  Jacobi  (Astron.  Nachr.  123,  33 — 38,  1827, 
Ges.  W.  1,  29 — 36)  formulierte  Transformationsproblem  lautet 
dahin:  Die  Bedingungen  aufzustellen,  damit  eine  Gleichung  der 
Gestalt 

sn  (u',  l)  — B(sn  {Mu , Tc)) 

oder 

i^[sn(w',  Z),  sii{Mu,  /c)]  = 0 

bestehe,  wo  F eine  algebraische  Funktion  bedeutet. 

Nach  Weierstraß  ist  dieses  Problem  identisch  mit  dem  jj 
folgenden:  Die  Relationen  zwischen  den  primitiven  Perioden-  ' 
paaren  2o)i,  20)3;  25^^,  2^^  abzuleiten,  damit  eine  algebraische  f< 
Gleichung 

G[p(ula}i,  a)s),  p (u  j S^^ , Sl^)]  = 0 

bestehe.  Und  das  ist  das  allgemeine  Transformationsproblem  der  i 
elliptischen  Funktionen,  da  sich  jede  beliebige  elliptische  Funk-  § 
tion  algebraisch  durch  die  zugehörige  Funktion  ausdrücken  i 
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läßt.  Weierstraß  findet  das  einfache  Resultat:  Besteht  zwischen 
zwei  elliptischen  FunJctionen  eine  algebraische  Grleichung,  so  be- 
finden sich  unter  deren  unendlich  vielen  primitiven  Periodenpaaren 
zwei  Paare  von  der  Eigenschaft,  daß  sich  das  eine  vom  anderen 
nur  um  gebrochen-rationale  Zahlenfaktoren  unterscheidet:  ' 

kdo^  = InSl^^  mkco^  = LQg, 

wo  k,  l,  m,  n positive  ganze  Zahlen  bedeuten  wnd  k relativ  prim 
zu  l,n  und  l relativ  prim  zu  k,  m sind.  Und  dieser  Satz  ist  um- 
kehrbar. Aus  dem  Bestehen  dieser  Beziehungen  unter  den  pri- 
mitiven Periodenpaaren  zweier  ^-Funktionen  folgt  die  Existenz 
einer  algebraischen  Gleichung  unter  diesen  ^-Funktionen: 

B(jp{u  I “ B(jp{u  I *^3))^»*? 

wo  der  angehängte  Index  den  Grad  der  betreffenden  Funktion 
angibt. 

Über  den  Zusammenhang  der  Transformation  n^^^  Ordnung 
mit  der  Teilungsgleichung  vgl.  Weber § 65. 


§19.  Die  Modulargleichungen. 


Schon  Abel  (Ges.  W.  1,  372;  Precis,  chap.  IV,  § 4)  hat 
bemerkt,  daß  bei  der  Transformation  Ordnung  {n  eine  un- 
gerade Primzahl) 


dy  dx 

- y^)il  - ZV)  ~ MyjT-  x^)  (1  - k^x^ 

eine  Gleichung  (n  -{-  l)^®“  Grades  zwischen  k und  l auftritt,  die 
von  Jacobi  den  Namen  Modulargleichung  erhalten  hat  (Funda^ 
menta  § 29;  Ges.  W.  1,  122).  Heute  versteht  man  allgemeiner 
darunter  die  Gleichungen  zwischen  den  richtig  normierten  yk  und  y Z. 

Jacobi  {Fund.  § 32;  Ges.  W.  1,  129)  hat  dann  weiter 
bemerkt,  daß  sich  die  endliche  Relation  zwischen  k und  l durch 
eine  Differentialgleichung  3.  Ordnung  ersetzen  läßt: 
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Das  ist  die  allgemeinste  Beziehung  zwischen  dem  ursprünglichen 
und  dem  transformierten  Modul.  Diese  Modulargleichung  bleibt 

unverändert  bei  Vertauschung  von  Ic  gegen  l,  von  Ä gegen 

und  l gegen  ^ , und  auch  von  h gegen  Ic'  und  l gegen  l' . 

Neben  den  Modulargleichungen  spielen  eine  wichtige  Rolle 
die  Multiplikator gleichungen  (Jacob i,  Journ.  f.  Math.  3,  300; 
Ges.  W.  1,  261),  das  sind  die  Gleichungen,  die  zwischen  dem 
Multiplikator  der  Transformation 

n Jck'^dl 

und  dem  Integralmodul  des  zu  transformierenden  Integrals  be- 
stehen. Vgl.  die  Darstellung  bei  Weber, 7.  Abschn. 

Der  erste,  der  die  Transformation  der  elliptischen  Funk- 
tionen untersuchte,  war  Landen  (Phil.  Trans.  1771,  1775). 
Ihm  verdanken  wir  die  quadratische  Transformation.  Die  Lan- 
den sehe  Modulargleichung  lautet  in  den  verschiedenen  Formen: 

(1 + *')(!+ 0 = 2,  yr=i^, 

und 

2yFi. 

Die  Modulargleichung  3.  Ordnung  geht  auf  Legendre**  1, 
230;  Suppl.  S.  70,  zurück. 

Die  Modulargleichungen  sind  bekannt  für  die  Fälle  w ==  1 , 
2,  3,  5,  7,  11,  13,  15,  17,  19,  23,  29,  31,  35,  37,  41,  43, 
47,  53,  59,  71,  83,  119.  Vgl.  die  Zusammenstellung  der  Mo- 
dulargleichungen bei  G.  Greenhill^^),  S.327 — 328,  E.W.Fiedler, 
Züricher  Vierteljahr sschr.  30, 129 — 229, 1885  und  Krause,  Xeip;?. 
Ber.  56,  126 — 138,  1904.  Wegen  der  Literatur  vgl.  Enneper- 
Müller^®),  S.  481— 482  und  M.  Krause^^),  1,  S.  323—324. 

Nach  Klein  (Math.  Ann.  14,  417 — 427,  1879),  lassen 
sich  diese  Modulargleichungen  durch  Relationen  zwischen  der  ab- 
soluten Invarianten  J und  ihrem  transformierten  Wert  J'  er- 
setzen mit  Hilfe  der  Größen  x und  x\  so  daß  J eine  gewisse 
Funktion  von  t,  und  J'  dieselbe  Funktion  von  x darstellt. 
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Die  algebraischen  Gleichungen  zwischen  den  Invarianten 
der  ursprünglichen  Funktion  <p(u;  g^,,  ^3)  und  den  entspre- 
chenden Größen  Gg  der  transformierten  Funktion 

p{u;  Gg,  Gg)  - 

werden  Invariantengleich'imgen  genannt  (vgl.  F.  Müller,  Biss, 
Berlin  1867).  Weitere  Literatur  bei  Enneper-Müller^®^  S.  499. 
Als  Invariantengleichung  wird  auch  die  irreduzible  Gleichung  be- 

sind,  im  speziellen 

die  Gleichung  zwischen  J{nx)  und  J(r\  die  aber  nur  für  den 
Fall  2 aufgestellt  worden  ist.  Vgl.  die  Darstellung  bei 
H.  Weber27),  S 247. 

Der  Transformation  der  elliptischen  Funktionen  entspricht 
eine  Transformation  der  Thetas.  Der  erste  Teil  dieser  Transfor- 
mationstheorie, der  seine  Aufgabe  darin  sieht,  die  transformier- 
ten Funktionen  durch  die  ursprünglichen  für  beliebige  Werte 
des  Arguments  analytisch  darzustellen,  kann  im  wesentlichen  als 
gelöst  angesehen  werden  (vgl.  §§  9,  18).  Dagegen  ist  der 
zweite  Teil  noch  ungelöst,  der  die  Beziehungen  untersucht,  die 
zwischen  den  mannigfachen  Konstanten  dieser  Darstellungen  be- 
stehen. Es  ist  bis  jetzt  (vgl.  die  Untersuchungen  von  Hermite, 
H.  Weber,  Kiepert,  Brioschi,  Klein)  nicht  gelungen,  für  all- 
gemeine Transformationsgrade  Modulargleichungen,  sei  es  in  ra- 
tionaler oder  irrationaler  Form,  aufzustellen.  Dieses  Problem  er- 
hielt eine  ungeahnte  Bedeutung,  als  es  Hermite  gelang,  mit 
Hilfe  der  zur  Transformation  fünften  Grades  gehörigen  Modu- 
largleichung die  allgemeine  Gleichung  fünften  Grades  zu  lösen, 
als  ferner  vor  allem  durch  die  Arbeiten  von  Krone cker  und 
Hermite  sich  überaus  wichtige  Beziehungen  zur  komplexen  Mul- 
tiplikation (vgl.  § 21)  und  Zahlentheorie  ergaben  (vgl.  H.  Weber^^)). 
Neben  diese  algebraische  Behandlung  des  Problems  hat  sich  eine 
andere,  eine  funktionentheoretische  gestellt,  die  von  den  Modul- 
funktionen ausgeht  und  mit  der  Theorie  der  automorphen  Funk- 
tionen zusammenhängt  (vgl.  Klein- F r ick e^^^). 

Ein  neuer  Gesichtspunkt,  das  Transformationsproblem  zu 
fördern,  ist  von  Prym  und  Krazer  {Acta  mat.  3 und  Math. 
Ann.  43)  in  die  Theorie  hineingetragen  worden  durch  die  Ein- 
führung der  Thetas  mit  gebrochener  Charakteristik,  die  definiert 
werden  durch 
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«•[?]  W + + n)  ('  + 7)  , 


wo  g,  h beliebige  ganze  Zahlen,  n eine  beliebige  positive  ganze 
Zahl  bedeuten.  Diese  neuen  Größen  sind  nicht  nur  für  die  Trans- 
formationstheorie von  Bedeutung,  sie  spielen  auch  in  der  Theo- 
rie der  doppeltperiodischen  Funktionen  zweiter  und  dritter  Art 
eine  wesentliche  Rolle.  Wegen  der  Literatur  vgl.  M.  Kr  aus  e^^^, 
1,  325.  Von  wesentlichem  Nutzen  haben  sich  hier  die  von 
Schröter,  Thomae,  M.  Krause  (vgl.  Hyper  elliptische  Funk- 
tionen § 46,  1886,  und  1,  § 79),  Krazer  und  Prym 
{Neue  Grundlagen  einer  Theorie  der  allgemeinen  Thetafunktionen, 
1892),  Krazer  {Math.  Ann.  43,  1893),  Klein  eingeführten,  aus 
den  Thetas  mit  gebrochener  Charakteristik  gebildeten  Funda- 
mentalfunktionen 

...  \ + 

Ng  = ^^{nv  gx,  nx)e  ^ (5^  = 0, 1, . . . n-i) 


erwiesen.  Über  die  Literatur  dieser  Funktionen  vgl.  Krazer^^^, 
Y.  Kapitel,  § 7,  und  VIII.  Kapitel,  § 10. 

Und  endlich  hat  M.  Krause,  ausgehend  von  den  Schrö- 
ter sehen  Untersuchungen,  eine  Methode  entwickelt,  um  die  ganze 
unendliche  Mannigfaltigkeit  der  Modulargleichungen  unter  ein 
einziges  Gesetz  zu  bringen  (vgl.  M.  Krause,  Vortrag  Natu/rf. 
Vers.  Wien  1894  und  M.  Krause 2). 


§ 20.  Die  komplexe  Multiplikation. 

Die  notwendigen  und  hinreichenden  Bedingungen  für  die 
Zulässigkeit  einer  Multiplikation  mit  nicht  ganzzahligem  Multi- 
plikator oder  — was  dasselbe  ist  — der  komplexen  Multipli- 
kation lauten:  1.  Die  Perioden  müssen  Wurzeln  einer  quadra- 
tischen Gleichung  mit  ganzzahligen  Koeffizienten  sein;  2.  der 
Multiplikator  m muß  linear  und  ganzzahlig  aus  der  reellen  Ein- 
heit und  aus  der  jener  Gleichung  entspringenden  komplexen 

Größe  fi  gebildet  sein.  In  Formeln:  Es  muß  ~ ^ Wurzel  der 

quadratischen  Gleichung 


ax^  -f-  5t  + c ==  0 


§ 20.  Die  komplexe  Multiplikation. 
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sein,  wo  a und  c ganze  positive  und  h ganze  positive  oder  ne- 
gative Zahlen  bedeuten,  und  a,  h,  c relativ  prim  sind,  also 

— h -\-yb^  — 4ac — ft-f-  z y'4n  — f 

^ ^ 2 c 2 c ’ 

WO  £ = 0 oder  1 sein  kann  und  w > 0 ist;  und  m muß  die 
Form  haben 

m = p'+ 
wo 

ft  = Y (—  £ + — e) 

gesetzt  ist,  mit  als  positiven  oder  negativen  ganzen  Zahlen. 

Der  Fall  n = 1 führt  zu  den  lemnisJcatischen  Funktionen. 

ft  ist  derjenige  Multiplikator,  aus  dem  sich  alle  übrigen 
Multiplikatoren  ganz  und  linear  darstellen  lassen;  ft  ist  ferner 
derjenige,  für  den  ^(mw),  als  rationale  Funktion  von  aus- 
gedrückt,  von  kleinstmöglichem  Grade  wird;  und  endlich  ist  ft 
der  einzige,  für  den  diese  rationale  Funktion  von  pu  durch  pri- 
mitive Transformation  aus  p(mu)  hervorgeht. 

Entweder  lassen  alle  ^-Funktionen  mit  der  gleichen  abso- 
luten Invariante  j(r)  (in  der  Web  ersehen  Bezeichnung)  die  kom-, 
plexe  Multiplikation  zu  oder  keine  von  ihnen.  Näheres  bei 
H.  Web  er  17.  Abschnitt. 

Die  Grundeigenschaften  der  komplexen  Multiplikation  wurden 
von  Abel  aufgefunden  (Journ.  f.  Math.  2,  3,  1827,  1828),  der 
durch  Untersuchungen  über  die  Lemniskatenteilung  zur  Ent- 
deckung der  elliptischen  Funktionen  geführt  wurde.  Abel  spricht 
bereits  die  wichtigste  arithmetische  Eigenschaft  der  singulären 
Moduln  aus,  daß  nämlich  ihre  Zahlenwerte  durch  Wurzelzie- 
hungen aus  rationalen  Zahlen  berechnet  werden  können.  Die 
Entdeckung  Abels,  der  nicht  die  Zeit  gefunden  hat,  alle  seine 
Resultate  zu  beweisen,  wurde  von  Kronecker  {Berl.  Ak.  Mo- 
natsber.  1857)  und  Hermite  {Gompt  Bend.  1859;  (Euvres  2, 
38),  der  Vergessenheit  entrissen. 

Wegen  der  Fälle  w = 2,  w = 4,  vgl.  Hermite,  G.  B.  1859; 
n — 6 Halphen®)  3,  153.  In  bezug  auf  numerische  Ergeb- 
nisse ist  besonders  Greenhill  hervorzuheben,  Ganibr.  Phil.  Soc. 
Proc.  4,  1883;  Quart.  J.  22,  119,  174.  Weitere  Literatur: 
H.  Weber,  Acta  mal.  6, 11;  Pick,  Math.  Ann.  25,  26;  Kiepert, 
Math.  Ann.  26  und  39.  Für  eine  zusammenhängende  und  syste- 
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matische  Darstellung  und  Begründung  vgl.  bei  Sylow,  Journ. 
de  Math.  3,  109,  1887.  Vgl.  weiter  die  Lehrbücher  von  H.  We- 
ber^’’^^  3.  Buch;  Klein-Fricke^^),  2,  193;  F.  Klein,  ÄusgewäJilte 
Kapitel  der  ZaMentheorie,  autograph.  Vorles.  W.  S.  1895/96  und 
Ä Ä 1896;  Bianchi,  Lezioni  sulla  teoria  delle  fumioni  ellitiche; 
Durege-Maurer^®\  S.  573.  Über  komplexe  Multiplikation  der 
Thetafunktionen  vgl.  Krazer^^\  S.  211.  Über  die  praktische 
Lösung  des  Problems  der  Multiplikation  der  lemniskatischen 
Funktion  vgl.  besonders  Schwering,  Journ.  f.  Math.  107,  110, 
111, 112. 

§ 21.  Numerisclie  Bereclinting  der  elliptischen  Integrale 
und  Funktionen. 

An  erster  Stelle  steht  die  Methode,  überhaupt  nicht  zu 
rechnen,  sondern  die  Le  gen  dreschen  Tafeln  zu  benutzen,  welche 
neuerdings  durch  die  „Funktionentafeln  mit  Formeln  und  Kur- 
ven“ von  Jahnke  und  Emde^®^  besser  zugänglich  geworden  sind. 
Man  hat  nur  nötig,  aus  dem  Modul  Je  mittels  der  Gleichung 
Zj  ==  sin  a den  Winkel  a zu  bestimmen.  Dann  findet  man  für 
alle  vollen  Grade  von  a und  g)  zwischen  0®  und  90®  die  Werte 
von  F (9) , sin  a)  und  E (cp , sin  cc)  auf  neun  (in  den  Funktionen- 
tafeln von  Jahnke-Emde  auf  vier)  Dezimalen  in  den  Tafeln. 
Eine  zweite  Methode,  und  zugleich  die  Methode,  deren  sich  Le- 
dendre  zur  Berechnung  seiner  Tafeln  bedient  hat,  besteht  darin, 
die  Integrationsvariable  einer  quadratischen  Transformation  zu 
unterwerfen,  derart  daß  das  Integral  erster  Gattung  in  ein  eben- 
solches, nur  mit  verändertem  Modul  und  transformierter  Am- 
plitude übergeht.  In  erster  Linie  ist  hier  die  sogenannte  Lan- 
den sehe  Transformation  (PM.  Trans.  1771,  1775  und  Math. 
Memoirs  1780)  zu  nennen.  Bei  wiederholter  Anwendung  kommt 
man  schließlich  zu  einem  Integral  mit  sehr  kleinem  Modul  und 
sehr  großer  Amplitude.  Kehrt  man  die  Landensche  Trans- 
formation um,  dann  nähert  sich  die  Modulleiter,  unaufhörlich 
zunehmend,  der  Eins. 

Von  der  beschriebenen  Methode  nicht  wesentlich  verschieden 
ist  die  Gaußsche  Methode  des  arithmetisch-geometrischen  Mittels 
{Ges.  W.  3,  333);  sie  zeichnet  sich  vor  jener  nur  durch  for- 
male Eleganz  aus.  Vgl.  auch  Borchardt,  Journ.  f.  Math.  58, 
127 — 134,  1858;  Bert.  Monatsher.  1876;  Schlesinger,  Berl. 
Ber.  1898,  346. 
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Nach  diesen  Vorschriften  läßt  sich  auch  das  elliptische  Inte- 
gral zweiter  Gattung  berechnen.  Dagegen  gibt  es  für  die  Inte- 
grale dritter  Gattung  keine  Tafeln.  Diese  müßten,  da  II(^(p,  n.  Je) 
von  drei  Veränderlichen  abhängt,  dreifachen  Eingang  haben.  Doch 
können  die  Legendreschen  Tafeln  benutzt  ^rden,  um  das 
sogenannte  vollständige  Integral  dritter  Gattung  n(~7t^  n.  Je) 
zu  berechnen.  Es  läßt  sich  nämlich  nach  Legendre  auf  die 
Integrale  erster  und  zweiter  Gattung  zurückführen,  die  in  ihren 
oberen  Grenzen  den  Parameter  n enthalten  und  zum  Modul  teils 
den  Modul  Je  des  Integrals  LT,  teils  den  komplementären  Modul 
haben: 


du 

Je^en^cesn^u 


Wegen  der  Berechnung  der  elliptischen  Integrale  in  Weier- 
straßscher Form  vgl.  Weierstraß- Schwarz S.  67 — 73. 

Eine  dritte  Methode  beruht  auf  der  Umkehrung  der  ellip- 
tischen Integrale  und  auf  der  Einführung  der  Thetafunktionen 
(vgl.  Jacobi,  Journ.  f.  Math.  26,  93  — 114;  Ges.  W.  1, 
345 — 368  sowie  die  Darstellung  bei  Schellbach^),  S.  59 — 66, 
183  bis  184  und  HoüeU^)  S.  [XLIU]). 

Eine  vierte  Methode  ist  von  Eunge  mitgeteilt  worden 
{Theorie  und  Praxis  der  Beihen,  S.  229). 

Numerische  Berechnumg  der  elliptischen  FunJäionen.  Soll  zu 
einem  gegebenen  Werte  des  Arguments  der  zugehörige  Wert 
einer  elliptischen  Funktion  berechnet  werden,  so  ist  es  am  zweck- 
mäßigsten, die  elliptischen  Funktionen  als  Quotienten  von  The- 
tas auszudrücken  und  die  Thetas  mit  Hilfe  ihrer  Reihen  zu  be- 
rechnen. Dazu  ist  erforderlich,  g nach  der  Formel 


1 — |/F 


aus  dem  Modul  Je  zu  bestimmen.  Dabei  genügt  es,  nur  die  ersten 
Glieder  zu  berücksichtigen.  Und  weiter  ist  hervorzuheben,  daß 
eine  Thetareihe  in  praxi  nichts  anderes  bedeutet  als  eine  Summe 
von  zwei  trigonometrischen  Termen,  so  daß  sich  jede  Formel  in 
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elliptischen  Funktionen  für  die  Zwecke  des  numerischen  Eechnens 
durch  eine  solche  mit  trigonometrischen  Funktionen  ersetzen  läßt 
(vgl.  die  Darlegung  in  Klein-Sommerfeld,  Über  die  Theorie 
des  Kreisels,  Leipzig  1898,  2,  440 — 454  und  in  Burkhardt®^), 
S.  376). 

Tafeln  der  elliptischen  Integrale  und  Funktionen.  Tafeln 
für  F{cp , Tz)  und  E{cp,  k)  sowie  für  K und  E verdankt  man 
Legendre,  Exercices  de  calcul  integral  3,  Paris  1816;  die 
Tafeln  schreiten  sowohl  für  a als  q von  Grad  zu  Grad  fort, 
und  zwar  sind  die  Werte  von  F{cp,  sinc^)  und  E{cp.,  sina)  im 
Intervall  von  a = 0®  bis  45®  auf  zehn,  von  a = 45®  bis  90® 
auf  neun  Stellen  angegeben,  die  Werte  von  K und  E auf  zwölf 
Stellen. 

Für  log  ^ hat  Jacobi  {Journ.  f.Math.  26,  1843,  Ges.  W.  1, 
343)  eine  nach  Zehnteln  eines  Grades  fortschreitende  Tafel  von 
a = 0®  bis  90®  auf  fünf  Stellen  berechnet;  schon  vorher  hatte 
Verhulst  in  seinem  Traite  elem.  des  fonct.  eil.  1841  eine  ähn- 
liche Tafel  mitgeteilt.  Meißel  hat  sie  später  (1860)  erweitert. 
Bei  Bertrand®^  ist  eine  auf  Zwölfteilung  des  Grades  beruhende 
Tafel  für  log  q mitgeteilt.  Der  Tafel  für  K und  E haben  G.  Hum- 
bert  und  Lucien  Levy^^^  noch  Werte  hinzugefügt,  so  daß 
ihre  Tafel  von  a = 70®  bis  80®  nach  halben,  von  a — 80® 
bis  89®  nach  fünftel  und  von  a = 89®  bis  90®  nach  zehntel 
Graden  fortschreitet.  Noch  genauere  Tafeln  für  K und  E sind 
neuerdings  von  G.  Witt  für  astronomische  Zwecke  berechnet 
worden  {Astron.  Nachr.  165,  33,  1904). 

Bei  J.  Hoüel^^^  finden  sich  Tafeln  für  die  Thetafunk- 
tionen und  ihre  logarithmischen  Ableitungen. 

Für  den  äquianharmonischen  Fall  der  Funktionen  ^o'u,  pu, 
^u,  Ou  sind  auf  Veranlassung  von  Greenhill  Tafeln  durch 
A.  G.  Hadcock  berechnet  und  von  Greenhill  in  seiner 
Abhandlung  Proc.  Eoyal  Art.  Jnst.  17,  1 — 36,  1889  mitgeteilt 
worden. 

Eine  Zusammenstellung  aller  dieser  Tafeln  nebst  den 
zugehörigen  Formeln  und  graphischen  Darstellungen  findet 
sich  in  Jahnke-Emde®®^  (vgl.  dazu  auch  M.  K r a u s e ®^)). 

Zur  graphischen  Berechnung  der  elliptischen  Funktionen 
vgl.  Delaunay,  Bull.  Soc.  Math.  France  30;  Bull,  des  sc.  mafh. 
(2)  26. 


§ 23.  Geschichtlicher  Überblick. 
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Eine  mechanische  Auswertung  der  elliptischen  Normalinte- 
grale erster  und  zweiter  Gattung  teilt  E.  Eothe  mit  {SiU.-Ber. 
Bert  Math.  Ges.  i,  13,  1905). 

Neuerdings  hat  Greenhill  der  Brit.  Ass.  in  Portsmouth 
einen  Plan  zur  Berechnung  einer  Tafel  für  die  elliptischen  Punk- 
tionen vorgelegt,  nachdem  bereits  vor  40  Jahren  die  Brit.  Ass. 
Glaisher  mit  der  Berechnung  einer  solchen  Tafel  beauftragt 
hatte,  ohne  daß  diese  Tafel  bis  jetzt  veröffentlicht  worden  wäre. 
Auf  dem  Internationalen  Mathematiker-Kongreß  zu  Cambridge 
1912  hat  Greenhill  eine  Probe  zu  seiner  Tafel  vorgelegt.  In- 
zwischen ist  sie  berechnet  worden  für  die  Fälle:  cc  = 15®; 
a = 24®,  47;  «=45®;  «=65®,  53;  « = 75®;  « = 80®,  1; 
« = 89®;  « = 80®,  56 


§ 22.  Anwendungen. 

Die  Zahl  der  Probleme,  deren  Lösung  durch  elliptische 
Funktionen  vermittelt  wird,  ist  sehr  groß.  Die  Anwendungs- 
gebiete erstrecken  sich  auf  Algebra  und  Zahlentheorie,  Differen- 
tialgleichungen, Geometrie  und  konforme  Abbildungen,  Kurven- 
und  Flächentheorie,  Mechanik,  Physik  und  Elektrotechnik.  Die 
meisten  Lehrbücher  bringen  eine  Auswahl  von  ihnen,  so  z.  B. 
Schellbach^),  Halphen®)  Enneper^®)  Thomae^^)  Green- 
hilD®\  Tannery-Molk^®),  Pascal^®\  Appell-Lacour  ^®^, 
Levy^^),  Riemann- Stahl^^^  Weber^^\  Durege-Maurer^®), 
Krause^^^  Fricke^^l 

Daneben  finden  sich  in  Zeitschriften  und  Dissertationen 
verstreut  mannigfache  spezielle  Anwendungen,  die  nicht  in  die 
Lehrbücher  übergegangen  sind.  Sie  hier  aufzuführen,  würde  den 
zur  Verfügung  stehenden  Raum  weit  überschreiten.  Doch  sei 
noch  besonders  auf  den  Encyklopädie  - Artikel  von  Fricke®^^ 
hingewiesen,  wo  sich  zahlreiche  weitere  Literaturangaben  finden. 
Vgl.  auch  den  geschichtlichen  Überblick  im  folgenden  Para- 
graphen. 


§ 23.  Geschichtlicher  Überblick. 

Die  Theorie  der  elliptischen  Funktionen  ist  hervorgegangen 
aus  der  Beschäftigung  mit  den  Problemen  der  Rektifikation  der 
Ellipse,  Hyperbel,  Lemniskate,  der  verlängerten  und  verkürzten 
Zykloide,  der  parabolischen  Spirale,  der  elastischen  Linie  u.  a. 
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Diese  Versuche  bewegen  sich  in  zwei  Eichtungen.  Die  eine  ist 
an  die  Namen  Jacob  und  Johann  Bernoulli  und  Fagnano 
geknüpft  und  durch  die  Aufgabe  charakterisiert,  für  nicht  rekti- 
fizierbare Kurven  rektifizierhare  Summen  oder  Differenzen  zweier 
Bögen  aufzufinden.  Die  andere  wird  durch  die  Untersuchungen 
Maclaurins  und  d’Alemberts  gekennzeichnet,  wo  eine  Anzahl 
von  Integralen  abgeleitet  werden,  die  sich  durch  einfache  Sub- 
stitutionen auf  die  Integrale  reduzieren  lassen,  durch  welche 
der  Bogen  einer  Ellipse  oder  Hyperbel  gemessen  wird.  Aber 
alle  diese  Eesultate  entbehrten  zunächst  des  Zusammenhangs. 
Als  der  Schöpfer  der  Theorie  der  elliptischen  Integrale  kann  erst 
Euler  bezeichnet  werden,  dem  wir  die  Entdeckung  des  Addi- 
tionstheorems verdanken.  Auf  den  vorliegenden  Grundlagen  eine 
zusammenhängende  Darstellung  der  Theorie  gegeben  zu  haben, 
ist  das  Verdienst  Legendres. 

Das  Umkehrproblem  der  elliptischen  Integrale  ist  sodann  von 
Abel  in  Angriff  genommen  worden,  dem  jedenfalls  die  Priorität  in 
der  Veröffentlichung  der  Theorie  der  elliptischen  Funktionen  gebührt. 
Mit  Ende  des  Jahres  1826  war  Abel  bereits  im  Besitze  jenes 
Theorems,  das  nach  Jacobis  Vorschlag  Abels  Namen  trägt; 
auch  war  für  ihn  die  Entdeckung  der  elliptischen  Funktionen 
in  ihren  Hauptpunkten  abgeschlossen.  1827  erschien  der  erste 
Teil  seiner  Becher  dies  siir  les  fonctions  elliptiques  {Journ.  f. 
Math.  2).  Einen  Monat  später  begann  Jacobi  seine  Arbeiten 
zu  veröffentlichen  über  die  Transformation  der  elliptischen  Inte- 
grale erster  Gattung  und  die  Umkehrungsfunktion  dieses  Integrals, 
und  1829  erschienen  seine  Fundamenta  nova  theoriae  functio- 
num  ellipticarum.  Die  Priorität  in  der  Entdeckung  der  ellipti- 
schen Funktionen  gebührt  unstreitig  Gauss,  der  schon  im  Jahre 
1798,  wie  Abel  von  der  Lemniskate  ausgehend,  im  Besitze  eines 
erheblichen  Teiles  von  Abels  Eesultaten  war,  1799  die 
Grundzüge  der  Theorie  der  Umkehrungsfunktionen  einschließlich 
ihrer  Darstellung  durch  die  Thetas  entwickelt  und  im  Jahre 
1808  Jacobis  Transformationsgleichungen  gefunden  hatte. 
Vgl.  P.  Günther,  Gott.  Nachr.  1894,  Gauß'  wissenschaftliches 
Tagebuch,  Math.  Ann.  57  und  Krazer,  Bekt.  Bede  1908, 
Karlsruhe. 

Über  die  Geschichte  der  elliptischenT  Funktionen  in  der 
Zeit  1826 — 1829  vgl.  auch  Königsberger,  Zur  Geschichte 
der  Theorie  der  elliptischen  Transzendenten  1826  — 1829,  Leipzig, 
1879,  und  Casorati,  Teoria  delle  funzioni  di  varidbili  com- 
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plesse,  Pa  via  1868;  ferner  Sy  low,  Les  etudes  d'Äbel  et  ses  de- 
couvertes,  aus  Niels  Henrik  Abel,  Memorial  publie  ä Voccasion 
du  centenaire  de  sa  naissance^  Leipzig  1902;  G.  Mittag- 
Leffler,  Niels  Henrik  Abel,  Paris  1907,  Gauthier-Villars.  Vgl. 
auch  Enneper-Müller^®^ 

Eine  wichtige  Ergänzung  hat  die  Theorie  der  elliptischen 
Funktionen  durch  Eisenstein  und  Weierstraß  erfahren.  Im 
Anschluß  an  die  von  Eisenstein  eingeführten  unendlichen  Pro- 
dukte und  Partialbruchreihen  hat  Weierstraß  eine  abgeschlos- 
sene Theorie  geschaffen,  die  seinen  Namen  trägt  und  durch  Ein- 
führung der  Sigmafunktionen  charakterisiert  ist.  Über  das  Ver- 
hältnis der  Weier  Straß  sehen  Theorie  zur  Ja  cobi  sehen 
erlangt  man  den  besten  Einblick  durch  das  von  Klein  auf- 
gestellte Prinzip  der  Stufenteilung,  vgl.  Klein-Fricke 
Fricke^). 

Über  die  Art  und  Weise,  wie  die  verschiedenen  Autoren 
gegenwärtig  die  elliptischen  Funktionen  vortragen , läßt  sich 
folgendes  sagen.  Entweder  geht  man  von  den  elliptischen  Inte- 
gralen aus  (Abel),  und  dieser  Weg  empfiehlt  sich  dadurch,  daß 
er  dem  Gang  der  historischen  Eotwicklung  angepaßt  ist;  auch 
bietet  er  den  Vorteil,  das  Verständnis  für  Kiemanns  Theorie 
der  algebraischen  Funktionen  zu  eröffnen  (vgl.  Königsberger^^, 
Briot-Bouquet®^,  Burkhardt®^),  Thomae^^),  Durege-Mau- 
rer^®),  Fricke^^^).  Oder  man  legt  die  algebraische  Differential- 
gleichung 1.  Ordnung  mit  eindeutigen  Integralen  zugrunde  (Abel, 
Weierstraß  in  seinen  Vorlesungen).  Weierstraß  pflegte  in 
seinen  Vorlesungen  auch  die  Fundamentaleigenschaft  der  ellip- 
tischen Funktionen,  ein  Additionstheorem  zu  besitzen,  zum  Aus- 
gangspunkt der  Theorie  zu  machen,  um  mit  Hilfe  funktionen- 
theoretischer Überlegungen  zur  allgemeinsten  Darstellung  der 
doppeltperiodischen  Funktionen  zu  gelangen  (H.  Weber^^\  Han- 
cock^^^).  Oder  endlich  man  wählt  die  Theorie  der  doppelt- 
periodischen Funktionen  zum  Ausgangspunkt,  und  dieser  Weg 
führt  schneller  und  mit  befriedigender  Strenge  ins  Innere  der 
Theorie  (Liouville,  Eisenstein,  Eiemann  - StahÜ^),  We- 
ber^'^\  Krause^^\  Tannery-Molk^®\  Fricke^^^).  Noch  kürzer 
kann  man  mit  Ja  cobi  von  den  trigonometrischen  Eeihen  der 
Thetas  oder  mit  Weierstraß  von  der  Produktdarstellung  der 
Sigmas  (vgl.  dazu  eine  Notiz  von  Schoenflies,  Arch.  Math. 
Ph.  (3)  8,  234)  oder  mit  Runge  {Theorie  wnd  Praxis  der  JReihen, 
Leipzig  1904,  S.  216)  von  den  beiden  Entwickelimgen  der  Thetas 
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als  Produkt  und  Eeihe  ausgehen,  und  dieses  Verfahren  dürfte, 
weil  von  allem  historischen  Ballast  befreit,  am  schnellsten  in  die 
Theorie  einführen  (Schellbach^\  Pascal^^^  Appell-Lacour^^^ 
L.  Levy^^\  Eiemann-Stahl^^\  M.  Krause^^b  vgl.  dazu 
E.  Jahnke,  Jahresber.  JD.  M.  Y.  12,  96)  und  sich  überall  da 
empfehlen,  wo  es  sich  darum  handelt,  gerade  so  viele  Kennt- 
nisse zu  übermitteln,  als  für  die  Anwendungen  der  elliptischen 
Funktionen  auf  Probleme  der  Geometrie,  Mechanik,  der  mathe- 
matischen Physik  und  Technik  erforderlich  ist. 

Will  man  von  der  Geometrie  aus  einen  Eingang  zu  den  ellip- 
tischen Funktionen  gewinnen,  so  bietet  sich  dazu  in  naturgemäßer 
Weise  die  Theorie  der  Kurven  3.  Ordnung.  Statt  dessen  wählt 
Ralphen^)  eine  elementare  Aufgabe  der  Geometrie  als  Eingang 
in  die  Theorie;  (vgl.  auch  Kokott,  ArcJi.  Math.  Fh.  (3)  7,  226, 
1902).  A.  Seiffert  {Progr.  Mealsch.  Charlottenburg  1896)  schlägt 
eine  Gattung  sphärischer  Kurven,  die  zu  den  Loxodromen  in 
einfacher  Beziehung  stehen,  für  die  Einführung  in  die  Theorie 
vor.  GreenhilP^)  benutzt  im  Anschluß  an  Euler  das  einfache 
Pendel  zur  Einführung  der  elliptischen  Funktionen  durch  Inver- 
sion des  Le  gen  dreschen  Integrals  erster  Gattung  und  entwickelt 
die  Theorie  in  unmittelbarem  Anschluß  an  bestimmte  Probleme 
der  Physik  und  Geometrie. 
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Kapitel  XVII. 

Algebraische  Funktionen  und  ihre  Integrale. 

Yon  Heinrich  W.  E.  Jung  in  Halle  a.  d.  S. 


§ 1.  Allgemeines  über  die  algebraischen  Funktionen. 

Ist  f{x^  y)  eine  ganze  rationale  und  im  Bereich  der  ratio- 
nalen Funktionen  von  x unzerlegbare  Funktion  von  x und 
in  X vom  Grade  m und  in  y vom  Grade  w,  so  wird  y durch 
die  Gleichung  f = 0 als  algebraische  FunMion  von  x definiert. 
Jede  rationale  Funktion  von  x^  y genügt  dann  einer  Gleichung 
w-ten  Grades  mit  rationalen  Funktionen  von  x als  Koeffizienten. 
Diese  Gleichung  ist  entweder  irreduzibel  oder  sie  zerfällt  in 
mehrere  miteinander  identische  Gleichungen.  Es  sind  also  alle 
rationalen  Funktionen  von  x,  y algebraische  Funktionen  von  x. 
Die  Gesamtheit  dieser  Funktionen  nennt  man  algebraisches  Ge- 
bilde oder  einen  durch  die  Gleichung  f ==  0 definierten  alge- 
braischen Körper.  Der  Körper  werde  mit  K bezeichnet. 

Wir  betrachten  die  Funktionen  aus  K in  der  Umgebung 
einer  Stelle  x = a.  Für  die  Umgebung  jeder  solchen  Stelle  läßt 
sich  fix.,  y)  in  Faktoren  zerlegen,  die  ganze  rationale  Funktionen 
von  y sind  mit  Potenzreihen  nach  ganzen  Potenzen  von  x — a 
als  Koeffizienten,  und  die  sich  selbst  nicht  weiter  in  derselben 
Art  zerlegen  lassen.  Diese  Zerlegung  ist  bis  auf  konstante 
Faktoren  eindeutig;  sie  sei 

und  es  sei  der  Grad  von  f.  in  y.  Der  Faktor  /^,  gleich  Null 
gesetzt,  liefert  für  y eine  Entwicklung  nach  Potenzen  von 

£ 

ix  — a)  ’'»■ , die  höchstens  eine  endliche  Anzahl  von  negativen 
Potenzen  enthält,  (ic  — kann  v.  verschiedene  Werte  be- 
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sitzen,  die  durch  Multiplikation  mit  einer  Potenz  der  v^-ten  Ein- 

27ti 

heitswurzel  e aus  einem  von  ihnen  hervorgehen.  Diesen 

Werten  von  (x  — a)*'*  entsprechen  aus  dem  Faktor  ent- 
springende Entwicklungen  von  y für  die  Umgebung  von  x — a. 
Im  ganzen  bekommen  wir  -j-  Vg  -f-  • • • + = w Entwicklungen 

für  die  Stelle  a,  von  denen  die  zu  demselben  f.  gehörenden  in- 
einander übergeführt  werden  können  dadurch,  daß  man  x den 
Punkt  a umlaufen  läßt.  Die  n so  erhaltenen  Entwicklungen 
nennt  man  zueinander  'konjugiert.  (Reihenentwicklungen  alge- 
braischer Funktionen  finden  sich  zuerst  bei  Newton,  I.  New- 
ton, Geometria  analytica  sive  specimina  artis  anälytieae  (1779) 
in  Isaaci  Newtoni  Opera.,  guae  exstant  omnia,  comm.  S.  Horsley, 
London,  1,  S.  391 — 518,  1779.  Newton  benutzt  dabei  ein 
nach  ihm  benanntes  Diagramm.  Diese  Methode,  formal  die  Reihen- 
entwicklungen zu  bestimmen,  vervollkommnete  Puiseux.  Pui- 
seux,  Becher  dies  sur  les  fonctions  älgebrigues,  J.  de  mafh.  15, 
S.  365,  1850.) 

Setzen  wir  die  Entwicklung,  die  sich  aus  dem  Faktor 
für  y ergibt,  in  die  Funktionen  aus  K ein,  so  werden  sie  Po- 

ji_ 

tenzreihen  von  {x  — , die  nur  eine  endliche  Zahl  negativer 

Potenzen  enthalten.  Unter  diesen  gibt  es  immer  solche,  die, 
nach  steigenden  Potenzen  von  (x  — a)  geordnet,  mit  der  ersten 

Potenz  von  [x  — a)’'*  beginnen.  Setzen  wir  eine  derartige  Funk- 
tion gleich  t,  so  werden  alle  Funktionen  aus  K nach  ganzen 
Potenzen  von  t entwickelbar.  Setzen  wir  dann  f = 0,  so  nehmen 
alle  Funktionen  konstante  Werte  (einschließlich  oo)  an.  Die 
Gesamtheit  dieser  Werte  nennt  man  eine  Stelle  !p  des  Körpers 
oder  algebraischen  Gebildes.  Die  Werte,  die  die  Funktionen  für 
kleine  Werte  von  t annehmen,  bilden  die  Umgehung  der  Stelle  p. 
Der  Stelle  x = a entsprechen  so,  wenn  g,  die  Zahl  der  Faktoren 
ist,  in  die  f für  die  Umgebung  von  x = a zerfällt,  g verschie- 
dene Stellen.  Eine  Stelle  von  K ist  also  noch  nicht  eindeutig 
definiert,  wenn  der  Wert  von  x an  dieser  Stelle  gegeben  ist, 
auch  noch  nicht,  wenn  außerdem  der  zugehörige  Wert  von  y 
gegeben  ist.  Wohl  aber  ist  die  Stelle  und  ihre  Umgebung  voll- 
kommen definiert  durch  Angabe  der  Entwicklungen  von  x und  y. 
Nach  Weierstraß  heißt  die  Gesamtheit  der  Entwicklungen  der 
Funktionen  aus  K nach  der  Hilfsgröße  t ein  Element  des  alge- 
braischen Gebildes.  Es  gilt  der  Satz,  daß  eine  endliche  Zahl 
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von  Elementen  genügt,  um  sämtliche  Stellen  des  Körpers  zu  er- 
halten. 

Im  allgemeinen  schreitet  die  Entwicklung  der  Hilfsgröße  t 
nach  ganzen  Potenzen  von  x — a fort,  so  daß  man  x — a — t 
setzen  kann.  Nur  für  eine  endliche  Zahl  von  Stellen  sckreitet 
die  Entwicklung  von  t nach  gebrochenen  Potenzen  von  x — a 
fort.  Solch  eine  Stelle  heißt  singulär  (in  bezug  auf  ic)  und, 

wenn  die  Entwicklung  nach  Potenzen  von  (x  — a)  “ fortschreitet, 
Yerzweigu/ngsstelle  der  Ordnung  a — 1.  Die  zu  diesen  Stellen 
gehörenden  Werte  von  x heißen  auch  singulär.  Diese  Bezeich- 
nungen gelten  nur  in  bezug  auf  x als  unabhängige  Veränder- 
liche, die  ja  bei  der  Definition  bevorzugt  ist.  Eine  absolut 
singuläre  Stelle  besitzt  das  algebraische  Gebilde  nicht.  Es  gilt 
noch  der  Satz:  Ist  a der  Wert,  den  x an  einer  singulären  Stelle 
annimmt,  so  ist  x — a ein  Faktor  der  Eiskriminante  der  Glei- 
chung f=0  in  bezug  auf  y.  Es  gilt  aber  nicht  das  umgekehrte. 

§ 2.  Biemannsche  Flächen. 

Betrachten  wir  y als  Funktion  von  ir,  so  gehören  zu  jedem 
Werte  von  x stets  n Werte  von  «/,  die  zum  Teil  einander  gleich 
sein  können.  Es  ist  also  y eine  n-deutige  Funktion  von  x. 
Lassen  wir  x in  seiner  Ebene  einen  geschlossenen  Weg  be- 
schreiben, so  wird,  wenn  dieser  Weg  in  seinem  Innern  singuläre 
ic- Stellen  enthält,  im  allgemeinen  unter  den  zu  x gehörenden 
n Werten  y eine  Permutation  ein  treten.  Die  Gesamtheit  aller 
so  zu  erhaltenden  Permutationen  bildet  eine  Gruppe,  die  man 
die  Monodromiegruppe  nennt.  (Ch.  Her  mite,  Sur  les  fonctions 
algebriques,  C.  R.  32,  S.  458,  1851;  A.  Kneser,  Die  Mono- 
dromiegruppe einer  algebraischen  Gleichung  bei  linearen  Trans- 
formationen der  Variabein,  Math.  Ann.  28,  S.  125,  1887.) 

Riemann  hat  auf  folgende  Weise  erreicht,  daß  y als  ein- 
deutige Funktion  aufgefaßt  werden  kann.  (B.  Riem  ann,  Grund- 
lagen für  eine  allgemeine  Theorie  der  Funktionen  einer  veränder- 
lichen komplexen  Größe.  Inauguraldiss.,  Göttingen  1851;  Ges. 
Werke  3,  S.  3,  1876.)  Es  sei  zunächst  der  Grad  n von  f m y 
gleich  2.  Wir  können  die  Gleichung  /*  = 0 dann  ohne  Be- 
schränkung der  Allgemeinheit  in  der  Form  annehmen: 

2/2  = (a:  _ aj  {x  — a^)...{x  — (o..+  a^). 

Man  nennt  in  diesem  Falle  den  Körper  K hyperelliptisch  und 
im  Falle  p — 1 elliptisch.  Singulär  sind  hier  die  Stellen 
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«2  • • • + 2m2üi:  sind  es  Verzweigungsstellen  erster 

Ordnung.  Wir  verbinden  in  der  ic-Ebene  die  Punkte  «gi  ^31 
^4?  • • • <*2j?  + iJ  ^2p  + 2 Linien  Zj,  ?2  • • • ^js+u  sich  nicht 

selbst  und  einander  nicht  schneiden.  Längs  dieser  Linien  denken 
wir  uns  die  ic-Ebene  zerschnitten.  Wir  legen  dann  zwei  längs 
derselben  Linien  zerschnittene  ic-Ebenen  übereinander.  Ist  x = a 
ein  regulärer  Wert  von  ic,  so  haben  wir  für  zwei  verschiedene 
Potenzreihen  von  x — a.  Jede  der  beiden  Potenzreihen  setzen 
wir  in  einer  der  beiden  iC-Ebenen  analytisch  fort,  wobei  x die 
Linien  Zj,  Zg,  . . . nicht  überschreiten  soll.  Da  x dann  nur 
eine  gerade  Zahl  von  Punkten  umkreisen  kann  und  sich  da- 
bei y nicht  ändert,  so  bekommen  wir  in  jeder  der  iC-Ebenen 
eine  eindeutige  Funktion  von  x und  die  beiden  Funktionen 
(Zweige)  zusammengenommen  geben  uns  die  Funktion  y.  Ver- 
binden wir  längs  der  Schnitte  1^  die  Ränder  der  beiden  iC-Ebenen 
kreuzweise,  so  erhalten  wir  eine  msammenhängende  zweihlättrige 
Fläche^  auf  der  y eine  eindeutige  Funktion  der  Stelle  x ist. 
Die  so  definierte  Fläche  heißt  Biemannsche  Fläche.  Die  Stellen 
bei  deren  ümlaufung  man  von  dem  einen  Blatte  in  das  andere  kommt, 
heißen  Yerzweigungs-  oder  Windungspunkte  (vgl.  Kap.  XV,  § 8). 

Wir  betrachten  jetzt  den  allgemeinen  Fall,  wo  der  Grad  n 
von  f 'm  y größer  als  2 ist.  Die  singulären  Werte  von  x seien 
...  a^.  Es  sei  a ein  regulärer  Wert  von  x.  Wir  ver- 
binden a mit  den  Punkten  a^  durch  Linien,  die  sich  nicht  selbst 
und  einander  nicht  schneiden,  und  zerschneiden  die  a?- Ebene 
längs  dieser  Linien.  Wir  legen  dann  n solcher  a?-Ebenen,  die 
längs  derselben  Linien  zerschnitten  sind,  übereinander.  Für  die 
Umgebung  einer  regulären  Stelle  x = b haben  wir  n gewöhn- 
liche Potenzreihen  von  x — h für  y.  Jede  von  diesen  setzen  wir 
in  einer  der  n Ebenen  analytisch  fort,  ohne  dabei  die  Schnitt- 
linien zu  überschreiten.  Da  x keinen  der  singulären  Werte  um- 
kreisen kann,  so  bekommen  wir  in  jeder  der  n Ebenen  eine 
eindeutige  Funktion  von  £c,  und  diese  n Funktionen  stellen  in 
ihrer  Gesamtheit  die  Funktion  y dar.  Man  kann  die  w Blätter 
längs  der  Schnittlinien  so  vereinigen,  daß  y eine  stetige  und 
eindeutige  Funktion  des  Ortes  der  so  entstehenden  n-hlättrigen 
Biemannschen  Fläche  wird.  Die  Stellen,  wo  mehi’ere  Blätter  der 
Fläche  Zusammenhängen,  heißen  Verzweigungs-  oder  Windwigs- 
punkte.  Jeder  Stelle  der  Riemannschen  Fläche  entspricht  eine 
Stelle  des  algebraischen  Gebildes  und  umgekehrt.  Ebenso  wie 
y ist  jede  Funktion  aus  K auf  der  Fläche  eindeutig  und  hat 
nur  polare  Unstetigkeiten,  und  zwar  in  endlicher  Zahl.  Um- 
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gekehrt  ist  jede  Funktion  mit  nur  polaren  Unstetigkeiten,  die 
auf  der  Fläche  eindeutig  ist,  eine  Funktion  aus  K. 

Die  Riemannsche  Fläche  ist  durch  Angabe  ihrer  Verzwei- 
gungspunkte und  deren  Ordnung  noch  nicht  bestimmt;  es  muß 
auch  noch  der  Zusammenhang  der  einzelnen  'Funktionszweige 
gegeben  sein.  (J.  Thomae,  Beitrag  zur  Theorie  der  Ahelschen 
Funktionen,  J.  f.  Math.  75,  S.  224,  1873;  Hurwitz,  Vher 
Riemannsche  Flächen  mit  gegebenen  Yerzweigungspwnkten,  Math. 
Änn.  39,  S.  1,  1891;  derselbe,  Über  die  Anzahl  der  Riemann- 
schen Flächen  mit  gegebenen  Yerzweigungspunkten,  Math.  Ann.  55, 
S.  53,  1902.) 

Ist  f{x,  y)  irreduzibel,  so  besteht  die  zugehörige  Riemann- 
sche Fläche  aus  einem  Stück,  sonst  zerfällt  sie  in  so  viele 
untereinander  nicht  zusammenhängende  Teile  wie  f irreduzible 
Faktoren  hat. 

Man  kann  die  Riemannsche  Fläche  durch  stereographische 
Projektion  auf  eine  Kugel  abbilden.  Man  bekommt  dann  eine 
allseitig  geschlossene  w-blättrige  Fläche.  Diese  darf  man  stetig 
deformieren,  ohne  daß  sie  dadurch  ihre  wesentliche  Eigenschaft 
verlöre,  daß  y eine  eindeutige  Funktion  des  Ortes  der  Fläche 
ist.  Dadurch  kann  man  der  Fläche  mannigfache  Formen  geben. 
Z.  B.  kann  man  die  Fläche  in  eine  mit  p Henkeln  versehene 
Kugelfläche  verwandeln,  wo  p die  weiter  unten  definierte  Zahl 
ist.  Diese  Veranschaulichung  ist  zuerst  veröffentlicht  von  To- 
nelli  (Tonelli,  Line.  Atti  (2)  2,  S.  594,  1875  und  Linc.Rend. 
(5)  4,  S.  300,  1895),  war  aber  schon  Riem  ann  bekannt. 

Es  gelten  für  Flächen  wie  die  hier  betrachteten  folgende 
Definitionen  der  analysis  situs.  Bei  einer  mit  einem  oder  mehreren 
Rändern  versehenen  Fläche  nennt  man  Querschnitt  eine  sich  selbst 
nicht  schneidende  Linie,  die  zwei  Punkte  des  Randes  mitein- 
ander verbindet,  wobei  der  schon  gezeichnete  Teil  der  Linie  als 
Rand  gilt.  Wird  eine  Fläche  durch  jeden  Querschnitt  in  zwei 
getrennte  Teile  zerlegt,  so  nennt  man  sie  einfach  zusammen- 
hängend. Kann  man  dagegen  in  der  Fläche  v Querschnitte  zeich- 
nen, ohne  daß  sie  zerfällt,  während  sie  durch  v -f  1 Querschnitte 
immer  zerfällt,  so  nennt  man  die  Fläche  {y  -|-  l^fach  zusammen- 
hängend oder  man  sagt,  die  Ordnung  ihres  Zusammenhanges  ist 
V -f  1.  Sie  läßt  sich  dann  durch  v Querschnitte  in  eine  einfach 
zusammenhängende  Fläche  verwandeln.  Hat  eine  Fläche  keine 
Begrenzung,  so  versieht  man  sie  mit  einem  Loch,  man  „punk- 
tiert“ die  Fläche  und  wendet  dann  die  gegebenen  Definitionen 
auf  sie  an.  Die  Ordnung  des  Zusammenhangs  einer  Riemann- 
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sehen  Fläche  ist  immer  eine  ungerade  Zahl,  die  man  mit  2p  + 1 
zu  bezeichnen  pflegt.  Die  so  definierte  Zahl  p heißt  das  Ge- 
schlecht der  Riemannschen  Fläche  und  des  algebraischen  Kör- 
pers K (bei  Weierstraß  Bang').  Zwischen  der  Zahl  p,  der 
Zahl  n iier  Blätter  der  Riemannschen  Fläche  und  den  Ord- 
nungen a — 1 der  Verzweigungspunkte  besteht  die  wichtige 
Gleichung 

Ferner  gilt  folgender  Satz;  Man  Tcann  auf  einer  Biemann- 
schen  Fläche,  deren  Geschlecht  p ist,  2p  geschlossene  Kurven 
zeichnen,  ohne  daß  dadurch  die  Fläche  in  getrennte  Teile  zerlegt 
würde.  Diese  Kurven  schneiden  sich  zu  je  zweien  in  einem 
Punkt,  während  sie  einander  im  übrigen  nicht  treffen.  2p  solche 
Kurven  bezeichnen  wir  mit  K!  (i  = 1,  2,  . . .p),  wobei 
immer  K^  und  Kf  sich  in  einem  Punkte  schneiden  sollen.  Man 
nennt  auch  diese  Kurven  Querschnitte  oder  nach  Weier straß 
Kreise.  Man  kann  diese  Querschnitte  dazu  benutzen,  um  durch 
2p  Querschnitte  in  der  zuerst  angegebenen  Bedeutung  die  Rie- 
mannsche Fläche  in  eine  einfach  zusammenhängende  zu  ver- 
wandeln. Zunächst  punktiert  man  die  Fläche,  indem  man  ein 
kleines  Loch  anbringt.  Dann  nimmt  man  als  i-ten  Querschnitt 
eine  Linie  (7J,  die  von  dem  Loch  nach  einem  Punkte  von  K^ 
geht,  und  K..,  und  als  2 i-ten  Querschnitt  K!.  Die  so  gewonnene 
Zerschneidung  heißt  Jeanonische  Zerschneidung.  Sie  läßt  sich  auf 
mannigfache  Art  ausführen. 

Im  Falle  der  zweiblättrigen  Riemannschen  Fläche  kann 
man  die  Querschnitte  folgendermaßen  wählen.  Für  K^  nimmt 
man  eine  geschlossene  Kurve,  die  von  den  singulären  Punkten 
«g»  • • • ^2p  + 2 beiden  Punkte  ^2»  einschließt,  und 

für  K.'  eine  geschlossene  Kurve,  die  die  Punkte  «g»?  ^2i+i  • • • 
^2p+i  einschließt.  (F.  Prym,  Zur  Theorie  der  Funktionen  in 
einer  zweiblättrigen  Fläche^  Züricher  N.  Denkschr.  22,  S.  11, 
1867.) 

§ 3.  Die  Funktionen  des  Körpers. 

Es  sei  p eine  Stelle  des  Körpers  K oder  der  Riemann- 
schen Fläche  und  es  sei  t eine  solche  Funktion  aus  K,  daß  sich 
alle  Funktionen  aus  K als  Potenzreihen  nach  ganzen  Potenzen 
von  ^ darstellen  lassen.  Man  ordnet  (nach  He n sei)  jeder  Stelle  p 
einen  Primteiler  ^ zu,  indem  man  definiert;  eine  Funktion  ist 
durch  teilbar,  wenn  ihre  Entwicklung  nach  steigenden  Po- 
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tenzen  von  t mit  der  A-ten  Potenz  von  t beginnt.  Unter  b®  ist 
dabei  1 zu  verstehen.  Ist  X positiv,  so  sagt  man,  die  Funktion 
wird  an  der  Stelle  Null  von  der  Ordnung  A;  ist  A negativ,  so 
sagt  man,  die  Funktion  wird  an  der  Stelle  unendlich  von  der 
Ordnung  — A.  Sind  ^ und  t]  zwei  Funktionen  aus  so  nennt 
man  den  Faktor  von  in  der  Entwicklung  von  7]d^  nach 
Potenzen  von  t das  Besiduum  des  Differentials  Tjd'^  für  die  be- 
treffende Stelle.  Im  besonderen  gilt:  Ist  p eine  Verzweigungs- 
stelle der  Ordnung  a — 1 in  bezug  auf  x und  bat  a;  in  1)  den 
Wert  a,  so  ist  das  Residuum  von  i/idx  an  der  Stelle  p gleich 
dem  mit  -}-  a multiplizierten  Koeffizienten  von  (x  — a)~^  in  der 
für  die  Umgebung  von  p geltenden  Entwicklung  von  rj  nach 
steigenden  Potenzen  von  x — a,  wenn  a endlich  ist,  und  gleich 
dem  mit  — a multiplizierten  Koeffizienten  von  x~^  in  der  für 
die  Umgebung  von  p geltenden  Entwicklung  von  r]  nach  fallen- 
den Potenzen  von  a;,  wenn  a unendlich  ist.  Die  Werte,  die  eine 
Funktion  B annimmt,  wenn  man  y durch  seine  konjugierten 
Werte  ersetzt,  heißen  mit  B zusammen  die  n konjugierten  Werte 
von  B.  Ihr  Produkt  heißt  die  Norm,  ihre  Summe  die  Spur  von 
B (in  bezug  auf  a;). 

Es  gelten  folgende  Sätze: 

Jede  Funktion  aus  K hat  nur  polare  Unstetigheiteny  u/nd 
diese  dann  natürlich  nur  in  endlicher  Zahl.  Denn  unendlich  viele 
polare  Unstetigkeiten  einer  Funktion  würden  mindestens  eine 
Häufungsstelle  haben,  und  diese  würde  für  die  Funktion  wesent- 
lich singulär  sein. 

Die  Zahl  der  Null-  und  TJnendlichheitsstellen  einer  FunUion 
aus  K ist  endlich. 

Jede  Funktion  aus  K hat  gleich  viel  Null-  und  Unendlich- 
Iceitsstellen,  wenn  man  jede  dieser  Stellen  so  oft  rechnet,  wie  ihre 
Ordnung  angibt. 

Etwas  allgemeiner  kann  man  sagen:  Jede  Funktion  aus  K 
nimmt  jeden  Wert  gleich  oft  an.  Die  Zahl,  die  angibt,  wie  oft 
eine  Funktion  jeden  Wert  annimmt,  heißt  der  Grad  der  Funktion^ 

Die  Summe  aller  Besiduen  eines  Differentials  des  Körpers 
ist  Null. 

Es  gibt  keine  Funktion  des  Körpers,  die  nur  an  p beliebig 
gegebenen  Stellen  von  der  ersten  Ordnung  Null  wird,  wohl  aber 
Funktionen,  die  an  -|-  1 beliebig  gegebenen  Stellen  unendlich 
werden,  wo  p das  Geschlecht  des  Körpers  bedeutet.  Weier- 
straß definiert  durch  diese  Eigenschaft  das  Geschlecht.  Es  gibt 
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aber  immer  Funktionen  in  JT,  die  nur  an  — r — oder  — - — 

Jd  A 

speziellen  Stellen  unendlich  werden,  je  nachdem  p gerade  oder 
ungerade  ist,  und  es  gibt  keine  Funktionen  geringeren  Grades 
in  Ä,  wenn  K nicht  von  spezieller  Beschaffenheit  ist. 

Betrachtet  man  alle  Funktionen  aus  die  nur  an  einer 
Stelle  unendlich  werden,  und  die  Zahlen,  die  angeben,  von 
welcher  Ordnung  diese  Funktionen  unendlich  werden,  so  kommen 
unter  diesen  Zahlen,  die  ja  alle  positive  ganze  Zahlen  oder  Null 
sind,  nicht  alle  ganzen  positiven  Zahlen  vor,  sondern  es  fehlen 
genau  p.  Diese  fehlenden  Zahlen  sind  für  alle  Stellen  mit  Aus- 
nahme einer  endlichen  Zahl  die  Zahlen  von  1 bis  p.  Die  Aus- 
nahm estellen  heißen  WeierstraßpTjmMe,  da  Weierstraß  zuerst 
auf  sie  aufmerksam  gemacht  hat.  Wenn  p — 0 oder  i?  = 1,  so 
gibt  es  keine  Weierstraßpunkte;  wenn  ^ > 1,  so  ist  für  einen 
hyperelliptischen  Körper  die  Zahl  der  Weierstraßpunkte  gleich 
2(p  -j-  1),  für  einen  anderen  Körper  aber  immer  größer  als 
2(i)  + 1). 

Will  man  eine  Funktion  aus  K charakterisieren,  so  kann 
man  entweder  die  Unendlichkeitsstellen  und  die  Art  des  Un- 
endlichwerdens, d.  h.  den  absteigenden  Teil  in  der  Entwicklung 
der  Funktion  nach  Potenzen  der  Hilfsgröße  angeben  oder  man 
gibt  die  Null-  und  Unendlichkeitsstellen  an.  Die  erste  Methode, 
die  Weierstraß  hauptsächlich  benutzt,  führt  zu  einer  Art  Par- 
tialbruchzerlegung, die  zweite  zur  Zerlegung  in  Primteiler.. 
Weier  Straß  bildet  eine  Ftmlction  ijj'),  die  an  einer  Stelle  p' 
und  außerdem  noch  an  p beliebig,  aber  fest  gegebenen  Stellen 
Oj,  Og,  . . . Op  unendlich  erster  Ordnung  wird.  Um  dann  eine 
Funktion  zu  bestimmen,  die  an  X gegebenen  Stellen  , P2 » • • • 
von  erster  Ordnung  unendlich  wird,  bildet  man  die  Funktion 

Pi)  + CäS'Cp,  pj)  H 1- 

Hierin  sind  die  Konstanten  nicht  willkürlich,  sondern  müssen 
so  bestimmt  werden,  daß  die  Funktion  an  den  Stellen  0^  nicht 
unendlich  wird.  Aus  der  Funktion  p')  kann  man  Funk- 

tionen herleiten,  die  außer  an  den  Stellen  0^  nur  an  der  Stelle  p' 
unendlich  werden,  aber  von  beliebig  gegebener  Ordnung.  Man 
kann  dann  jede  Funktion  als  Summe  dieser  Funktionen  mit 
konstanten  Koeffizienten  darstellen.  Die  Bedingungen,  die  zwischen 
den  Koeffizienten  bestehen  müssen,  damit  die  dargestellte  Funk- 
tion an  den  festen  Stellen  nicht  unendlich  wird,  führen  zu 
dem  Biemann-Bochschen  Satz  (siehe  § 6). 
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Die  Darstellung  einer  Funktion  durch  Primfaktoren  ge- 
schieht mit  Hilfe  der  im  Anfang  dieses  Paragraphen  definierten 
Primteiler,  indem  man  für  jeden  zu  den  Null-  und  Unendlich- 
keitsstellen gehörenden  Primteiler  feststellt,  in  welcher  Potenz 
er  in  B enthalten  ist.  Da  eine  Funktion  aus  K nur  eine  end- 
liche Zahl  von  Null-  und  Unendlichkeitsstellen  hat,  so  läßt  sich 
jede  Funktion  in  eine  endliche  Zahl  von  Primfaktoren  zerlegen. 
Diese  Zerlegung  ist  bis  auf  konstante  Faktoren  eindeutig.  Hier- 
durch wird  die  Funktion  zunächst  nur  beschrieben,  man  erhält 
keine  arithmetische  Darstellung  für  sie  (vgl.  § 12). 

Man  nennt  (nach  Hensel)  das  Produkt  irgendwelcher 
Primfaktoren,  jeden  zu  irgendeiner  positiven  oder  negativen 
ganzzahligen  Potenz  erhoben,  einen  Divisor,  Die  Summe  aller 
Exponenten  heißt  die  Ordnung  des  Divisors.  Da  jede  Funktion 
aus  K gleichviel  Null-  und  Unendlichkeitsstellen  hat,  so  ist  sie 
ein  Divisor  der  Ordnung  Null.  Aber  es  gilt  nicht  das  Umge- 
kehrte. Ein  Divisor  heißt  ganz,  wenn  die  Exponenten  aller  in 
ihm  enthaltenen  Primteiler  nicht  negativ  sind.  Ein  Divisor  heißt 
durch  einen  zweiten  teilbar,  wenn  der  Quotient  ganz  ist. 

Unter  den  Divisoren  sind  einige  von  besonderer  Bedeutung. 

1.  Das  Produkt  aller  Verzweigungsprimteiler,  jeder  in  der 
Potenz  genommen,  die  seine  Ordnung  angibt,  heißt  Y erzweigungs- 
divisor;  er  werde  mit  bezeichnet  und  seine  Ordnung,  die 
immer  gerade  ist,  mit  Er  hängt  von  der  Wahl  der  unab- 
hängigen Veränderlichen  x ab. 

2.  Es  ist,  wenn  man  den  Nennerdivisor  einer  Funktion  B 
mit  itij  bezeichnet, 

df  ^ ^ 


Der  hierdurch  definierte,  immer  ganze,  Divisor  b heißt  Doppel- 
punktdivisor, weil  er  Null  wird  an  den  Stellen  und  nur  an  den 
Stellen,  wo  die  Kurve  f{x^  y)  — 0 mehrfache  Punkte  hat  (vgl. 
§7).  Über  den  Doppelpunktdivisor  b gilt  folgender  wichtige 
Satz: 

Ist  B eine  Funktion  aus  K und  ist,  in  FaJctoren  zerlegt. 


B = 


7 


WO  g ein  ganzer  Divisor  ist,  so  läßt  sich  B darstellen  als  ganze 
rationale  Funktion  von  x,  y.  Ist  l ^m,  [i  ^n,  so  ist  diese 
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ganze  rationale  FunTcUon  so  zu  wählen,  daß  sie  in  x höchstens 
vom  Grade  l und  in  y höchstens  vom  Grade  g,  ist.  Dieser  Satz 
ist  im  wesentlichen  gleichbedeutend  mit  dem  Noetherschen  Schnitt- 
punktsatz. Der  Noethersche  Satz  geht  aber  tiefer.  (M.  Noetber, 

Zur  Theorie  des  eindeutigen  Entsprechens  algebraischer  Gebilde 
von  beliebig  vielen  Dimensionen,  Math.  Ann.  2,  S.  293—316,  1870, 
und  Über  einen  Satz  aus  der  Theorie  der  algebraischen  Fu/nk- 
tionen,  Math.  Ann.  6,  S.  351,  1873.) 

Die  Hauptaufgabe  besteht  darin,  alle  Funktionen  zu  finden, 
die  Vielfache  eines  gegebenen  Divisors  q sind.  Hensel  und 
Landsberg  verfahren  in  ihrem  Buche  so,  daß  sie  zunächst 
alle  Funktionen  bestimmen,  die  der  verlangten  Bedingung  ge- 
nügen bis  auf  die  Stellen,  die  zu  einem  gegebenen  Werte  a 
einer  Größe  x gehören.  Dann  werden  die  verfügbaren  Kon- 
stanten so  bestimmt,  daß  die  gefundenen  Funktionen  auch  bei 
Berücksichtigung  der  zu  x = a gehörenden  Primteiler  Vielfache 
von  q sind.  Auch  hier  führt  die  genaue  Betrachtung  der  Be- 
dingungen, denen  die  Konstanten  genügen  müssen,  zum  ßie- 
mann-Rochschen  Satz. 

§ 4.  Birationale  Transformationen.  | 

Greift  man  zwei  beliebige  Funktionen  ri  aus  K heraus,  I 
so  besteht  zwischen  ihnen  immer  eine  algebraische  Gleichung, 
und  der  dadurch  definierte  algebraische  Körper  K (^,  rf)  ist  in 
K{x.,  y)  enthalten,  braucht  aber  nicht  mit  ihm  identisch  zu  sein. 

Ist  aber  ^ beliebig  (nicht  konstant)  gewählt,  so  kann  man  immer 
auf  unendlich  viele  Arten  rj  aus  K so  bestimmen,  daß  ir(^,  rf) 
und  y)  miteinander  identisch  sind,  so  daß  alle  Funktionen 
aus  K(x^  y),  also  auch  x und  y,  rationale  Funktionen  von  r}  \ 

werden.  Da  aber  auch  umgekehrt  | und  rj  rationale  Funktionen  | 

von  X,  y sind,  so  nennt  man  den  Übergang  von  den  Veränder- 
lichen ic,  ^ zu  7^  birationale  Transformation. 

Geradeso  wie  wir  zu  x als  unabhängiger  Veränderlichen 
eine  Riemannsche  Fläche  konstruiert  haben,  können  wir  nun 
auch  zu  der  beliebigen  Größe  ^ als  unabhängiger  Veränderlichen 
eine  Riemannsche  Fläche  konstruieren.  Die  Zahl  der  Blätter 
dieser  Fläche  ist  gleich  dem  Grade  n^  von  Jede  Funktion 
aus  K genügt  einer  Gleichung  vom  Grade  n^  mit  rationalen 
Funktionen  von  ^ als  Koeffizienten.  Die  Gleichung  ist  entweder 
unzerlegbar  oder  sie  zerfällt  in  untereinander  identische  Glei- 
chungen (vgl.  § l).  Ist  die  Gleichung  für  eine  Größe  rj  irre- 
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duzibel,  so  ist  der  Körper  mit  K{x,  y)  identisch,  sonst 

nicht.  Die  Größe  17  heißt  in  diesem  Falle  eine  primitive  Größe 
des  Körpers  in  bezug  auf 

Die  beiden  Riemannschen  Flächen  und  entsprechen 
einander  Punkt  für  Punkt  und  haben  denselben -Zusammenhang. 
Der  zu  gehörende  Verzweigungsdivisor  sei  seine  Ord- 
nung w^.  und  3g  haben  im  allgemeinen  keinen  gemeinsamen 
Primteiler.  Es  gilt  die  wichtige  Zerlegung 


dx hx^l 

Da  dxjd^  eine  Funktion  des  Körpers  ist,  so  ist  die  Ordnung 
des  zugehörigen  Divisors  Null.  Daraus  folgt 


2p  — 2 ==  '2n^=  w^  — 2wg. 


Es  haben  also  die  beiden  Flächen  B^  und  dasselbe  Ge- 
schlecht p^  so  daß  p birationalen  Transformationen  gegenüber 
invariant  ist.  Man  ist  also  berechtigt,  schlechtweg  vom  Ge- 
schlechte  des  Körpers  K zu  sprechen. 

Gibt  es  in  K eine  Funktion  | ersten  Grades  und  nehmen 
wir  diese  als  unabhängige  Veränderliche,  so  werden  die  Glei- 
chungen, denen  die  Funktionen  genügen,  vom  ersten  Grade,  die 
Funktionen  werden  also  rational  in  Die  Riemannsche  Fläche  B^ 
wird  einblättrig,  hat  also  keine  Verzweigungspunkte,  und  es  wird 
daher  das  Geschlecht  p gleich  Null.  Da  es  im  Körper  K immer 
Funktionen  vom  Grad  p 1 gibt,  so  existieren  umgekehrt  im 
Fall  ^ = 0 immer  Funktionen  ersten  Grades. 

Gibt  es  im  Körper  eine  Funktion  ^ zweiten  Grades,  so  ge- 
nügen alle  Funktionen  Gleichungen  zweiten  Grades;  wir  haben 
also  den  Fall  des  hyperellipiisclien  Körpers.  Da  es  immer  Funk- 
tionen vom  Grade  ^(^p  2')  oder  (i?  + 3)  gibt,  je  nachdem 

p gerade  oder  ungerade  ist,  so  sind  die  Körper  vom  Geschlechte 
^ = 1 (der  elliptische  Körper)  und  p = 2 immer  hy per  elliptisch. 

Man  kann  die  birationale  Transformation  dazu  benutzen, 
eine  möglichst  einfache  Gleichung  zur  Definition  von  K zu  be- 
kommen. Dabei  ist  natürlich  nicht  vollkommen  bestimmt,  was 
man  unter  möglichst  einfach  verstehen  soll.  Ist  K hyperellip- 
tisch, so  wird  man  die  Definitionsgleichung  als  reine  Gleichung 
zweiten  Grades  wählen.  Im  allgemeinen  Falle  kann  man  die 
Gleichung  z.  B.  so  wählen,  daß  sie  von  möglichst  niedrigem 
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Grade  ist,  oder  so,  daß  nur  Verzweigungsstellen  erster  Ordnwng 
Vorkommen.  Über  eine  weitere  wichtige  Vereinfachung  der  Glei- 
chung durch  birationale  Transformation  vgl.  § 7. 

Ferner  kann  man  die  neuen  Veränderlichen  rj  so  wählen, 
daß  in  der  zwischen  ihnen  bestehenden  Gleichung  möglichst  wenig 
verfügbare  Konstanten  Vorkommen.  Diese  Konstanten  nennt  man 
die  Moduln  des  Körpers  Die  Zahl  der  Moduln  ist,  wenn  der 
Körper  nicht  besonders  eingeschränkt  ist,  für  ^ ==  0 gleich  Null, 
für  p — 1 gleich  1 und  für  p > 1 im  hyperelliptischen  Falle 
gleich  2p  — 1,  im  allgemeinen  Falle  gleich  3p  — 3. 

Schließlich  kann  man  danach  fragen,  ob  man  nicht  t] 
so  wählen  kann,  daß  die  zwischen  7}  bestehende  Gleichung 
mit  der  Gleichung  zwischen  x,  y identisch  wird,  ob  also  der 
Körper  Transformationen  in  sich  zuläßt.  Es  ergibt  sich:  Ist 
^ = 0,  so  hat  K oo®  Transformationen  in  sich,  für  p = 1 hat 
K oo^  solche  Transformationen,  in  allen  anderen  Fällen,  wenn 
überhaupt,  nur  eine  endliche  Zahl.  Das  kommt  daher,  daß  bei 
einer  Transformation  in  sich  die  Weierstr aßpunkte  wieder  in 
Weierstraßpunkte  übergehen  müssen.  (H.  A.  Schwarz,  Über 
diejenigen  algebraischen  Gleichungen  zwischen  zwei  veränderlichen 
Größen,  welche  eine  Schar  rationaler  eindeutig  umkehrbarer  Trans- 
formationen in  sich  selbst  zulassen,  J.  f.  Math.  87,  S.  139,  1879; 
Ges.  Abhandl.  2,  S.  285,  1890;  M.  Noether,  Note  über  die  alge- 
braischen Kurven,  welche  eine  Schar  eindeutiger  Transformationen 
in  sich  zulassen,  Math.  Ann.  20,  S.  59,  1882;  Nachtrag  hierzu 
Math.  Ann.  21,  S.  138,  1883.) 

§ 5.  Die  Differentiale  und  Integrale  des  Körpers. 

(Vgl.  auch  § 10.) 

Ist  R eine  Funktion  des  Körpers  K,  so  nennt  man  Rdx 
ein  Abelsches  Differential  und  /Rdx  ein  Abelsches  Integral. 
Hierbei  ist  die  Veränderliche  x bevorzugt.  Es  ist  aber,  wie 
schon  früher  angegeben,  Schreibt  man  da- 

her das  Differential  in  der  Form: 

jt2  r| 

dco==tü  — dx==tv  — d^, 
hx  h^ 

so  ist  der  hierdurch  definierte  Divisor  to  durch  das  Differential 
eindeutig  bestimmt  und  unabhängig  von  der  Wahl  der  unab- 
hängigen Veränderlichen,  also  bei  birationalen  Transformationen 
invariant.  U)  heißt  der  zu  dem  Differential  d(a  gehörende  Diffe- 
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rentialteiler.  Als  Ordnung  eines  Differentialteilers  ergibt  sieb, 
da  eine  Funktion  des  Körpers  ist  und  daher  die  Ord- 

nung Null  bat,  w^  — 2n^=  2p  — 2. 

Ist  t eine  Funktion  aus  K",  die  an  der  Stelle  p von  der 
ersten  Ordnung  Null  wird,  so  läßt  sieb  das  Differential  in 
der  Umgebung  von  p darstellen  in  der  Form 

dco  = fE(t)dt, 

wo  E eine  gewöbnliebe  Potenzreibe  von  t ist,  die  für  ^ 0 

nicht  verschwindet.  Man  sagt,  das  Differential  wird  an  der 
Stelle  p von  der  Ordnung  l Null  oder  von  der  Ordnung  — X 
unendlich.  Da  die  Ordnung  eines  Differentialteilers  2p  — 2 ist, 
so  ist  die  Zahl  der  Nullstellen  eines  Differentials  immer  um 
2p  ~ 2 größer  als  die  der  ünendlichkeitsstellen,  wenn  jede  Stelle 
so  oft  gezählt  wird  wie  ihre  Ordnung  angibt. 

Wird  ein  Differential  an  der  Stelle  p von  der  Ordnung  v 
unendlich,  so  wird  das  Integral,  wenn  v = 1,  logarithmisch  un- 
endlich, wenn  v>l,  unendlich  von  der  Ordnung  v — 1.  Im 
Falle  des  logarithmischen  Unendlichwerdens  nennt  man  den  Fak- 
tor von  log  t in  der  Entwicklung  des  Integrals  das  Besiduum 
des  Integrals.  Es  ist  gleich  dem  Eesiduum  des  Integranden.  Da- 
her gilt  auch  für  Integrale  der  Satz:  Die  Summe  aller  Besiduen 
eines  Integrals  ist  Null.  Andere  als  die  angegebenen  logarithmi- 
schen und  polaren  UnstetigTceiten  haben  die  Abelschen  Integrale 
nicht. 

Man  teilt  die  Integrale  (und  Differentiale)  in  drei  Arten 
oder  Gattungen  ein.  Erster  Gattung  heißen  diejenigen,  die  nir- 
gends unendlich  werden,  deren  zugehöriger  Differentialteiler  also 
ganz  ist;  zweiter  Gattung  diejenigen,  die  nur  polare  UnstetigTceiten 
haben;  dritter  Gattung  diejenigen,  die  logarithmisch  unendlich 
werden.  Man  rechnet  auch  wohl  die  Integrale  erster  Gattung 
zu  denen  zweiter  Gattung  und  nennt  dann  ein  Integral  zweiter 
Gattung,  das  wirklich  unendlich  wird,  ein  eigentliches  Integral 
zweiter  Gattung.  Diese  Einteilung  stammt  von  Ri e mann.  (Siehe 
dessen  Abelsche  Funktionen.) 

Die  Integrale  sind  nicht  eindeutige  Funktionen  der  Stellen 
des  algebraischen  Gebildes  oder  der  Stellen  einer  zum  Körper 
K gehörenden  Riemannschen  Fläche.  Da  aber  die  Differentiale 
eindeutig  sind,  so  können  sich  die  verschiedenen  Werte,  die  ein 
Integral  an  einer  Stelle  annimmt,  nur  durch  konstante  Sum- 
manden unterscheiden.  Diese  Konstanten  nennt  man  Berioden 
eder  Periodizitätsmoduln.  Weiteres  darüber  siehe  § 10. 
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Man  nennt  eine  Anzahl  Integrale  linear  unabhängig,  wenn 
zwischen  ihnen  Imne  lineare  homogene  Gleichung  mit  konstanten 
Koeffizienten  besteht.  Es  gibt  p linear  unabhängige  Integrale 
erster  Gattung.  Es  lassen  sich  ferner  p Integrale  zweiter  Gattung 
so  aus  wählen,  daß  sich  jedes  Integral  mit  nur  polaren  Unstetig- 
keiten darstellen  läßt  als  Summe  dieser  p,  mit  konstanten  Koef- 
fizienten multiplizierten,  Integrale,  eines  Integrals  erster  Gattung 
und  einer  Funktion  des  Körpers  K. 

Da  die  Summe  der  Residuen  eines  Integrals  Null  ist,  so 
gibt  es  kein  Integral,  das  nur  an  einer  Stelle  logarithmisch  un- 
endlich würde.  Wohl  aber  gibt  es  immer  ein  Integral,  das  an 
zwei  beliebig  gegebenen  Stellen  nur  logarithmisch  unendlich  wird 
und  sonst  nirgends  unendlich  wird.  Ein  solches  Integral  nennt 
man  ein  JElementarintegräl  dritter  Gattung.  Jedes  Integral  läßt 
sich  als  Summe  von  Elementar  integralen  dritter  Gattung  wnd  In- 
tegralen erster  und  zweiter  Gattung  darstellen. 

Die  Integrale  erster  und  zweiter  Gattung  verhalten  sich  in 
der  Umgebung  jeder  Stelle  von  K wie  die  Funktionen  aus  K 
Erweitert  man  den  Körper  K durch  Hinzufügen  aller  Integrale 
erster  und  zweiter  Gattung,  so  gilt  für  den  neuen  Körper  K' 
der  Satz:  Es  gibt  Funktionen,  die  an  beliebig  gegebenen  Stellen 
von  beliebig  gegebener  Ordnung  und  sonst  nirgends  unendlich 
werden,  also  z.  B.  auch  Funktionen,  die  nur  an  einer  Stelle  von 
beliebig  gegebener  Ordnung  unendlich  werden.  Will  man  aus  K' 
die  Funktionen  aus  K aussondern^  so  hat  man  aus  K die  ein- 
deutigen Funktionen  auszuwählen.  Durch  die  genauere  Verfolgung 
der  dazu  nötigen  Bedingungen  läßt  sich  der  schon  erwähnte  Rie- 
mann-Rochsche  Satz  (§  6)  beweisen. 

§ 6.  Der  Riemann-Bochsclie  Satz. 

Man  teilt  die  Gesamtheit  aller  Divisoren  eines  Körpers  K 
in  Klassen  ein,  indem  man  zwei  Divisoren  dann  und  nur  dann 
in  dieselbe  Klasse  rechnet,  wenn  ihr  Quotient  eine  Funktion  des 
Körpers  ist.  Man  nennt  zwei  solche  Divisoren  äquivalent.  Jeder 
Divisor  gehört  einer  und  nur  einer  Klasse  an  und  jede  Klasse 
ist  durch  einen  in  ihr  enthaltenen  Divisor  eindeutig  bestimmt. 
Ist  q ein  Divisor,  so  bezeichnet  man  die  durch  ihn  bestimmte 
Klasse  mit  (q).  Alle  Divisoren  einer  Klasse  haben  dieselbe  Ord- 
nung, die  auch  die  Ordnung  der  Klasse  heißt. 

Unter  allen  Klassen  sind  zwei  besonders  wichtig.  Erstens 
die  Klasse,  die  alle  Divisoren  enthält,  die  den  Funktionen  des 


§ 6.  Der  Eiemann-Eoclisclie  Satz. 


863 


Körpers  entsprechen.  Sie  heißt  die  Hauptklasse.  Ihre  Ordnung 
ist  Null.  Zweitens  die  Klasse,  die  die  Differentialteiler  enthält. 
Sie  heißt  die  Differential-  oder  kanonische  Klasse.  Ihre  Ordnung 
ist  2p  — 2.  Die  Divisoren  der  Differentialklasse  sollen  mit  f 
bezeichnet  werden  und  die  Klasse  selbst  mit  (f). 

Man  nennt  (i  Divisoren  einer  Klasse  linear  unabhängig f 
wenn  zwischen  den  Funktionen,  die  aus  ihnen  durch  Division 
mit  irgendeinem  Divisor  derselben  Klasse  hervorgehen,  keine 
lineare  Gleichung  mit  konstanten  Koeffizienten  besteht.  Die  Zahl 
der  linear  unabhängigen  ganzen  Divisoren  einer  Klasse  (q)  heißt 
die  Dimension  der  Klasse  und  wird  mit  {q}  bezeichnet.  Ist  die 
Ordnung  von  (q)  negativ,  so  ist  { q } = 0 ; denn  ein  ganzer  Divi- 
sor kann  nicht  von  negativer  Ordnung  sein.  Ist  die  Ordnung 
von  (q)  Null  und  (q)  nicht  die  Hauptklasse,  so  ist  auch  { q } ==  0, 
ist  aber  (q)  die  Hauptklasse,  so  ist  { q ) = 1,  da  die  Konstanten 
die  einzigen  ganzen  Divisoren  der  Hauptklasse  sind. 

Sind  q^  und  q^  zwei  Divisoren,  so  nennt  man  die  durch 
die  Divisoren  qj  qg  und  q^  / qg  bestimmten  Klassen  (q^  qg)  und 
(%/%)  Produkt  und  Quotient  der  Klassen  (q^)  und  (qg)  und  be- 
zeichnet sie  auch  mit  (qi)  • (q2)  und  (qi)/(02)-  Ihre  Ordnungen 
sind  gleich  Summe  und  Differenz  der  Ordnungen  von  (qj)  und 
(qg).  Ist  im  besonderen  das  Produkt  zweier  Klassen  die  Diffe- 
rentialklasse, so  nennt  man  sie  Ergänzungsklassen. 

Es  seien  (q)  und  (q')  zwei  Ergänzungsklassen  und  q und  g 
ihre  Ordnungen,  dann  ist 

q + g=2p  — 2, 

und  zwischen  ihren  Dimensionen  { q } , { q ' } besteht  die  Gleichung 

(I)  -{q)  _|=  {q')  — l-  oder 

(II)  {<l)  = {|} +«— P + 1, 

da  man  (q')  auch  mit  (f/q)  bezeichnen  kann.  Der  durch  diese 
Gleichung  ausgesprochene  Satz  heißt  der  Biemann-Bochsche  Satz. 
Er  ist  zuerst  für  den  Fall,  daß  { f/q ) = 0 von  Riemann  {Abelsche 
Funktionen)  ausgesprochen  und  allgemein  von  Roch.  (G.  Roch, 
Über  die  Anzahl  der  willkürlichen  Konstanten  in  algebraischen 
Fwnktionen,  J.  f.  Math.  64,  S.  372,  1865.) 

Dieser  Satz  ist  einer  der  wichtigsten  in  der  Theorie  der 
algebraischen  Funktionen.  Es  seien  einige  besonders  wichtige 
Fälle  hervorgehoben. 
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1.  Es  sei  q ein  Divisor  der  Hauptklasse,  also  {q}  = 1, 
^ = 0.  Die  Ergänzungsklasse  ist  in  diesem  Falle  die  Differen- 
tialklasse (f).  Der  Riemann-Rochsche  Satz  gibt 

{*)  =-?- 

d.  h.  in  Worten:  Die  Anzahl  der  linear  wndbhängigen  Differen- 
tiale, deren  Divisor  ein  Vielfaches  einer  beliebigen  Funktion  ^ des 
Körpers  K ist,  ist  gleich  dem  Geschlechte  p des  Körpers.  Nehmen 
wir  ^ = 1,  so  ergibt  sich,  daß  die  Zahl  der  linear  unabhängigen 
Differentiale  (Integrale)  erster  Gattung  gleich  p ist. 

2.  Es  sei  die  Ordnung  g = — v negativ;  dann  ist  { q ) = 0 

und  also  - 

d.  h.  in  Worten:  Die  Anzahl  aller  linear  unabhängigen  Differen- 
tiale, deren  Divisoren  Vielfache  eines  beliebigen  Divisors  negativer 
Ordnung  — v sind,  ist  gleich  v P — 1-  Oder  spezialisiert:  Die 
Anzahl  aller  linear  unabhängigen  Differentiale,  deren  Nenner 
gleich  einem  gegebenen  Divisor  von  der  Ordnung  v oder  ein 
Teiler  von  ihm  ist,  ist  stets  v p — 1. 

3.  Als  weitere  Anwendung  bestimmen  wir  die  Zahl  der 
linear  unabhängigen  Funktionen  des  Körpers,  deren  Nenner  ein 
gegebener  ganzer  Divisor  q von  der  Ordnung  g oder  ein  Teiler 
von  q ist.  Diese  Anzahl  ist 

oder,  da  g'  + s"  = — 2 ist, 

{ql  = {q')  + ?— i)  + 1. 

Ist  nun  g'>  2p  — 2 , so  ist  g'  negativ  und  daher  { q' } =0,  also 

(q)  = 2 — 1>  + 1- 

In  diesem  und  auch  nur  in  diesem  Falle  ist  also  die  Dimension 
der  durch  q bestimmten  Klasse  allein  von  der  Ordnung  von 
q abhängig  und  nicht  von  der  speziellen  Wahl  des  Divisors  q. 
Dieser  Fall  tritt  bei  positivem  g nur  dann  immer  ein,  wenn 
p — 0 oder  p — 1 ist.  Ist  ^ > 1 und  ist  der  Divisor  q nicht 
speziell  gewählt,  so  ist  für  p <ig'^2p  — 2,  wie  im  vorigen  Falle, 

(q)  = g — 1)  + 1 

{q)  = l. 


und  für  g<^p 
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Hieraus  folgt  auch  der  schon  früher  angegebene  Satz,  daß  es 
keine  Funktionen  des  Körpers  gibt,  die  an  p beliebig  gegebenen 
Stellen  von  erster  Ordnung  unendlich  werden,  wohl  aber  Funk- 
tionen, die  an  jp  -f-  1 beliebig  gegebenen  Stellen  unendlich  werden. 


§ 7.  Geometrische  Deutung  der  den  Körper  jBl  definierenden 
Grundgleiehung. 

I.  Nichthomogene  Koordinaten. 

Die  den  Körper  K definierende  Gleichung  f(x,  = 0 sei 
in  ic,  2/  vom  Grade  m,  n.  Wir  können  die  Gleichung  als  Glei- 
chung einer  Kurve  in  kartesischen  Koordinaten  auffassen.  Ist 
eine  Stelle  von  K,  so  entspricht  ihr  ein  bestimmter  PunJct  der 
algebraischen  Kurve  f.  Aber  umgekehrt  können  einem  Punkte 
der  Kurve  f verschiedene  Stellen  des  algebraischen  Körpers,  also 
der  Riemannschen  Fläche  entsprechen.  Wenn  nämlich  y an  meh- 
reren der  an  der  Stelle  x = a übereinanderliegenden  Stellen  der 
Riemannschen  Fläche  JR  denselben  Wert,  etwa  &,  hat,  so  ent- 
sprechen dem  Kurvenpunkte  mit  den  Koordinaten  a,  b mehrere 
Stellen  der  Riemannschen  Fläche.  Die  Riemannsche  Fläche  hat 
an  diesen  Stellen  keine  besondere  Eigentümlichkeit.  Man  nennt 
eine  solche  Stelle  der  Kurve  einen  mehrfachen  PunM*^  im  ge- 
naueren definiert  man:  Der  Punkt  a,  b ist  ein  Jc-facher  Kurven- 
punht,  wenn  die  Zählerdivisoren  von  x — a und  y — b einen 
Divisor  Ä:-ter  Ordnung  gemeinsam  haben.  Ist  a oder  b unend- 
lich, so  ist,  wie  üblich,  unter  x — a^  y — b zu  verstehen  l/r,  Ijy. 
Oder  analytisch  ausgedrückt:  Der  Kurvenpunkt  a^  b heißt  ein 
^-facher  Punkt,  wenn  die  Differentialquotienten  von  f{x^  y)  nach 
X und  y bis  zur  (Je  — l)-ten  Ordnung  einschließlich  verschwin- 
den für  X = a^  y = b^  d.  h.  also,  wenn  die  Entwicklung  von 
f(x,  y')  nach  Potenzen  von  x — a^  y — b mit  Gliedern  Ä;-ter  Di- 
mensionen beginnt. 

Der  größte  gemeinsame  Teiler  der  Zählerdivisoren  von  x — a 
und  y — b sei 


1^2»  • • *5  voneinander  verschiedene  Primteiler  sein  sollen. 
Die  Singularität  der  Kurve  f an  der  Stelle  a,  b heißt  dann 
v.-zweigig\  denn  es  entspricht  jedem  der  Primteiler  p.  von  q eine 
bestimmte  Stelle  mit  einer  bestimmten  Entwicklung  von  x — a 
und  y — &,  so  daß  sich  x voneinander  verschiedene  Kurven- 
zweige ergeben,  die  durch  den  Punkt  a,  b hindurchgehen.  Man 
Pascal,  Kepertorium  I.  2.  2.  Aafl.  55 
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nennt  eine  gerade  Linie  Tangente  an  einen  dieser  Kurvenzweige, 
wenn  sie  einen  Schnitt  höherer  Ordnung  mit  dem  betreffenden 
Zweige  im  Punkte  a,  h eingeht  als  jede  andere  Gerade. 

Wir  betrachten  zwei  Fälle  etwas  genauer. 

1.  Ein  Tc-facher  PunM  mit  getrennten  Tangenten.  Die  Glie- 

der Ä-ter  Dimension,  mit  denen  die  Entwicklung  von  /‘(rr,  i/)  nach 
Potenzen  von  x — a.,  y — & beginnen  soll,  seien  Qp{x  — a.,y  — &) 
und  es  habe  die  Gleichung  /:-ten  Grades  g)(l,  A)  = 0 lauter  ver- 
schiedene endliche  Wurzeln  Xg,  . . .,  ergeben  sich 

aus  f = 0 k Entwicklungen 

y — h = k.{x  — a)  -f  • • •,  (i  *=  1,  2,  . . .,  X:) 

und  jede  von  ihnen  stellt  einen  durch  den  Punkt  a,  b gehenden 
Kurvenzweig  dar.  Die  Tangenten  an  diese  Zweige  sind  durch 
die  Gleichungen  y — h — X^{x  — a)  gegeben,  also  voneinander 
verschieden.  Für  k = 2 nennt  man  solch  einen  Punkt  auch 
einen  Doppelpunkt. 

2.  Der  Fall  des  zweifachen  Punktes.  Es  sind  verschiedene 
ünterfälle  zu  unterscheiden,  von  denen  wir  nur  die  einfachsten 
berücksichtigen.  Die  Singularität  kann  ein-  oder  zweizweigig 
sein.  Ist  sie  zweizweigig,  so  haben  wir  zwei  Entwicklungen  von 
y — b nach  ganzen  Potenzen  von  x — a,  etwa 

y — b^  Xi(x  — a)  H , y — b==  X^{x  — a)  H . 

Sind  Xj,  Xg  voneinander  verschieden,  so  haben  wir  einen  Doppel- 
punkt,  sind  sie  gleich,  so  haben  wir  einen  Selbstberührungspunkt. 

Ist  die  Singularität  einzweigig,  so  haben  wir  für  y — b eine 

1 

Entwicklung  nach  Potenzen  von  (x  — a)^,  die  aber  mit  der 
zweiten  Potenz  von  {x  — a)^  beginnt,  etwa 

y — b = Ci{x  — a)  -f  C2(£t;  — a)^  -f  03(3;  — a)^  • • • . 

Ist  Cg  4=  0,  so  hat  die  Kurve  an  der  Stelle  a,  b eine  gewöhnliche 
Spitze.  Ist  C2=0,  während  034=0,  so  hat  die  Kurve  an  der 
Stelle  a,  b eine  Schnabelspitze. 

An  den  mehrfachen  Stellen  der  Kurve  f werden  cfjdx  und 
dfjdy  beide  Null.  Bezeichnen  wir  den  Nenner  von  x mit 


§ 7.  Geom.  Deutnng  der  d.  Körper  K defin.  Grundgleichung.  1.  867  . 


und  den  von  y mit  n„,  so  gilt  im  genaueren  folgende  Zerlegung 
df  iiäg.  df 

X y j}  y . 

wo  b ein  ganzer  Divisor  ist,  der  an  den  mehrfachen  Stellen  von 
f und  nur  an  diesen  Null  wird,  b heißt  der  DoppelpunMdivisor 
oder  der  Divisor  der  mehrfachen  Punkte.  Die  Ordnung  von  b, 
die  immer  gerade  ist,  werde  mit  2d  bezeichnet.  Jeder  Doppel- 
punkt und  jede  gewöhnliche  Spitze  vergrößert  d um  1,  jeder 

Ä;-fache  Punkt  mit  getrennten  Tangenten  um  -^k(h — l).  Hat 

also  die  Kurve  nur  8 gewöhnliche  Doppelpunkte  und  r gewöhn- 
liche Spitzen,  so  ist 

d = 8-\-r. 


Hat  die  Kurve  nur  mehrfache  Punkte  mit  getrennten  Tangenten, 
so  ist  _ 

2d=^Ä(Ä:-l). 


Aus  der  Zerlegung  von  cfjdx  und  dfjdy  folgt,  da  die  Ordnung 
einer  Funktion  des  Körpers  Null  ist. 


2d  — 2{l—l)m  — Wy.,  2d  = 2{m — 1)Z  — w^., 


oder  durch  Einfuhren  des  Geschlechtes  p die  symmetrische 
Gleichung  d = (Z- 1) (m- 1)  - , 


aus  der  sich  nebenbei  ergibt,  da  i?  ^ 0,  daß  die  Kurve  höch- 
stens (m— l)(>^ — 1)  Doppelpunkte  haben  kann. 

Der  Divisor  b ändert  sich  schon,  wenn  man  auch  nur  statt 
y eine  neue  abhängige  Veränderliche  einführt.  Er  bleibt  nur 
ungeändert  bei  linearen  ganzen  oder  gebrochenen  Substitutionen 
jeder  einzelnen  der  Veränderlichen  ic,  y. 

Eine  ganze  rationale  Funktion  von  ic,  y.,  deren  Zählerdivisor 
durch  b teilbar  ist,  nennt  man  eine  adjimgierte  Funktion  und 
die  durch  Nullsetzen  einer  solchen  Funktion  definierte  Kurve 
heißt  adjungierte  Kurve.  Ist  im  besonderen  der  Grad  einer  sol- 
chen Funktion  in  a?,  y höchstens  gleich  l — 1,  m — 1,  so  heißt 
sie  eine  spezielle  adjungierte  Funktion  oder  eine  9) -Funktion. 
Schreibt  man  ein  Differential  erster  Gattung  in  der  Form 

<P  • {cf/dy)dx, 


55» 
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so  ist  der  Zähler  cp  eine  go-Funktion  und  es  gilt  auch  das  um- 
gekehrte. 

Man  kann  durch  birationale  Transformation  erreichen,  daß 
die  neue  Kurve  nur  gewöhnliche  Doppelpunkte,  und  zwar  im  end- 
lichen, hat.  Dieser  von  M.  Noether  bewiesene  Satz  ist  von 
Kronecker  dahin  erweitert,  daß  man  die  neue  unabhängige 
Veränderliche  beliebig  wählen  kann.  (M.  Noether,  Über  die 
singulären  Wertsysteme  einer  algebraischen  Funktion  und  die  sin- 
gulären Punkte  einer  algebraischen  Kurve,  Math.  Ann.  9,  S.  166, 
1876;  Bationale  Ausführung  der  Operationen  in  der  Theorie  der 
algebraischen  Funktionen,  Math.  Ann.  23,  S.  311,  1884;  Zum 
Fundamentalsatz  aus  der  Theorie  der  algebraischen  Funktionen, 
Math.  Ann.  34,  S.  450,  1889;  L.  Kronecker,  Über  die  Dis- 
kriminante  algebraischer  Funktionen  einer  Variabein,  J.  f.  Math. 
91,  S.  301,  1881.) 

Ist  p ein  Primteiler  und  ist  a der  Wert,  den  eine  Funk- 
tion X des  Körpers  an  der  zugehörigen  Stelle  annimmt,  so 
versteht  man  unter  der  Idealnorm  von  :|3  in  bezug  auf  x die 
lineare  Funktion  x — a,  wenn  a endlich  ist,  sonst  den  Wert  1. 
Sie  hängt  natürlich  von  der  Wahl  von  x ab.  Unter  der  Ideal- 
norm irgendeines  Divisors  versteht  mau  das  Produkt  der  Ideal- 
normen der  einzelnen  in  dem  Divisor  enthaltenen  Primteiler. 
Die  Idealnorm  von  sei  mit  A bezeichnet  und  die  von  b,  die 
immer  das  Quadrat  einer  ganzen  Funktion  ist,  mit  X^.  Die 
Grade  dieser  ganzen  Funktionen  von  x sind  2w^  und  2d^,  vor- 
ausgesetzt, daß  an  keiner  der  Stellen,  die  einen  Beitrag  zu  5^ 
und  b liefern,  x unendlich  ist.  Sonst  treten  Graderniedrigungen 
ein.  Bezeichnet  D die  Diskriminante  von  f(xj  y)  in  bezug  auf 
2/,  so  gilt  die  Darstellung 

D = AX\ 

Nach  Kronecker  heißt  X der  außerwesentliche,  A der  wesentliche 
Teiler  der  Diskriminante  D.  In  der  älteren  Literatur  werden- 
die  ganzen  Funktionen  Z>,  z/,  X untersucht;  Dedekind-Weber 
haben  die  Primteiler  selbst  betrachtet.  Vgl.  die  ausführliche 
Darstellung  von  Hensel-Landsberg.  Dabei  ist  diesen  dadurch 
eine  bedeutende  Vereinfachung  gelungen,  daß  sie  sich  nicht  auf 
ganze  Divisoren  beschränken. 
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§ 8.  Geometrische  Deutung  der  den  Körper  K definierenden 
Grundgleichung. 

II.  Homogene  Koordinaten. 

Es  seien  Cq,  öj,  02  drei  linear  unabhängige  ganze  Divisoren 
einer  Klasse  (a)  ohne  gemeinsamen  Teiler.  Ihre  Ordnung  sei  n. 
Ferner  sei  irgendein  Divisor  der  Klasse  (a).  Setzen  vrir 

dann 

«Tq  — in  öq  j m f ^2  — in  CI2  ^ 

so  sind  die  Funktionen  des  Körpers  und  es  besteht  zwischen 
ihnen  eine  homogene  Gleichung  ?^-ten  Grades  F(xq,  = 0. 

Bei  passender  Wahl  der  Divisoren  besteht  der  Körper  K aus 
allen  homogenen  rationalen  Funktionen  von  Xq^Xi^X2.  Deutet 
man  die  x.  als  homogene  Punktkoordinaten  der  Ebene,  so  de- 
finiert jF  = 0 eine  algebraische  Kurve. 

Besteht  dann  zwischen  Xq.,x^^X2  eine  homogene  Gleichung 

(1)  G-(xqj  x^^  ^^2)  ==  0, 

so  schreibt  man  sie,  da  es  auf  den  Faktor  nt  nicht  ankommt, 
auch  in  der  Form 

(2)  G(o„,  Ol,  O2)  = 0. 

Umgekehrt  soll  eine  Gleichung  der  Form  (2)  bedeuten,  daß  die 
Gleichung  (l)  besteht.  Ist  ferner  h(xQ,  x^,  X2)  eine  ganze  ratio- 
nale homogene  Funktion,  so  wird  unter  Ä(ao,  0^,  02)  der  Zähler- 
divisor von  h(xQ,  x^^  X2)  verstanden,  vorausgesetzt,  daß  der  Di- 
visor nt”^  als  ganzer  Divisor  gewählt  ist. 

Setzen  wir  x^/xq  = x,  X2IXQ  = y,  so  können  wir  x.,y  als 
nicht  homogene  Koordinaten  betrachten.  Zu  diesen  gehört  nach 
dem  vorigen  Paragraphen  ein  bestimmter  Doppelpunktdivisor  b. 
Dieser  hat  den  Faktor  der  bei  der  jetzigen  Betrachtungs- 

weise unwesentlich  ist.  Man  setzt  daher 

(3)  b = 

und  nennt  b den  Doppelpunktdivisor  in  projektivem  Sinn.  Die 
Gleichung  (3)  gilt  aber  nur,  wenn  Oq  und  üj  und  ebenso  Cq 
und  02  teilerfremd  sind.  Anderenfalls  gilt  die  Gleichung 


2„wi— 2’ 


(4) 
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in  der  und  die  Nenner  di  visoren  von  x und  y bedeuten 
und  l und  m die  Ordnungen  von  und  n^.  Der  Divisor  b 
ist  linearen  homogenen  Transformationen  der  Veränderlichen 
gegenüber  invariant.  Seine  Ordnung  ist  immer  gerade  und  sei 
mit  2d  bezeichnet.  Aus  (3)  folgt 

2d  = 2d  — n(n  — l). 

Es  gelten  folgende  Divisorengleichungen 

/r\  ^ ? ^1  1 ^ä)  ■>  1 ^2)  V, 

dCLff 

dF{a,,a,,a,)  ^ . 
da, 

Darin  bedeutet  z.  B.  den  Verzweigungsdivisor,  der  zu  der 

Funktion  CI1/CI2  als  unabhängiger  Veränderlichen  angehört.  Durch 
Vergleichen  der  Ordnungen  der  Divisoren  links  und  rechts  in 

(5)  folgt 

(6)  p = yC«  — l)(n-2)  — d. 

Über  b besteht  der  wichtige  Satz;  Eine  Funiction  des  Kör- 
pers, die  ein  Vielfaches  des  Divisors  b/a^  ist,  läßt  sich  als  ganze 
homogene  Funktion  v-ten  Grades  von  Xq,x^,  x^  darstellen.  Man 
nennt  eine  ganze  homogene  Funktion  v-ten  Grades,  deren  Zäh- 
ler durch  b teilbar  ist,  eine  adjungierte  Funktion  v-ten  Grades 
und  die  durch  Nullsetzen  einer  solchen  Funktion  definierte  Kurve 
eine  adjungierte  Kurve  v-ter  Ordnung.  Ist  v = w — 3,  so  nennt 
man  eine  solche  Funktion  eine  spezielle  adjungierte  Funktion 

oder  eine  cp-Funktion.  Eine  gj-Funktion,  gleich  Null  gesetzt, 

liefert  eine  cp-Kurve.  Eine  solche  hat  mit  der  Grundkurve 
außer  den  mehrfachen  Punkten  noch  2p  — 2 Punkte  gemein- 
sam. Von  besonderer  Bedeutung  (vgl.  § 10)  sind  noch  diejeni- 

gen adjungierten  Kurven  der  Ordnung  2jp  + 2d,  deren  2p  von 
den  in  b enthaltenen  Nullstellen  verschiedene  Nullstellen  paar- 
weise zusammenfallen.  Solcher  Punktionen  gibt  es  bis  auf  kon- 
stante Faktoren  2^p.  Ist  'tp  eine  dieser  Funktionen,  so  ist 
eine  Funktion,  die  sich  überall  wie  eine  Funktion  aus  K ver- 
hält, die  aber  nicht  eindeutig  ist,  sondern  ihr  Vorzeichen  ändern 
kann,  wenn  die  Stelle,  von  der  sie  abhängt,  auf  der  Riemann- 
schen Fläche  einen  geschlossenen  Weg  beschreibt.  Man  nennt 
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eine  WurzelfimMion  (erster  Ordnung).  Das  Produkt  zweier 
solcher  Funktionen  heißt  Wurzelfunktion  zweiter  Ordnung. 

Es  sei  noch  die  Aronhöldsche  Schreibweise  für  sin  Differen- 
tial in  homogenen  Koordinaten  angegeben.  (Aronhold,  Bert. 
Sitzungsber.  1861;  ferner;  Über  eine  neue  algebraische  Behand- 
lungsweise der  Integrale  irrationaler  Differentiale  usw.  J.  f.  Math, 
61,  S.  95,  1863)  c c e 


«0  *1 

/ —\  / \ d oCr.  doß-t  dcCa 

(^)  ^(^0?  ^15  ^2)  y 

Bxq  dx^  dx^ 

wo  g eine  homogene,  nicht  notwendig  ganze,  Funktion  vom 
Grade  n — 3 sein  muß.  Dies  Differential  ist  dann  und  nur 

dann  von  der  ersten  Gattung,  wenn  g eine  ^-Funktion  ist.  Es 

gibt  daher  p linear  unabhängiger  solcher  Funktionen.  Der 

größte  gemeinsame  Teiler  der  Zähler  dieser  Funktionen  ist  der 
Doppelpunktdivisor  b . 

Es  sei  bg  der  Zähler  einer  adjungierten  Funktion  m-ter 
Ordnung.  Zerlegt  man  den  ganzen  Divisor  g irgendwie  in 
zwei  ganze  Divisoren  r,  so  werden  r und  ö B,este  vonein- 
ander genannt.  Die  charakteristische  Beziehung  zweier  Reste  r 
und  § besteht  darin,  daß  br^  ein  durch  b teilbarer  ganzer  Di- 
visor ist,  der  einer  Klasse  angehört,  die  eine  Potenz  von  (a) 
ist.  Zwei  ganze  Divisoren  oder  die  ihnen  auf  der  algebraischen 
Kurve  entsprechenden  Punktgruppen  heißen  Tcor residual , wenn 
sie  Reste  desselben  Divisors  § sind.  Es  gilt  dann  folgender 
Hauptsatz;  Sind  r und  r'  horresidual  in  bezug  auf  § und  ist 
irgendein  anderer  Divisor  .Best  von  r,  so  ist  er  auch  Best 
von  X.  Der  Beweis  ist  einfach.  Bezeichnen  wir  nämlich  durch 
q q',  daß  die  Divisoren  q,  q'  äquivalent  sind,  also  derselben 
Klasse  angehören,  so  lauten  die  Voraussetzungen  des  Satzes 
br§  a^,  br'§  ~ a^,  br§'~  wo  1,  ja,  v irgendwelche  ganze 
Zahlen  sind.  Daraus  folgt  aber  die  Behauptung  in  der  Form 

(br'§)(br§')(^r§)-^  = R§'<-^  + 


Dieser  Restsatz  ist  in  der  Brill-No eth ersehen  Theorie  das 
Fundament  der  ganzen  Untersuchung  und  wird  dort  durch  geo- 
metrische Betrachtungen  bewiesen.  (Brill-Noether,  Über  die 
algebraischen  Funktionen  und  ihre  Anwendung  in  der  Geometrie, 
Math.Ann.  7,  S.  269,  1874.) 
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§ 9.  Geometrische  Deutung  der  den  Körper  definierenden 
Grundgleichung. 

IIL  Linienkoordinaten.  Plückersche  Formeln. 

Die  Bezeichnungen  des  vorigen  Paragraphen  mögen  bei- 
behalten werden.  Es  gelten  folgende  Definitionen  und  Sätze: 
Man  nennt  alle  Divisoren  von  der  Form 

(1) 

bei  konstanten  Cq,  Cj,  eine  einfach  unendliche  Divisorenschar.  Ist 
p irgendeine  Stelle  von  K und  bestimmt  man  alle  Divisoren 
der  Schar  (1),  die  durch  den  Primteiler  p teilbar  sind,  so  wer- 
den diese  eine  bestimmte  Potenz  von  Ip,  etwa  p^  gemeinsam 
haben.  Nur  für  eine  endliche  Zahl  von  Stellen  ist  a von  1 
verschieden.  Das  Produkt  erstreckt  über  alle  Stellen 

von  K,  enthält  also  nur  eine  endliche  Zahl  von  Faktoren.  Es 
heißt  der  Yerzweigwngsdivisor  der  Schar  (l)  und  es  ist 

Man  nennt  alle  Divisoren,  die  in  der  Form 

(2)  CoO„+CiOi+C202 

enthalten  sind  bei  konstanten  Cq,  Cj,  Cg?  eine  zweifach  unendliche 
Divisorenschar.  Ist  p wieder  ein  Primteiler  und  bestimmt  man 
alle  Divisoren  der  Schar,  die  p als  Faktor  haben,  so  haben 
diese  eine  Potenz  von  p als  größten  gemeinsamen  Faktor,  etwa. 
Man  nennt  das  Produkt 

rj  ==  np^^-\ 

erstreckt  über  alle  Stellen  von  K,  das  wieder  nur  eine  endliche 
Zahl  von  Faktoren  enthält,  den  ersten  Verzweigungsdivisor  der 
Schar  (2).  Bestimmt  man  ferner  alle  Divisoren  der  Schar  (2), 
die  den  Primteiler  p mindestens  in  der  Potenz  enthalten, 

so  möge  die  größte  Potenz  von  p,  die  alle  diese  Divisoren  ent- 
halten, die  («1  -j-  «2)-te  sein.  Das  über  alle  Stellen  von  K er- 
streckte Produkt  „ , 

r2=  np"*-^ 

enthält  wieder  nur  eine  endliche  Zahl  von  Faktoren  und  heißt 
der  zweite  Verzweigungsdivisor  der  Schar  (2).  Die  Ordnungen 
der  Divisoren  und  tg  seien  r^  imd  rg.  Diese  Divisoren  haben 
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für  die  durch  die  Gleichung  F{xq^  x^  — 0 definierte  Kurve 
F in  den  einfachsten  Fällen  folgende  geometrische  Bedeutung. 
Hat  für  einen  in  enthaltenen  Primteiler  p der  Exponent  cc^ 
den  kleinsten  Wert  2,  und  ist  «g  = so  hat  die  Kurve  an  der 
p entsprechenden  Stelle,  die  auch  mit  p bezeichnet  sei,  einen 
BücJcJcehrpunJct  (Spitse)]  ist  «1==  1,  a2  = 2,  so  hat  die  Kurve  in 
p einen  Wendepunkt,  und  wenn  cc^==  2,  so  hat  sie  in  p 

eine  Schnabelspitze.  Es  heißt  daher  auch  der  Divisor  der 
Bückkehrpunkte  und  Tg  der  Divisor  der  Wendepunkte. 

Es  seien  die  homogenen  Linienkoordinaten  der 

Kurve  F.  Es  ist 

UqIU^xu^  ^oiraj*  Sa^tOo* 

Zwischen  Uq,u^,  u^  besteht  eine  irreduzible  homogene  Gleichung, 

die  Gleichung  von  F in  Linienkoordinaten.  Sie  sei  G{uq,u.^^,u^  = 0. 

Der  Grad  k von  G heißt  die  Klasse  von  F.  Es  ist  k gleich 

der  Ordnung  der  Divisoren  i i ^ , nachdem  man  sie 

° 

von  ihrem  größten  gemeinsamen  Teiler  befreit  hat.  Dieser  ist 
aber  gerade  der  Divisor  der  Rückkehrpunkte.  Es  ergibt  sich 
daher  die  Formel 

(I)  k = w — r.^^  2p  — 2 2n  — . 

Es  gilt  ferner  die  Zerlegung 


Xq  x^  x^ 
dxQ  dx^  dx2 
d^x^d^x^d^x^ 


wo  den  gemeinsamen  Nenner  von  Xq,  x^,  x^  bedeutet.  Da 
ein  Differential  die  Ordnung  2p  — 2 hat  und  ein  zweifaches 
Differential  die  Ordnung  2(2^?  — 2),  so  ergibt  sich  folgende 
Formel  für  die  Ordnung  r^  des  Divisors  der  Wendepunkte 

(II)  rg  = 3(2jp  — 2 + — 2r^  = 3(w  — n)  — 2ri . 


Nehmen  wir  an,  daß  die  Kurve  an  Singularitäten  nur  d gewöhn- 
liche Doppelpunkte  und  r einfache  Rückkehrpunkte  hat  und 
ferner  i Wendepunkte  (oder  Wendetangenten)  und  t Doppel- 
tangenten, so  lassen  sich  die  Formeln  (I),  (II)  wegen  r^=r, 
r2  = i,  d = 8 r folgendermaßen  schreiben 

(la)  k = 2p  2{n  — 1)  — r = n{n  — l)  — 2d  — 3r, 

(Ila)  i = 3n{n  — • 2)  — 6d  — 8r. 
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Der  Kurve  F kann  man  dual  eine  andere  entsprechen 
lassen,  so  daß  den  Punkten  und  Tangenten  von  F eineindeutig 
umgekehrt  die  Tangenten  und  Punkte  der  neuen  Kurve  ent- 
sprechen. Am  einfachsten  erhält  man  diese  Kurve,  indem  man 
in  der  Gleichung  von  F in  Linienkoordinaten  die  Linienkoordi- 
naten als  Punktkoordinaten  deutet.  Diese  Kurve  nennt  man 
Beziprokalhurve  von  F.  Deren  Reziprokalkurve  ist  wieder  F, 
Die  Ordnung  der  Reziprokalkurve  ist  gleich  der  Klasse  7c  von  F^ 
ihre  Klasse  gleich  der  Ordnung  n von  F.  Den  Doppelpunkten, 
Wendetangenten,  Rückkehrpunkten,  Doppeltangenten  von  F ent- 
sprechen Doppeltangenten,  Rückkehrpunkte,  Wende  tangenten, 
Doppelpunkte  der  neuen  Kurve.  Wendet  man  also  auf  die  Rezi- 
prokalkurve die  Formeln  la  und  II  a an,  so  bekommt  man 

(III)  n = Tc(Jc-l)  - 2t-  3i, 

(IV)  r=  3Ä(7c  — 2)  — 67  — 8i. 

Die  Formeln  (I)  bis  (IV)  heißen  die  Plücicer sehen  Formeln,  da 
PI  Ücker  sie  zuerst  in  den  einfachsten  Fällen  aufgestellt  hat. 
(J.  Plücker,  System  der  analytischen  Geometrie,  Berlin  1835; 
Theorie  der  algebraischen  Kurven  usw.,  Bonn  1839.)  Da  außer- 
dem beide  Kurven  dasselbe  Geschlecht  haben,  so  ist  noch 

P = yC«  — 1)  («  — 2)  - (J  — r, 

Nach  derselben  Methode  lassen  sich  auch  BaumTcurven  im 
Raume  von  beliebig  vielen  Dimensionen  behandeln.  (Siehe  den 
entsprechenden  Abschnitt  in  dem  Buche  von  Hensel-Lands- 
berg.)  Von  besonderer  Wichtigkeit  ist  die  Raumkurve  im 
Raume  von  p — 1 Dimensionen,  deren  homogene  Koordinaten 
proportional  sind  p linear  unabhängigen  Differentialen  erster 
Gattung.  Sie  heißt  die  Kurve  der  Differentiale  erster  Gattung 
oder  die  Hauptkurve  oder  auch  Normalkurve  des  Körpers  K. 
Sie  ist  ihrer  Definition  nach  invariant  bei  allen  birationalen 
Transformationen  des  Körpers.  Es  gilt  der  wichtige  Satz:  Ist 
der  Körper  K hy per  elliptisch,  so  entsprechen  jedem  Punkte  der 
Hauptkurve  zwei  Punkte  von  K und  jeder  Stelle  von  K ein  Punkt 
der  Hauptkurve.  Ist  K nicht  hyperelliptisch,  so  entsprechen  die 
Punkte  der  Hauptkurve  und  die  Stellen  von  K einander  einein- 
deutig. Die  Hauptkurve  ist  also  im  hyperelliptischen  Fall  dop- 
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pelt  zu  zähleu,  während  sie  im  allgemeinen  Pall  keinen  mehr- 
fachen Punkt  besitzt.  Es  sei  noch  der  Satz  angeführt:  Es  gibt 
immer  eine  doppelpunMfreie  Baumkurve  der  Art,  daß  die  PunJde 
der  Kurve  und  die  Stellen  von  K einander  eineindeutig  entsprechen. 

Durch  Projektion  einer  solchen  Kurve  oder  auch  der  Haupt- 
kurve auf  eine  Ebene  kann  man  Grundkurven  für  den  Körper  K 
finden,  die  nur  gewöhnliche  Singularitäten  besitzen. 

Es  sei  an  dieser  Stelle  auch  auf  die  Methode  F.  Kleins 
hingewiesen  zur  Darstellung  der  Funktionen  und  Integrale  eines 
algebraischen  Körpers,  die  zu  besonders  einfachen  Darstellungen 
führt.  Klein  stellt  das  algebraische  Gebilde  als  ein-  oder  mehr- 
fach überdeckte  Kurve  des  Gebietes  von  n homogenen  Veränder- 
lichen 5^1,  .^2,  ' ’ -t  solcher  Beschaffenheit,  daß  die 

p Differentiale  erster  Gattung  proportional  zu  p ganzen  alge- 
braischen (nicht  notwendig  rationalen)  Formen  einer  bestimmten 
Dimension  werden,  die  keine  gemeinsame  Nullstelle  haben.  Für 
n =>  2 ergibt  sich  die  Riemannsche  Fläche.  Genaueres  hier- 
über sehe  man  in  der  Arbeit  von  F.  Klein,  Zur  Theorie  der 
Äbelschen  Funktionen,  Math.  Ann.  36,  S.  1,  1890;  F.  Klein, 
Riemannsche  Flächen.,  Autographiertes  Vorlesungsheft,  Göttingen 
1892;  Ensykl.  d.  m.  W.  II  2,  S.  153. 
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Ein  tieferes  Eindringen  in  die  Theorie  der  Äbelschen 
Integrale  ist  auf  zwei  wesentlich  verschiedenen  Wegen  möglich, 
einmal  auf  transzendentem  Wege  (Riem ann)  und  zweitens  auf 
algebraischem  Wege  (Weierstraß).  Die  algebraische  Methode 
verdient  insofern  den  Vorzug,  als  sie  mit  einfacheren  und  natur- 
gemäßeren Hilfsmitteln  auskommt  und  auch  gleichzeitig  Metho- 
den zur  Berechnung  aller  wichtigen  Funktionen  und  Integrale 
liefert.  Die  folgende  Darstellung  schließt  sich  daher  an  die 
Weierstraßsche  Darstellung  an.  Doch  soll  auch  der  Rie- 
mannsche Weg  kurz  angedeutet  werden  (§11).  Zur  genaueren 
Vergleichung  der  beiden  Methoden  sehe  man  die  betreffenden 
Abschnitte  in  dem  Buche  von  Hensel -Landsberg  und  die 
Anzeige  von  0.  Blumenthal  der  mathematischen  Werke  von  Karl 
Weierstraß  in  den  Göttinger  gelehrten  Anzeigen  2 (1905). 

Es  gibt  p und  nur  p linear  unabhängige  Integrale  erster 
Gattung,  p solche  Integrale  seien  bezeichnet  mit  , Jg  ? • • • » Ip- 
Die  untere  Grenze  sei  bei  allen  dieselbe  Stelle,  etwa  u.  Ferner 
kann  man  p eigentliche  Integrale  zweiter  Gattung  Jg"?  • • • ? 
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deren  untere  Grenze  auch  u sei,  so  bestimmen,  daß  sich  jedes 
Integral  ohne  logarithmische  ünendlichkeitss teile  in  der  Form 
darstellen  läßt 


wo  B eine  Funktion  des  Körpers  und  die  c Konstanten  sind. 
Es  gilt  der  folgende  Satz. 

Satz  I.  Eine  lineare  homogene  Form  I der  2p  Integrale 
J^,  mit  konstanten,  nicht  sämtlich  verschwindenden  Koeffi- 
zienten ist  nie  eine  Funktion  des  Körpers.  Die  2p  Integrale 
bilden,  wie  man  sagt,  ein  irreduzibles  System.  Es  kann  daher 
auch  nicht  das  über  einen  geschlossenen  Weg  erstreckte  Inte- 
gral I für  jeden  geschlossenen  Weg  Null  sein. 

Es  seien  p,  p'  zwei  Stellen  des  Körpers  und  es  seien  x 
die  Werte  der  unabhängigen  Veränderlichen  für  diese  Stellen. 
Dann  gibt  es  ein  von  den  Stellen  p,  p'  abhängendes  Doppel- 
differential ■,  n f 

I>(pj  :|) ) = )dxdx 


mit  folgenden  Eigenschaften: 

1.  Es  ist  p')  eine  symmetrische  Funktion  der  beiden 

Stellen  D ändert  also  sein  Zeichen  bei  der  Vertauschung 

von  p und  p\  da  dxdx  = — dx' dx  ist. 

2.  Es  seien  t'  zwei  Größen  des  Körpers,  von  denen  die 
erste  an  der  Stelle  p,  die  zweite  an  der  Stelle  p'  von  der  ersten 
Ordnung  Null  wird.  Erhält  man  dann  für  kleine  Werte  von  t 
und  t'  verschiedene  Elemente  des  Körpers,  so  ist 

p')  = P(t,  t')dtdt\ 

wo  P eine  gewöhnliche  Potenzreihe  von  t'  ist.  Geben  aber 
kleine  Werte  von  t und  t'  dasselbe  Element  des  Körpers,  so  ist 

-DCV-  P')  = 

WO  wieder  P eine  gewöhnliche  Potenzreihe  von  t'  ist. 

3.  Das  allgemeine  Differential  mit  den  Eigenschaften  1 
und  2.  hat  die  Form 

a,fi 

WO  die  s^^  Konstanten  sind,  die  der  Bedingung  genügen  s^^ß  = s^^ 
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4.  Da  D als  Funktion  von  ein  Differential  zweiter  Gat- 
tung mit  nur  einer  Unendlichkeitsstelle,  nämlich  ist,  so  läßt 
es  sich  als  lineare  Funktion  der  2p  Differentiale 
darstellen,  vermehrt  um  das  Differential  einer  rationalen  Funk- 
tion. Durch  passende  Wahl  der  vorkommenden  Funktionen  kann 
man  erreichen,  daß  diese  Darstellung  die  Form  hat 

D=h{p,  ^')dxdx’=^:^^dxdx'- 

a=  1 

WO  H eine  rationale  Funktion  von  ist,  und  zwar  bei  pas- 

sender Wahl  der  Integrale  J^,  die  Weierstraßsche  if-Funk- 
tion  (§  3,  S.  856). 

Hieraus  folgt  wegen  1. 

KP',  P)dxdx'  =^^^^dxdx- 

a = l 

und  wegen  = h{p', 

(?g(p,p')  dsip',p)  , _yldi^{p)di^(p’) 

dx  dx'  \ dx  dx'  dx  dx  \ 


5.  Es  ist,  wie  aus  2.  und  4.  folgt,  wenn  von  ^2 
schieden  ist, 

dfo^  ^ dx '^')dx' 

ein  Elementardifferential  dritter  Gattung  mit  den  beiden  Unend- 
lichkeitsstellen ^1,  |)2  Eesiduen  — 1,  + 1 und,  wenn 

mit  zusammenfällt,  ein  Differential  erster  Gattung.  Für 
dies  Differential  gilt,  wie  aus  1.  unter  Berücksichtigung  der 
Singularität  des  Differentials  folgt,  folgender  wichtige  SaU  von 
der  Vertauschung  von  Parameter  und  Argument: 


Satz  II.  Schneiden  einander  die  Integrationswege 
^^-mal  öfter  in  positivem  Sinne  als  in  negativem,  so  ist 


t>2 


qi  Pi 


2n7ti, 


was 


man  auch  so  ausdrückt,  daß  man  sagt,  das  Integral 
P1P2  Vertauschung  von  Parameter  und  Argument. 
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Dabei  läßt  sich  das  Schneiden  in  positivem  Sinne  rein  arithme- 
tisch definieren.  Dieser  Satz  bleibt  bestehen,  wenn  einer  oder 
beide  Integrationswege  geschlossen  sind. 

Das  allgemeine  Elementarintegral  dritter  Gattung  mit  den 
beiden  Unendlichkeitsstellen  ^21  Vertauschung  von 

Parameter  und  Argument  gestattet,  ist  von  der  Form 

Qa  Qa  t^a 

Pi  Pi  fl 

WO  die  Konstanten  der  Bedingung  genügen  s^ß—  Sß^.  Hier- 
aus und  aus  5.  folgt: 

Gestattet  ein  Integral  dritter  Gattung  die  Vertauschung 
von  Parameter  und  Argument,  so  ist  sein  Integrand,  als  Funk- 
tion der  Unstetigkeitsstellen  betrachtet,  ein  Integral  zweiter  Gat- 
tung. Hängt  also  der  Integrand  eines  Integrals  dritter  Gattung 
algebraisch  von  den  Unstetigkeitsstellen  ab,  so  gestattet  das  Inte- 
gral nie  die  Vertauschung  von  Parameter  und  Argument.  Durch 
Differentiation  eines  Elementarintegrals  dritter  Gattung  nach 
seinem  Parameter  bekommt  man  ein  Integral  zweiter  Gattung. 

Die  Perioden  (Periodizitätsmoduln). 

Eine  geschlossene  reguläre  Kurve  innerhalb  des  algebraischen 
Gebildes,  die  sich  nicht  selbst  schneidet,  heißt  nach  Weierstraß 
ein  Kreis.  Man  kann  sich  einen  solchen  Kreis  am  besten  auf 
einer  Riemannschen  Fläche  veranschaulichen.  Weierstraß 
benutzt  indessen  dies  Hilfsmittel  nicht.  Es  sei  irgendein 
Kreis.  Ein  über  erstrecktes  Abelsches  Integral  heißt  ein 
vollständiges  Integral  oder  eine  Periode  (Periodizitätsmodul)  des 
Integrals.  Die  zu  gehörenden  Perioden  der  2p  Integrale 
I I ^ seien 

«’  « COil,  «21,  . . 7?21,  . . 

A'i  sei  so  gewählt,  daß  diese  Perioden  nicht  alle  Null  sind,  was 
nach  Satz  I immer  geht. 

Wir  betrachten  die  Funktion 

(1)  dx, 

^ U 

WO  U die  untere  Grenze  der  Integrale  J^,  sei.  Nach  4.  ist 

p 

(2)  [^al^a  }> 

a = l 
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also  ein  Integral  zweiter-  Gattung  und  sicher  nicht  identisch  Null. 
Aus  der  Darstellung  (l)  und  aus  Satz  II  folgt  unter  Benutzung 
der  Formeln  in  4.,  daß  sich  nicht  ändert,  wenn  p einen 

geschlossenen  Weg  beschreibt,  der  gar  nicht  oder  eine  gerade 
Zahl  von  Malen  schneidet,  daß  aber  27i:i  ^nimmt, 

wenn  p einen  geschlossenen  Weg  beschreibt,  der  einmal  in 
positivem  Sinne  schneidet.  (Bei  passender  Definition  des  posi- 
tiven Sinnes.)  Da  aber  nach  Satz  I und  der  Darstellung  2. 
nicht  für  alle  Kreise  die  Periode  Null  haben  kann,  so  gibt  es 
sicher  einen  Kreis  der  den  Kreis  nur  einmal  schneidet, 
und  für  den  nicht  alle  Perioden  der  2p  Integrale  J^, 

Null  sind. 

Es  läßt  sich  weiter  mit  Hilfe  von  Satz  I und  II  zeigen, 
daß  es  p Kreispaare  von  folgender  Beschaffenheit  gibt: 

Die  Kreise  eines  Paares  haben  einen  Punkt  gemeinsam, 
während  die  Kreise  verschiedener  Paare  einander  nicht  schneiden. 

Die  zu  den  Kreisen  Kj  gehörenden  Perioden  der  In- 
tegrale Iß,  Iß  mögen  mit  (Oßa  und  rjßa^  rjßa  bezeichnet 

werden.  Sie  heißen  Fundamentalperioden.  Aus  Satz  II  folgt, 
indem  man  als  Integrationswege  zwei  Kreise 

Ka  wählt,  mit  Benutzung  der  Gleichungen  in  4 

p 

^ ~ = 0, 
a = 1 


a:  = 1 
P 

ß '^ay^ 


a = l 


0 für  ß ^ y 
2ni  für  ß = y 


Diese  Gleichungen  geben  die  Periodenrelationen  in  der 
straßschen  Form. 

Bezeichnet  man  das  System  von  (2^)^  Elementen 


fOaß 

(Xiaß 

.nccß 

Vaß. 

Weier- 


kurz  mit  T,  ferner  das  Einheitssystem  aus  p^  Elementen  mit  e 
und  das  System  , ^ . 
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mit  E,  so  lassen  sich  die  Periodenrelationen  in  der  Form 
schreiben 


(3) 


3'EZ’  = 


Da  E ^ = — J57  ist,  wenn  E das  Einheitssystem  von  (2^)^  Ele- 
menten ist,  so  folgt  hieraus,  daß  auch 


2k 

Schreibt  man  die  in  dieser  Formel  zusammengefaßten  (2j9)^ 
Gleichungen  einzeln  hin,  so  bekommt  man  die  Miemannsche  Form 
der  Periodenrelationen^  von  denen  folgende  besonders  wichtig  sind, 
da  sie  nur  Perioden  von  Integralen  erster  Gattung  enthalten: 


p 

a = l 


Die  Kreise  Kj  lassen  sich  auf  unendlich  verschiedene 
Arten  wählen,  ohne  daß  sie  ihre  wesentlichen  Eigenschaften  ver- 
lieren. Sind  Kß^  Kß'  solche  anderen  Kreise  und  sind  ooaß] 
^aßi^aß  die  zugehörigen  Perioden,  so  besteht  zwischen  ihnen, 
wenn  das  System 


(Oaß 

(Oaß 

jlaß 

Vaß. 

bezeichnet,  die  Gleichung 

TC= 

wo  C ein  ganzzahliges  System  mit  der  Determinante  1 bedeutet, 
das  der  Bedingung  _ 

OEO=E 

genügt.  Man  sagt,  die  ursprünglichen  Perioden  hängen  mit  den 
neuen  zusammen  durch  eine  lineare  Transformation. 

Aus  (3)  folgt,  daß  die  Determinante  des  Systems  T von 
Null  verschieden  ist.  Daher  sind  die  p Kreispaare  und  die  zu- 
gehörigen 2j?  Periodensysteme  voneinander  unabhängig.  Daraus 
folgt,  daß  jeder  andere  Kreis  sich  auf  die  p Kreispaare  zurück- 
führen läßt,  und  daß  jeder  Kreis,  der  keinen  der  2p  Kreise 
schneidet,  das  algebraische  Gebilde  oder  die  Riemann- 
sche Fläche  in  zwei  getrennte  Teile  zerlegt.  Damit  sind  die 
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bereits  in  § 2 angegebenen  Riemannschen  Sätze  aus  der  analysis 
situs  über  die  Riemannsche  Fläche  arithmetisch  bewiesen. 

Es  gelten  ferner  folgende  Sätze: 

Ein  Integral  mit  p einfachen  Polen  ist  stets  und  eindeutig 
durch  seine  2^  Perioden  bestimmt. 

Man  kann  ein  Integral  zweiter  Gattung  immer  so  nor- 
mieren, daß  es  nur  für  einen  der  2jp  Kreise  eine  von  Null  ver- 
schiedene Periode  hat. 

Die  2p  Periodensysteme  der  p Integrale  erster  Gattung 
sind  voneinander  unabhängig. 

Es  gibt  kein  Integral  erster  Gattung,  dessen  zu  irgend  p 
sich  nicht  schneidenden  Kreisen  gehörende  Perioden 

sämtlich  Null  sind. 

Daher  kann  man  durch  lineare  Transformation  neue  p linear 
unabhängige  Integrale  erster  Gattung  so  wählen,  daß  ihr  Pe- 
riodensystem die  'kanonische  Form  annimmt 


1 

0 . . . 

0 

Hl 

Tj2  • 

• • Hp 

0 

1 . . . 

0 

Hl 

H2  • 

• • Hp 

0 

0 . . . 

1 

Hl 

Hs  • ’ 

' ‘ Hp* 

Zufolge  der  Periodenrelationen  ist 

Die  mit  den  imaginären  Bestandteilen  der  gebildete 
quadratische  Form  ist  positiv  definit. 

Zerschneidet  man  das  algebraische  Gebilde  oder  eine  der 
zugehörigen  Riemannschen  Flächen  längs  der  Kreise 
so  werden  auf  der  zerschnittenen  Fläche  die  Integrale  erster 
und  zweiter  Gattung  eindeutige  Funktionen.  Die  Werte,  die 
ein  Integral  in  zwei  unmittelbar  nebeneinander,  aber  auf  ver- 
schiedenen Seiten  eines  Kreises  liegenden  Punkten  an- 

nimmt, unterscheiden  sich  um  eine  Konstante,  nämlich  um  die 
zu  dem  Kreise  gehörende  Periode.  Hieraus,  aber  auch 

schon  aus  dem  früheren  folgt,  daß  die  verschiedenen  Werte 
eines  Integrals  erster  oder  zweiter  Gattung  an  einer  Stelle  sich 
um  Größen  unterscheiden,  die  aus  den  Fundamentalperioden  des 
Integrals  linear  mit  ganzzahligen  Koeffizienten  zusammenge- 
setzt sind. 

Zerschneiden  wir  das  algebraische  Gebilde  längs  der  Kreise 
und  außerdem  längs  einer  zwei  Stellen  :pj,  verbin- 
denden Linie  U,  die  die  Kreise  Z^,  Kj  nicht  schneidet,  so  wird 

Pascal,  Eepertoriam  I.  2.  2.  Aufl.  56 
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in  dem  so  zerschnittenen  Gebilde  das  Elementarintegral  dritter 
Gattung  mit  den  Unendlichkeitsstellen  eindeutig.  An  den 

Kreisen  verhält  sich  das  Integral  wie  die  Integrale  erster  und 
zweiter  Gattung.  Außerdem  hat  es  noch  die  Periode  27ci,  um 
die  es  zunimmt,  wenn  die  Linie  a einmal  in  passendem  Sinne 
überschritten  wird. 


§11.  Die  Biemannsche  Methode. 


Während  Weierstraß  zunächst  die  Integrale  algebraisch 
definiert  und  dann  mit  Hilfe  des  Satzes  von  Vertauschung  von 
Parameter  und  Argument  bei  Integralen  dritter  Gattung  die 
Zusammenhangsverhältnisse  des  algebraischen  Gebildes  und  die 
Periodeneigenschaften  der  Abelschen  Integrale  auf  rein  arith- 
metischem Wege  herleitet,  geht  Riemann  den  umgekehrten  Weg. 
Er  bestimmt  zunächst  auf  geometrischem  Wege  die  Zusammen- 
hangsverhältnisse der  Riemannschen  Fläche  und  beweist  dabei 
die  in  § 2 angegebenen  Sätze  über  die  Zerschneidung  der  Rie- 
mannschen Fläche.  Dann  beweist  er  die  Existenz  der  Integrale 
mit  Hilfe  des  sog.  Dirichletschen  Prinzips,  dessen  Gültigkeit 
allerdings  erst  von  Hilbert  bewiesen  ist.  (D.  Hilbert,  Vher 
das  Birichletsche  Prinzip,  JaJiresher.  d.  deutschen  Math.  Yereinigwng 
8,  S.  184,  1900.)  Die  Periodenrelationen  und  die  weiteren 
Sätze  über  die  Integrale  beweist  er  dadurch,  daß  er  passend  ge- 
wählte Integrale  über  die  Begrenzung  der  in  eine  einfach  zu- 
sammenhängende Fläche  verwandelten  Riemannschen  Fläche  aus- 
rechnet. 


§12.  Die  Frimfunktionen. 


Wie  in  § 10  seien  2 j?  5i-Funktionen  durch  die  Gleichungen 


P 


» 


definiert.  Dies  sind,  wie  wir  in  § 10  sahen,  Integrale  zweiter 
Gattung  mit  der  einen  Periode  27ti.  Setzen  wir  daher 


§13.  Das  Abelsclie  Theorem. 
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so  sind  dies  eindeutige  transzendente  Funktionen,  die  nirgends 
•verschwinden,  an  den  ünendlichkeitsstellen  von  p')  wesent- 
lich singulär  sind  und  an  der  Stelle  u gleich  1 werden.  Die 
Funktionen  heißen  nichtverschwindende  E-Funläionen,  Weiter 
betrachtet  Weierstraß  noch  5i-Funktionen,  die  definiert  sind  durch 
die  Gleichung 

;ß(P;  Pi>  »»o)  “J 

Po  U 

Eine  solche  Funktion  wird  an  den  Stellen  p^  und  unendlich 
wie  lg  t und  — lg  ^ und  hat  sonst  nur  Pole.  Ferner  hat  die 
Funktion  nur  die  Periode  2 Tri.  Setzt  man  nach  Weierstraß 

Pi,  Po)  = 

so  ist  dies  eine  eindeutige  transzendente  Funktion  des  algebra- 
ischen Gebildes,  und  zwar  eine  PrimfunMion,  da  sie  nur  die 
einfache  Nullstelle  und  den  einfachen  Pol  po  hat.  Es  besteht 
der  wichtige  Satz:  Jede  Fwnktion  des  Körpers  läßt  sich  als 
Produlct  solcher  Primfunktionen  darstellen.  Die  nicht  verschwin- 
denden jE- Funktionen  spielen  dabei  die  Rolle  der  Einheiten. 
Ferner  ist  auch  jedes  Abelsche  Integral  durch  jB- Funktionen  dar- 
stellbar. 

Statt  der  von  Weierstraß  benutzten  Primfunktionen  kann 
man  auch  andere  einführen,  z.B.  die  J57-Funktionen,  die  F.  Schottky 
{Über  eine  spezielle  Funktion,  welche  hei  einer  bestimmten  linearen 
Iransformation  ihres  Argumentes  u/ngeändert  bleibt,  J.  f Math.  101, 
S.  242,  1887)  für  einen  besonderen  Fall  und  F.  Klein  {Zur 
Iheorie  der  Abelschen  Funktionen,  Math.  Ann.  36,  S.  11,  1890) 
für  den  allgemeinen  Fall  definiert. 


§ 13.  Das  Abelsche  Theorem. 

Das  Abelsche  Theorem  kann  in  seiner  allgemeinsten  Fassung 
folgendermaßen  ausgesprochen  werden: 

Es  seien  Oj,  Og,  . . . 0^  die  Nullstellen  und  Bg?  • • • 
Unendlichkeitsstellen  einer  Funktion  x des  Körpers.  Ferner  sei 
dvi  ein  Abelsches  Differential.  Dann  ist 
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wo  jR(x)  eine  rationale  Funktion  von  x ist  und  wo  das  Kon- 
gruenzzeichen = hier  und  auch  im  folgenden  bedeutet,  daß  die“ 
Gleichung  nur  gelten  soll  bis  auf  Perioden  des  links  stehenden 
Integrals.  Gilt  umgekehrt  für  alle  Abelschen  Differentiale  eine 
solche  Beziehung,  so  gibt  es  eine  Funktion  des  Körpers,  die 
nur  an  den  Stellen  Null  und  an  den  Stellen  unendlich 
wird.  Es  genügt  schon,  wenn  die  Beziehung  für  alle  Differen- 
tiale erster  Gattung  besteht. 

Das  Abelsche  Theorem  gibt  also  die  notwendige  und  hin- 
reichende Bedingung  dafür,  daß  ein  Divisor  der  Hauptklasse 
angehört.  Der  Beweis  dieses  äußerst  wichtigen  Satzes  ist  höchst 
einfach.  Man  sehe  darüber  N.  H.  Abel,  WerTce,  herausgegeben 
von  L.  Sylow  und  S.  Lie,  1,  S.  145,  444,  515,  Christiania  1881. 
Weierstraß  beweist  den  Satz  dadurch,  daß  er  die  notwendigen 
und  hinreichenden  Bedingungen  dafür  aufstellt,  daß  eip  Produkt 
von  iJ-Funktionen  eine  Funktion  des  Körpers  ist. 

Für  die  Integrale  der  verschiedenen  Gattungen  spezialisiert, 
lautet  das  Theorem  folgendermaßen: 

1.  Es  sei  dco  ein  Differential  erster  Gattung.  Dann  ist 


^ d(o  ^ fi)  -}-•••  -j-  ^d  CO  = 0 , 


öl 


ür 


und  zwar  ist  bei  passender  Wahl  der  Integrationswege  die  links 
stehende  Summe  gleich  Null  (nicht  nur  bis  auf  eine  Periode) 
für  alle  Differentiale  erster  Gattung. 


2.  Es  sei  dm  ein  Differential  zweiter  Gattung  mit  der 
einen,  und  zwar  (fc -P  l)- fachen,  ün endlichkeitsstelle  q und  es 
sei  q ein  cc-facher  Verzweigungspunkt  in  bezug  auf  x.  Dann  ist, 
wenn  wir  den  Wert  von  x an  der  Stelle  q mit  g bezeichnen. 


dm  “p  ■ • * “p 


«1  «2 


Ür 


9 


wo  eine  ganze  rationale  Funktion  von  ijg  ist,  deren 

Grad  gleich  der  größten  in  gja  enthaltenen  ganzen  Zahl  ist, 
und  deren  Koeffizienten  durch  die  des  Hauptteiles  der  Entwick- 
lung von  dm  m der  Umgebung  von  q bestimmt  sind. 

3.  Es  sei  dm  ein  Elementardifferential  dritter  Gattung  mit 
den  beiden  Unendlichkeitsstellen  q^,  qg  und  den  Residuen  — 1, 


14.  Das  UmKelirproblem. 
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-f-  1.  Ferner  seien  q^  die  Werte  von  x an  den  Stellen  qg. 


Dann  ist 


Bl  Ba  Br 

J öfo)  + J d(a  + J d(0  = lg~ 

Ol  Oa  Or 


Das  Abelsche  Theorem  läßt  sich  auch  noch  in  einer  an- 
deren, für  die  Anwendungen  wichtigeren  Form  aussprechen,  wo- 
bei wir  uns  auf  die  Integrale  erster  Gattung  beschränken. 


Jede  Summe  von  Integralen  erster  Gattung  läßt  sich  dar- 
stellen als  Summe  von  p Integralen  erster  Gattung  mit  gegebenen 
unteren  Grenzen.  Die  oberen  Grenzen  bestimmen  sich  algebraisch. 
Ist  nämlich  ^ ^ t. 

fdl,  +fdl„  +...  +fdl„  , («  = 1, 2,  • • -p) 


die  gegebene  Summe  und  sind  qi,  q2)  • • • <1^  die  gegebenen  un- 
teren Grenzen,  so  kann  man  immer  eine  Funktion  des  Körpers 
finden,  die  ein  Vielfaches  des  Divisors 


Ql  Qa » • • flr  ^ 
bl  bg . . . br  qi  q2  • • • q^ 


ist.  Die  p Nullstellen,  die  diese  Funktion  außer  den  noch 
hat,  seien  F)ann  ist  nach  dem  Abelschen  Theorem, 

und  zwar  für  alle  Integrale  erster  Gattung, 


Die  Stellen  p.  sind  im  allgemeinen  eindeutig  bestimmt,  da  der 
Divisor  q von  der  Ordnung  p ist  und  daher  die  Dimension 
seiner  Klasse  im  allgemeinen  gleich  1 ist.  (Vgl.  § 6.) 


§ 14.  Das  Umkehrproblem. 

Es  sei  zunächst  das  Geschlecht  p des  Körpers  gleich  1,  der 
Körper  also  elliptisch.  Es  sei  a eine  feste  und  p eine  veränder- 
liche Stelle  des  Körpers  und  es  sei 

j^dl  = u 
a 
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das  Integral  erster  Gattung.  Dies  Integral  hat  zwei  voneinander 
unabhängige  Perioden  2 a),  2d)'.  Betrachtet  man  die  Funktionen 
des  Körpers  als  Funktionen  des  Integrals  w,  so  werden  sie  ein- 
deutige doppeltperiodische  Funktionen  von  u mit  den  beiden 
Grundperioden  2 a),  2o)'.  Es  sind  dies  die  sogenannten  elliptischen 
Funktionen.  Man  sagt  auch,  die  algebraischen  Funktionen  eines 
Körpers  vom  Geschlechte  1 werden  durch  elliptische  Funktionen 
uniformisiert. 

Es  sei  >•  1.  Ist  J ein  Integral  erster  Gattung  und 
würde  man  wieder  setzen 

f dl==  u 

a 


und  würde  man  wieder  die  Funktionen  des  Körpers  als  Funk- 
tionen des  Integrals  u auffassen,  so  würde  man  Funktionen 
einer  Veränderlichen  erhalten,  die  mehr  als  zwei  linear  unab- 
hängige Perioden  haben,  die  also  nach  einem  Satze  der  Funk- 
tionentheorie unendlich  vieldeutig  und  daher  nicht  die  natur- 
gemäße Verallgemeinerung  der  elliptischen  Funktionen  sind.  Erst 
Jacobi  gelang  es,  das  Umkehrproblem  der  Integrale  erster  Gat- 
tung so  zu  formulieren,  daß  es  als  naturgemäße  Verallgemeine- 
rung der  Umkehrung  des  elliptischen  Integrals  erster  Gattung 
erscheint,  nämlich  folgendermaßen; 

Es  seien  Oj,  Og,  . . . 0^  i?  feste  und  p2»  • • • veränder- 
liche Stellen.  Dann  sind  nach  dem  Abelschen  Theorem  die 
Summen 

+ •••“!■  S 2,  . . .p) 

(Xi  Ct2 

durch  die  p Stellen  bis  auf  zusammengehörige  Perioden  ein- 
deutig bestimmt,  vorausgesetzt,  daß  der  Integrationsweg  eines 
jeden  Integrals  in  allen  Summen  derselbe  ist.  Das  Jacobische 
Problem  ist  nun,  die  rationalen  symmetrischen  Funktionen  der  p 
Stellen  als  Funktionen  der  Integralsummen  u^  darzustellen.  Es 
zeigt  sich,  daß  die  Funktionen,  die  man  so  erhält,  eindeutige 
2j)-fach  periodische  Funktionen  der  p Veränderlichen  u^  sind, 
die  im  endlichen  überall  den  Charakter  rationaler  Funktionen 
haben.  Es  sind  dies  die  sogenannten  Abelschen  Funktionen  von 
p Veränderlichen,  jedoch  nicht  die  allgemeinsten. 


§ 14.  Das  Umkehrproblem. 
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Die  Lösung  dieses  Umkehrproblems  gaben  zuerst  Göpel 
und  Rosenhain  für  den  Fall  ^ = 2,  und  zwar  dadurch,  daß 
es  ihnen  gelang,  die  Thetafunktionen  einer  Veränderlichen,  durch 
die  sich  ja  die  elliptischen  Funktionen  so  einfach  darstellen 
lassen,  zu  verallgemeinern  und  Thetafunktionen  von  zwei  Ver- 
änderlichen herzustellen.  Mit  deren  Hilfe  konnten  sie  dann 
die  Abelschen  Funktionen  von  zwei  Veränderlichen  darstellen. 
(A.  Göpel,  Theoria  transcendentium  Ahelianarum  primi.ordmis 
adumhratio  levis,  J.  f.  Math.  35,  S.  277,  1847  (deutsch  in  Ost- 
walds Klassikern  Nr.  67);  Auszug  mehrerer  Schreiben  des 
Br.  Rosenhain  an  Herrn  Prof.  Jacobi  über  die  hyper elliptischen 
Transcendenten,  J.  f.  Math.  40,  S.  319,  1850;  G.  Rosenhain, 
Memoire  sur  les  fonctions  de  deux  variables  et  ä quatre  periodes, 
qui  sont  les  inverses  des  integrales  ultraelliptiques  de  la  premiere 
classe,  Mem.  sav.  etrang.  11,  1851  (deutsch  in  Ostwalds  Klass. 
Nr.  65).) 

Das  allgemeine  Problem  ist  zuerst  von  Ri e mann  und  von 
Weierstraß  gelöst.  Riemann  verallgemeinerte  die  Methode 
von  Göpel  und  Rosenhain.  Er  definierte  Thetafunktionen  von 
p Veränderlichen,  stellte  durch  diese  die  Abelschen  Funktionen 
dar  und  zeigte,  was  aus  diesen  wird,  wenn  man  ihre  Argumente 
durch  Summen  von  p Integralen  erster  Gattung  ersetzt.  Aus- 
führlicheres hierüber  sehe  man  im  nächsten  Kapitel. 

Weierstraß  dagegen  geht  von  den  Differentialgleichungen 

diM  + + • • ■ + = du, , (« = 1,  2, . . .i.) 

aus.  Er  zeigt,  daß  sich  diese  Gleichungen  so  integrieren  lassen, 
daß  die  symmetrischen  Funktionen  der  p Stellen  bi  Abelsche 
Funktionen  der  Größen  u.  werden.  Dabei  wird  er  ganz  natur- 
gemäß zu  einfacheren  Funktionen  geführt,  durch  die  sich  die 
Abelschen  Funktionen  in  einfacher  Weise  darstellen  lassen.  Diese 
einfachen  Funktionen  sind  nichts  anderes  als  die  Thetafunktionen. 
Die  Schönheit  der  Weierstraßschen  Behandlung  des  Umkehr- 
problems besteht  in  der  naturgemäßen  Einführung  der  Theta- 
funktionen. Man  sehe  den  betreffenden  Abschnitt  in  den  Werken, 
Bd.  IV. 

Man  kann  die  elliptischen  Funktionen  noch  in  anderer 
Weise  verallgemeinern  als  durch  die  Abelschen  Funktionen.  Es 
lassen  sich  die  Funktionen  eines  algebraischen  Körpers  vom 
Geschlechte  p = 1 als  elliptische  Funktionen  einer  Veränder- 
lichen u darstellen.  Man  kann  versuchen  auch  die  Funktionen 
eines  algebraischen  Körpers  vom  Geschlechte  jc)  > 1 durch  Funk- 
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tionen  einer  Veränderlichen  darzustellen,  die  eindeutig  sind  und 

im  endlichen  überall  den  Charakter  rationaler  Funktionen  haben. 

Man  kann  also  versuchen,  wie  man  sagt,  auch  diese  Funktionen 

zu  uniformisieren.  Das  gelingt  mit  Hilfe  der  automorphen  Funh- 
tionen.  Vgl.  Kap.  XIX. 
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Kapitel  XVIII. 

Die  Thetafanktionen  and  die  Abelscben  Fanktionea. 

Von  Heinrich  W.  E.  Jung  in  Halle  a.  d.  S. 


§ 1.  Die  Funktion 

Es  sei  p 

X(n)  = 

kl  = l 

eine  quadratische  Form  der  ^Veränderlichen 
Ferner  sei  gesetzt 

Mgj  • • •»  %)  = ==  ^ exp  (^Ttixin)  + 2ni^Uj^n^, 

wo  in  der  Summe  die  % unabhängig  voneinander  alle  ganzen 
Zahlen  durchlaufen  sollen.^)  Die  rechts  stehende  Summe  konver- 
giert dann  und  nur  dann  absolut,  wenn  die  mit  den  imaginären 
Bestandteilen  der  gebildete  quadratische  Form  positiv  definit 
ist.  Sie  konvergiert  dann  für  jeden  endlichen  Wert  der  Größen  u. 
Die  dadurch  definierte  Funktion  dieser  Größen  heißt  Thetafunh- 
tion.  Über  Thetafunktionen  von  einer  Veränderlichen  vgl.  Kap.  XVI. 
Thetafunktionen  von  mehr  als  einer  Veränderlichen  sind  zuerst 
ein  geführt  von  Göpel  und  Rosenhain  (siehe  Kap.  XVII,  § 14), 
und  zwar  solche  von  zwei  Veränderlichen.  Thetafunktionen  von 
beliebig  vielen  Veränderlichen  sind  aufgestellt  von  Weierstraß 
(1849)  Beitrag  zur  Theorie  der  Abelschen  Integrale.  WerJce  1, 
S.  111,  Berlin  1894  und  von  Riemann  (1857),  Theorie  der 
Abelschen  Funktionen.  Werke^  2.  Aufl.,  S.  127,  Leipzig  1892. 

Die  durch  (l)  und  (2)  definierte  Thetafunktion  hat  folgende 
Eigenschaften: 

1)  Hier  und  in  der  Folge  ist,  um  den  Bau  der  Formel  besser 
erkennen  zu  lassen,  exp(if)  für  e“  gesetzt. 
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1.  Sie  ist  eine  ganze  transzendente  Funktion  ihrer  Argu- 
mente  u. 

2.  Sie  genügt  den  Gleichungen 

• • •,  “i  + 1,  • • •,  %)  = ®(«i.  •. 

«•(«,  + ru,  «s  + r^,)  = 

woraus  allgemeiner  folgt,  wenn  man  bei  ganzzahligen  Ä,  g setzt 

P 

1 = 1 

+001,^2  + «2,  • • •,  + ß>p)  = + ©) 

= exp  Tti%{g)  — ^Tti  '^a^u^Q'iu) 

3.  Durch  die  Eigenschaften  1.  und  2.  ist  die  Funktion  bis 
auf  einen  von  den  abhängenden  Faktor  bestimmt. 

4.  Sie  genügt  den  Differentialgleichungen 

ar**  a^r  ar,j  a^a^^ 


5.  Sie  ist  durch  die  Eigenschaften  1.,  2.,  4.  bis  auf  einen 
auch  von  den  Xj^^  unabhängigen  Faktor  bestimmt. 

Die  \p{p  -[-  1)  Größen  Xj^^  heißen  Parameter  der  Thetafu/nk- 
iionen.  Sie  sind  bis  auf  die  durch  die  Konvergenzbedingung  ge- 
gebenen Ungleichungen  willkürlich.  Die  p Größen  in  einer  Spalte 
des  Systems 


10-- 

• 0 Hi  ■ 

" hp' 

(!>-)  = 

0 1 • • 

* 0 1^22  * 

’ * '^2p 

0 0 • • 

* ^ '^pl  '^p2  ' 

"^PP 

heißen  ein  zusammengehöriges  Periodensystem  oder  kurz  eine 
Periode  der  Thetafunktion.  Ebenso  heißen  p Größen,  die  man 
aus  dem  System  (1,  t)  dadurch  erhält,  daß  man  die  mit  ganzen 
Zahlen  Äj,  . . .,  multiplizierten  Spalten  zu- 

einander addiert,  ein  zusammengehöriges  Periodensystem  oder 
eine  Periode.  Deutet  man  die  reellen  und  imaginären  Teile  der 
Veränderlichen  u als  rechtwinklige  Punktkoordinaten  in  einem 
Raume  von  2p  Dimensionen,  so  entspricht  dem  Größengebiete 
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§ 2.  Die  Funktionen 

% — ‘ ‘ ‘i  '^p  ~ ^p'h  ^i'^pi’) 

i i 

{0<ti<l,  0£s,<l) 

ein  Parallelotop  oder  Rechtkant  des  Raumes,  das  Periodenrecht- 
Tcant  heißt.  Nennt  man  zwei  Größensysteme  u,  n , deren  Diffe- 
renz eine  Periode  ist,  einander  hongruent  (=),  so  gibt  es  zu 
jedem  Wertsystem  u ein  ihm  kongruentes,  dessen  zugehöriger 
Punkt  im  Periodenrechtkant  liegt. 

Die  p Gleichungen 

^115  % ^12»  * * '^p  ^lj>)  “ ^ ? 

^21  > '*^2  ^22  1 ' ’ ’l'^p~~  ^2^?)  ~ 

^(“l  - «J.1 , «2  — «;,2,  • • •,  «p  - «pj,)  = 0 

haben  p\  inkongruente  Lösungen  bei  willkürlich  gegebenen  Wer- 
ten der  Konstanten  e.  (Poincare,  Gur  les  fonctions  dbeliennes. 
C.  B.  92,  S.  958,  1881  und  Sur  les  fonctions  Bull.  Sc.  Math. 
11,  S.  129,  1883*  Für  die  Summe  der  Lösungen  gelten  die 
Gleichungen  (Poincare,  Sur  les  fonctions  dbeliennes.  Am.  J.  8, 
S.  289,  1886): 

^«1= (i> — 1)!  2"®«’  ■ ■ ~ 

I I 


§ 2.  Die  Funktionen 

Sind  Cj,C2,  irgend  Größen,  so  lassen  sich  reelle 

Größen  h.^,h^,  • • *,  ^2»  * ‘ '’i  9p  i^amer  eindeutig  so  bestim- 

men, daß  die  Gleichungen  bestehen: 

l 

Das  so  bestimmte  System 

'9i,92i  • • '^9p~\  ^ V9~ 

_ Äj , /^2,  • • hp\  Ji_ 

heißt  die  Periodencharahteristik  der  Größen  Cj^.  Man  definiert 
eine  allgemeine  Thetafunktion  durch  die  Gleichung 
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& 


ffii  9ii  ' ■ ■ 1 9p~\  A 

Ji-i » ) ■ * ' 1 


1 » 


= exp  (7rix(^)  + 2 Tci + /^Jfc))'9■(^^  + c) 
k 


Das  System  heißt  die  Charakteristik  dieser  Thetafunktion 

Die  in  § 1 definierte  Thetafunktion  hat  die  Charakteristik  0, 
nämlich  die,  in  der  alle  Zahlen  g^h  Null  sind.  Wegen  der 
Periodizitätseigenschaft  der  Funktion  genügt  es,  die  Zahlen 
g und  h zwischen  0 und  1 anzunehmen.  Von  den  Charakteristiken 


9' 

7 ^2  » ’ * 

’ 7 9p 

9~ 

1 

_/tl,  ^2,  • • 

7 

h'. 

[hl  , ^2  7 * ‘ * 7 - 

'9  + /- 

9i  + 9i\  92  -f-  921  * * *7  + 9p 

h + h'_ 

\ + ^2t  ’ * *7  + V- 

heißt  die  dritte  die  Summe  der  beiden  ersten. 

Die  hier  definierten  Funktionen  sind  zuerst  aufgestellt  von 
Prym  (F.  Prym,  Untersuchungen  über  die  Biemawnsche  Theta- 
formel und  die  Riemannsche  Charakteristikentheorie.  S.  25,  Leipzig 
1882).  Mit  ihnen  im  wesentlichen  identisch  sind  die  Weier* 
straßschen  Funktionen  @(%,  %,•••,  Wp;  ft,  v).  (F.  Schottky, 
Abriß  einer  Theorie  der  Abelschen  Funktionen  von  drei  Yariabeln. 

S.  1.  Leipzig  1880.)  Die  Funktionen  («t)  haben  folgende 

Eigenschaften : 

1.  Sie  sind  ganze  transzendente  Funktionen  der  %,  %»  ••••>%- 

2.  Es  ist 

(1)  ■^[a]  («1.  •••,%  + 1-  • • •.  “,)  = W. 

(2)  ^[^](«l+  1^11.  • • •> 

oder  allgemeiner,  wenn  w die  durch  die  Gleichungen 

(3)  = V + 

k 

mit  ganzzahligen  g',  Ji  definierte  Periode  bedeutet, 

(4)  a'[^](M  + <») 

= exp(— — 
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3.  Durch  die  Eigenschaften  1.  und  2.  ist  die  Funktion  his 
auf  einen  in  den  u konstanten  Faktor  bestimmt^  der  noch  von 
den  Parametern  abhängen  kann. 

4.  Sie  genügt  den  Differentialgleichungen^ 

• 9 

du^dui' 

5.  Durch  die  Eigenschaften  1.,  2.,  4.  ist  sie  bis  auf  einen 
auch  von  den  u/nabhängigen  Faktor  bestimmt. 

Bedeutet  ro  das  Größensystem  (3)  mit  reellen,  aber  nicht 
notwendig  ganzzahligen  g\  h\  so  gibt  den  Zusammenhang  zwi- 
schen zwei  Funktionen  mit  verschiedener  Charakteristik  die 
Gleichung 

■^[a]  («  + <»)  = exp  (—  «i  j;  (s') — 2 ni29t^»k+\ + V))  W- 

Im  besonderen  ergibt  sich  hieraus  und  aus  (4),  wenn  die  g\  h' 
ganze  Zahlen  sind,  also  co  eine  Periode  ist, 

(^)  + v]  W “ exp(2OTi^PjA/)  «-[^J  («) 

und  ferner 

~ = '®'[Za](“i>  • • •>  “!>)• 


§ 3.  Thetafunktionen  höherer  Ordnung. 

Die  bisher  betrachteten  Thetafunktionen  heißen  Thetafunk- 
tionen erster  Ordnung.  Solche  höherer  Ordnung  werden  in  fol- 
gender Weise  definiert: 

Eine  ganze  transzendente  Funktion  0 [~^J  , «^2 » * * * > 

heißt  eine  Thetafunktion  n-ter  Ordnung  mit  der  Charakteristik 
~9 
A 

■ ■ ■ “*+  • • • “j,)  = ®[ä](“)> 

®[a] “2  + • • "i  “j.  + ^pi) 

— exp  (—  Ttintj^j, — 27tinUf,  — 2%ihj) 


, wenn  sie  den  Gleichungen  genügt 
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Eine  Thetafunktion  ^-ter  Ordnung  ist  z.  B.  das  Produkt  von 
n Thetafunktionen  1.  Ordnung,  und  ihre  Charakteristik  ist  gleich 
der  Summe  der  Charakteristiken  der  Faktoren.  Die  Theta 
Ordnung  haben  ähnliche  Eigenschaften  wie  diejenigen  1.  Ord- 
nung. Man  kann  z.  B.  die  Thetafunktion  w-ter  Ordnung  mit 

der  Charakteristik  geradeso  durch  die  Thetafunktion  w-ter 

Ordnung  mit  der  Charakteristik  ausdrücken  wie  (m) 

durch 

Außerdem  gelten  folgende  Sätze:  Es  gibt  unendlich  viele 

Thetafunktionen  n-ter  Ordnung  mit  gegebener  Charakteristik 

Aber  zwischen  je  nP  1 solchen  Funktionen  besteht  eine  lineare 
Gleichung  mit  konstanten  Koeffizienten,  l^s  lassen  sich  also  alle 
diese  Funktionen  durch  geeignet  gewählte  linear  umd  homogen 
ausdrücken.  Die  Gleichungen 

— «11>  «2  - «12.  «1,)  = 0. 

- «21.  “2  - «22.  ^ • •.  %—  «2p)  = 0, 

®»p(«l  — «pl.  «2  — «p2.  • • •.  «p  — «pp)  = 0, 

in  denen  0^,  0^,  . . 0^^  beliebige  Thetafunktionen  der  Ord- 

nungen Wj,W2,...,Wp  sind  und  in  denen  die  e beliebige  Kon- 
stanten sind,  haben 

inkongruente  Lösungen.  (Poincare,  Sur  les  fonctions  0.  Bull. 
Sc.  mafh.  11,  S.  129,  1883.)  Für  die  Summe  der  JV  Lösungen 
gelten  die  Gleichungen  (W.  Wirtinger,  Zur  Theorie  der  all- 
gemeinen Thetafunktionen.  Wiener  Am.  32,  S.  58,  1895;  Zur 
Theorie  der  2 n- fach  periodischen  Funktionen.,  2.  Abh.,  Monatsh. 
f.  Math.  7,  S.  1,  1896).  Für  die  Summe  der  Lösungen  gilt 

^«1  = 

k 


- l)!^'  «ip- 

k 
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§ 4.  Die  Abelsehen  Funktionen. 

Eine  eindeutige  Funktion  f{v^ , • • • , = f(p)  von 

p Veränderlichen  die  im  Endlichen  überall  den 

Charakter  einer  rationalen  Funktion  hat,  heißt  eine  AbcfecÄe 
Funktion^  wenn  sie  2^-fach  periodisch  ist,  d.  h.  wenn  es  p linear 
und  ganzzahlig  unabhängige  Größensysteme 

(1)  “lin  <»2i.  • • •- = •••,  2p) 

gibt,  so  daß 

f{v^  + 0)ii,  + Oji,  <»pi)  = /■(»!,  «2,  • • •,  ®p). 

Man  nennt  je  ^ Größen  0)1;^,  Wgii  • • •,  o>pk  ein  zusammengehöriges 
Periodensystem  oder  kurz  eine  Periode  der  Funktion  f{v^.  Sind 
^11  ^2?  • • •>  ^2i>  ganze  Zahlen  und  setzt  man 

(2)  (»4=  »»1(0^,  + «Syl»*,!,, 

SO  ist  auch 

/'(®l  + “1.  H + <»2!  • • •>  ®j.+  <®p)  = /(®ll  ®2)  • • •)  ®j.)- 

Man  nennt  daher  auch  die  Größen  eine  Periode  von  f{v\ 
Eine  Abel  sehe  Funktion  hat  daher  unendlich  viele  Perioden, 
aber  es  lassen  sich  die  Größen  so  wählen,  daß  sich  alle 

Perioden  in  der  Form  (2)  mit  ganzzahligen  n darstellen  lassen. 
Man  nennt  ein  solches  Periodensystem  primitiv.  Ist  (l)  ein 
primitives  Periodensystem,  so  ist  dann  und  nur  dann  auch 

primitiv  ^ wenn  es  aus  dem  System  (03^^)  durch  eine  lineare 
ganzzahlige  unimodulare  Substitution  hervorgeht. 

Deutet  man  den  reellen  und  imaginären  Teil  der  Veränder- 
lichen als  rechtwinklige  Koordinaten  in  einem  Raume  von 
2p  Dimensionen,  so  entspricht  der  Gesamtheit  der  durch 

2jp  2p 

1=1  1=1 

gegebenen  Stellen  ein  Rechtkant,  das  Periodenrechtkant  heißt. 
Man  nennt  zwei  Wertsysteme  v und  v und  ebenso  die  ihnen 
im  Raume  von  2p  Dimensionen  entsprechenden  Stellen  einander 
kongruent  {v  = v).,  wenn  sich  das  System  v von  dem  System 
V nur  um  eine  Periode  unterscheidet.  Zu  jedem  Wertsystem  v 
gibt  es  ein  und  nur  ein  ihm  kongruentes,  dessen  zugehörige 
Stelle  im  Periodenrechtkant  liegt.  Man  bekommt  alle  Werte 
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einer  Abelschen  Funktion,  wenn  man  die  v auf  das  Perioden- 
rechtkant beschränkt,  da  ja  eine  solche  Funktion  an  kongruen- 
ten Stellen  denselben  Wert  hat. 

Alle  Abelschen  Funktionen,  die  die  zu  Perioden  (nicht 
notwendig  als  primitive)  haben,  rechnet  man  zu  einer  Klasse. 
Es  gelten  folgende  allgemeine  Sätze: 

Die  Ableitung  einer  Abelschen  Funktion  ist  eine  Abel- 
sche  Funktion  derselben  Klasse. 

Zu  jeder  Abelschen  Funktion  kann  man  p — 1 Funk- 
tionen /sC^)»  • • •?  /pW  derselben  Klasse  so  bestimmen,  daß 

ihre  Funktionaldeterminante  nicht  identisch  Null  ist.  Die  Glei- 
chungen 

/iW  = «1>  fA^)  = «2-  • • •>  fp{v)  = 

haben  dann,  wenn  die  s nicht  speziell  gewählt  sind,  nur  eine 
endliche  Zahl  inkongruenter  Lösungen.  Diese  Zahl  ist  unab- 
hängig von  der  Wahl  der  Größen  5,  vorausgesetzt,  daß  diese 
nicht  singulär  sind.  Diese  Zahl  sei  m. 

Ist  f(v)  irgendeine  neue  Funktion  derselben  Klasse,  so  ge- 
nügt sie  einer  algebraischen  Gleichung  vom  Grade  w,  deren 
Koeffizienten  rationale  Funktionen  von  /2(^)j  • • ••<  /p(^) 

sind.  Diese  Gleichung  ist  entweder  unzerlegbar  oder  zerfällt  in 
mehrere  miteinander  identische  Gleichungen, 

Ist  die  Gleichung  m-ten  Grades,  der  f(v)  genügt,  unzer- 
legbar, so  lassen  sich  alle  Funktionen  der  Klasse  rational  aus- 
drücken  durch  die  jp  1 Funktionen  f(v),  fp(p)‘ 

FunMionen  der  Klasse  bilden  daher  einen  algebraischen  Körper 
von  p unabhängigen  Veränderlichen. 

Die  Größen  v sind  in  diesem  Körper  Integrale  erster  Gat- 
tung von  totalen  Differentialen.  Beschränkt  man  die  p unab- 
hängigen Veränderlichen  durch  p — 1 algebraische  Gleichungen, 
so  geht  der  Körper  über  in  einen  Körper  einer  Veränderlichen 
und  die  v werden  linear  unabhängige  Integrale  erster  Gattung 
dieses  Körpers.  Der  Körper  ist  also  von  einem  Geschlechte 
q^p.  Die  Perioden  dieser  Integrale  sind  die  Größen  und 
es  bestehen  daher  zwischen  diesen  gewisse  Gleichungen,  die  sich 
aus  den  Riemannschen  Gleichungen  für  die  Perioden  der  Inte- 
grale erster  Gattung  ergeben  (vgl.  Kap.  XVII  § 10).  Durch  eine 
lineare  Transformation  der  Veränderlichen  kann  man  zufolge 
dieser  Gleichungen  erreichen,  daß  das  primitive  Periodensystem 
folgende  Gestalt  hat 
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1 


0 • • • Ö 0^21  ’ * * 


^12  ^22  ’ * * ^p'i 


Dabei  sind  die  e ganze  Zahlen  (und  zwar  1)  der  Art,  daß 
fx+i  durch  teilbar  ist.  Ferner  ist  aj^j=  und  die  mit  den 
imaginären  Bestandteilen  der  gebildete  quadratische  Form 
ist  positiv  definit.  Hieraus  folgt  dann  weiter: 

Die  Abelschen  Funktionen  lassen  sich  rational  durch  Theta- 
funUionen  ausdrücken.  Z.  B.  ist  der  Quotient  zweier  Thetafunk- 
tionen n-ter  Ordnung  mit  derselben  Charakteristik  und  mit  den- 
selben Perioden  eine  Abelsche  Funktion. 

Jede  Ahelsche  Funktion  läßt  sich  als  Quotient  von  zwei 
ganzen  transzendenten  Funktionen  darstellen. 

Fine  Ahelsche  Funktion  ist  nie  eine  ganze  transzendente 
Funktion. 

Da  sich  jede  Abelsche  Funktion  durch  Thetafunktionen 
ausdrücken  läßt,  so  bekommt  man  alle  Abelschen  Funktionen, 
wenn  man  sich  auf  solche  Klassen  Abel  scher  Funktionen  be- 
schränkt, deren  primitives  Periodensystem  durch  lineare  Trans- 
formation der  Veränderlichen  auf  die  Form  (1,t)  des  § 1 ge- 
bracht werden  kann,  deren  Perioden  also  den  Gleichungen 


V 


genügen. 

Ferner  gilt  noch  der  Satz:  Jede  Abelsche  Funktion  besitzt 
ein  algebraisches  Additionstheorem. 

Die  Sätze  dieses  Paragraphen  stammen  von  Weier str aß 
(1880).  K.  Weierstraß,  Untersuchungen  über  die  2r-fach  perio- 
dischen Funktionen  von  r Veränderlichen.  Werke  2,  S.  125,  1895. 


Pascal^  Repertorium  I.  2.  2.  Aufl. 
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(1) 


§ 5.  Die  Transformation  der  Thetafunktionen. 
Multiplikation.  Teilung.  Komplexe  Multiplikation. 

Es  sei 


Ki)» 


/ I = 1,2,-  ■ ■,p  \ 

= 1,2,*-*,  2p) 


ein  primitives  Periodensystem  von  Abelschen  Funktionen  der 
p Veränderlichen  v,  das  den  Gleichungen 


(2) 


P 

*=1 


genügt.  Führt  man  statt  der  Veränderlichen  v neue,  u,  durch 
die  lineare  Substitution 

p 

k = l 


ein,  so  erhalten  wir  Abelsche  Funktionen,  für  die  man  als 
primitives  Periodensystem  das  System  (1 , r)  des  § 1 nehmen 
kann,  wenn  die  r durch  die  Gleichungen 


0). 


ItP  + k 


i’ 

m = l 


’lm''mk 


bestimmt  werden.  Es  ist  wegen  der  Gleichungen  (2) 

Ferner  nehmen  wir  an,  daß  die  so  gewählt  sind,  daß  die 
aus  den  imaginären  Bestandteilen  der  t gebildete  quadratische 
Form  positiv  definit  ist.  Dann  sind  durch  das  Periodensystem 
(1,t)  Thetafunktionen  bestimmt,  wie  in  § 1 auseinander  ge- 
setzt ist. 

Führt  man  statt  der  Perioden  w andere  durch  die  linearen  ; 
Gleichungen  2^ 

(3) 

w = 1 

ein,  wo  die  c ganze  Zahlen  sind,  und  sollen  die  (o  denselben  i 
Bedingungen  genügen  wie  die  ca,  so  muß  im  allgemeinen  das  J 
Koeffizientensystem  (c)  den  Gleichungen 


(4) 


km  m+p 


^Im^k,  m+p) 


m = l 


0 für  ? + I 
i = für  l — Je  l 
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genügen  und  außerdem  die  Determinante  | c | positiv  sein.  Nur 
wenn  die  co  außer  den  Gleichungen  (2)  noch  anderen  genügen, 
brauchen  die  Gleichungen  (4)  nicht  zu  bestehen.  Man  nennt 
dann  das  Periodensystem  (co)  singulär.  (Humbert,  Sur  les  fonc- 
tions  Abeliennes  singulieres.  J.  de  Math.  (5)  5,  S.  233,  1899  und 
(5)  6,  S.  279,  1900  und  auch  dessen  Arbeiten  in  den  C.  B. 
1898,  1899.)  Diesen  Fall  schließen  wir  aus. 

Die  Determinante  \c\  hat  den  Wert  n^.  Ist  n = l,  so 
heißt  die  Transformation  linear. 

Man  kann  wieder  neue  Veränderliche  ii  durch  die  Gleichungen 


k = l 


einführen,  so  daß  die  Abelschen  Funktionen  der  v übergehen  in 
Funktionen  der  yf  mit  den  Perioden  (1,t'),  wo  die  / durch 
die  Gleichungen  p 

t ' 

, i + p ^Im  k 

m — 1 


definiert  sind.  Zu  dem  Periodensystem  gehören  wieder  Theta- 
funktionen. 

Den  Übergang  von  den  Thetafunktionen  mit  den  Moduln  r 
zu  den  mit  denen  Moduln  x nennt  man  Transformation  der  Theta- 
funktionen.  Die  Zahl  w,  deren  j?-te  Potenz  gleich  der  Determi- 
nante I c I ist,  heißt  der  Grad  oder  die  Ordnung  der  Transfor- 
mation. Ist  w = 1 , so  heißt  die  Transformation  linear.  Hat 
das  ursprüngliche  Periodenrechtkant  der  co  den  Inhalt  H,  so  hat 
das  neue  der  co'  den  Inhalt  n~Pn.  Zwischen  den  Moduln  t und 
X der  ursprünglichen  und  der  transformierten  Thetafunktionen 
bestehen  folgende  bilineare  Gleichungen 


I . r 


'p  + r,rmr  ‘'Ik 


= C. 


m,p  + k 


+2 


p + r^  p + k‘'mr  ' 


Die  transformierten  Theta  sind  bis  auf  einen  nur  von  der  Trans- 
formation abhängenden  Exponentialfaktor  Thetafunktionen  ^-ter 
Ordnung,  wenn  man  sie  als  Funktionen  der  ursprünglichen  Ver- 
änderlichen u und  Moduln  x auffaßt,  und  lassen  sich  daher  ganz; 
und  rational  durch  die  urspünglichen  Theta  ausdrücken.  Die 
Koeffizienten  hängen  bei  dieser  Darstellung  bis  auf  einen  ge- 
meinsamen Faktor  algebraisch  von  den  Nullwerten  der  ursprüng- 
lichen Theta  ab. 
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Sind  T und  S zwei  Transformationen  der  Ordnungen  n 
und  w,  so  ist  nm  die  Ordnung  der  aus  ihnen  zusammengesetz- 
ten Transformation  TS. 

Betrachtet  man  die  Funktionen  mit  den  Veränderlichen  v 
und  den  Moduln  w'  als  die  ursprünglichen  und  die  Theta  mit 
den  Veränderlichen  v und  den  Moduln  oa  als  die  neuen,  so 
nennt  man  den  Übergang  von  den  einen  zu  den  anderen  auch 
eine  Transformation.  Man  nennt  sie  die  inverse  der  früheren 
und  bezeichnet  sie  mit  wenn  die  frühere  T genannt  war. 

Die  Transformationsgleichungen  ergeben  sich  durch  Auflösen  der 
Gleichungen  (3)  in  der  Form 


hl  ~~  ^ ^ml 


kmi 


m=  1 


WO  die  c nun  nicht  mehr  ganze  Zahlen  sein  werden.  Es  ist 
praktisch,  auch  solche  Transformationen  zuzulassen.  Die  neuen 
Funktionen  sind  dann  nicht  rational  durch  die  früheren  auszu- 
drücken, sondern  algebraische  Funktionen  von  ihnen.  Die  Trans- 
formation TT~^  läßt  alles  ungeändert  und  heißt  die  identische 
Transformation.  Da  ihre  Ordnung  gleich  1 ist,  so  ist  die  Ord- 
nung von  gleich  n~^.  Ist  T linear  ganzzahlig,  so  gilt  das- 
selbe von  T~^.  Durch  Zusammensetzen  von  Transformationen 
der  beiden  hier  betrachteten  Arten  kann  man  die  allgemeinsten 
Transformationen  erhalten. 

Ist  das  System  (c)  im  besonderen  von  der  Beschaffenheit, 
daß  in  der  Diagonale  überall  n steht  und  an  allen  anderen 
Stellen  0,  so  lauten  die  Beziehungen  zwischen  den  t und 
den  v\  X 


Die  so  definierte  Transformation  heißt  Multiplikation^  die  inverse 
Teilung. 

Die  linearen  ganzzahligen  Transformationen  lassen  sich  aus 
einer  endlichen  Zahl  ^p{^p  + l)  von  elementaren  Transforma- 
tionen zusamraensetzen. 

Man  nennt  zwei  Transformationen,  die  sich  sich  nur  durch 
eine  lineare  ganzzahlige  Transformation  unterscheiden,  äquiva- 
lent. Es  gibt  nur  eine  endliche  Zahl  nichtäquivalenter  ganzzah- 
liger Transformationen  einer  gegebenen  Ordnung. 


Es  sei  f(v)  eine  Abelsche  Funktion  mit  den  Perioden  (l). 
Man  kann  sich  fragen , ob  es  Konstante  , wig , . . . , gibt. 
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so  daß  die  Perioden  von  f{v^  auch  Perioden  von 
. . sind.  Es  muß  dann  ganze  Zahlen  c geben,'  so  daß 

die  Gleichungen  bestehen 

2 p 

(5)  ~ 

,<=i 

Diese  Gleichungen  sind  entweder  identisch  erfüllt  für  beliebige  w . 
Dann  haben  wir  die  gewöhnliche  Multiplikation.  Oder  die  Glei- 
chungen sind  nicht  identisch  erfüllt.  Dann  müssen  die  w ge- 
wissen Gleichungen  genügen.  Der  Übergang  von  den  Funktionen 
/■(t?)  zu  den  Funktionen  f{mv)  heißt  in  diesem  Falle  Tcomplexe 
Multiplikation^  da  die  Faktoren  m sich  als  imaginäre  Zahlen 
ergeben.  Durch  die  Gleichungen  (5)  wird  eine  Transformation 
der  Thetafunktionen  definiert.  Diese  hat  die  Eigenschaft,  daß 
die  ursprünglichen  Moduln  t und  die  neuen  x miteinander  iden- 
tisch sind.  Man  nennt  eine  solche  Transformation  eine  primi- 
pale.  Bezeichnet  man  die  charakteristische  Determinante  des 
Transformationssystems  (c)  mit  | c — 0\,  so  gilt  für  die  kom- 
plexe Multiplikation  folgender  grundlegende  Satz: 

Zu  einer  Transformation  (c)  gibt  es  dann  wnd  nur  dann 
Thetafunktionen , für  die  sie  eine  komplexe  Multiplikation  dar- 
stellt,  wenn  ihre  charakteristische  Determinante  \c  — 0\  in  lauter 
lineare  Elemehtarteiler  zerfällt  und  nur.  für  solche  Werte  von  z 
verschwindet,  deren  absoluter  Betrag  gleich  der  Quadratwurzel  aus 
dem  Transformationsgrade  ist.  (Dieser  Satz  ist  zuerst  bewiesen 
von  G.  Frobenius,  Über  die  prinzipale  Transformation  der 
Thetafunktionen  mehrerer  Variabein.  J.f.Math.  95,  S.  264,  1883). 


§ 6.  Thetafunktionen  mit  zweiteiliger  Charakteristik. 

Charakteristikentheorie. 

Wie  sich  aus  den  Formeln  (l),  (2\  § 2 ergibt,  die  auch 
für  Thetafunktionen  höherer  Ordnung  gelten,  ist  eine  Thetafunk- 
tion  dann  und  nur  dann  eine  gerade  oder  ungerade  Funktion 
ihrer  Argumente,  wenn  ihre  Charakteristik  aus  Hälften  ganzer 
Zahlen  besteht.  Man  nennt  eine  solche  Charakteristik  zweiteilig. 
Von  besonderer  Wichtigkeit  sind  Theta  erster  Ordnung  mit  zwei- 
teiliger Charakteristik.  Da  zwei  Theta,  deren  Charakteristiken 
sich  um  ganze  Zahlen  unterscheiden,  nicht  wesentlich  verschie- 
den sind  (siehe  (7),  § 2),  so  genügt  es,  den  einzelnen  Zahlen 
in  der  Charakteristik  den  Wert  0 und  beizulegen.  Daher 
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gibt  es  nur  eine  endliche  Zahl,  nämlich  2^^  Theta funhtionen 
erster  Ordnung  mit  zweiteiliger  GharaMeristik.  Von  diesen  sind 
2P)  gerade  und  y(2^P—  2^)  ungerade.  Man  pflegt  in 
der  Bezeichnung  der  zweiteiligen  Charakteristiken  den  Nenner  2 
fortzulassen.  Die  Zahlen  einer  solchen  Charakteristik 


haben  also  den  Wert  0 oder  1.  Zu  jeder  solchen  Charakteri- 
stik [e]  gehört  eine  bestimmte  Thetafunktion  erster  Ordnung, 
die  mit  oder  bezeichnet  wird.  Daher  heißt  eine 

solche  Charakteristik  Thetacharakteristik  (Th.  Ch.).  Man  nennt 
eine  Th.  Ch.  a gerade  oder  ungerade,  jenachdem  gerade  oder 
ungerade  ist.  Es  ist  eine  Th.  Ch.  [c]  gerade  oder  ungerade,  je- 
nachdem gerade  oder  ungerade  ist. 

Durch  die  Th.  Ch.  [f]  wird  auch  eine  bestimmte  halbe 
Periode  definiert,  nämlich 


p 


Man  kann  daher  [g]  auch  als  Periodencharakteristik  (P.  Ch.)  auf- 
fassen. Man  bezeichnet  auch  die  P.  Ch.  kurz  mit  einem  Buch- 
staben und  die  zugehörige  Halbperiode  mit  demselben  Buchsta- 
ben. Unter  den  P.  Ch.  ist  eine  ausgezeichnet,  nämlich  diejenige, 
die  aus  lauter  Nullen  besteht.  Diese  wird  mit  0 bezeichnet.  Die 
zu  ihr  gehörende  Halbperiode  ist  gleichzeitig  Ganzperiode,  was 
bei  keiner  anderen  P.  Ch.  der  Fall  ist. 

Sind  a,  &,  c,  . . . irgendwelche  Charakteristiken,  so  bezeich- 
net man  ihre  Summe  mit  ahc  • • •.  Bei  dieser  Zusammensetzung 
gilt  das  assoziative  und  das  kommutative  Gesetz.  Es  ist 
aa  = a^  ~ 0 und  die  Null  spielt  die  Rolle  der  Einheit. 

Ist  a eine  Th.  Ch.  und  a eine  P.  Ch.,  so  ist  bis  auf  einen 
konstanten  Faktor  ^^(u  -{-  cc)  gleich  § 2)* 

sagt,  die  Halbperiode  cc  führt  -9'^  in  <9^^  über.  Es  ist  also  die 
Summe  einer  Th.  Ch.  und  einer  P.  Ch.  eine  Th.  Ch.  Sind  ferner 
a,  b Th.  Ch.,  so  gibt  es  eine  bestimmte  Halbperiode,  die  9^  in 
9^  überführt.  Die  zu  dieser  gehörende  P.  Ch.  ist  ah.  Es  ist 
also  die  Summe  zweier  Th.  Ch.  eine  P.  Ch.  Dagegen  ist  die 
Summe  zweier  P.  Ch.  wieder  als  P.  Ch.  aufzufassen.  Sind  ferner 
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a,  h,  c irgend  drei  Th.  Ch.,  so  ist  hc  eine  P.  Ch.,  also  a(hc) 
= ahc  eine  Th.  Ch. 

Aus  den  2 Thetafunktionen  mit  zweiteiliger  Charakteristik 
lassen  sich  auf  mannigfache  Weise  Abelsche  Funktionen  bilden, 
und  zwar  lassen  sich  alle  Abelschen  Funktionen  mit  denselben 
Perioden  rational  durch  die  Theta  ausdrücken.  Im  besonderen 
gilt:  Der  Quotient  ^ _ 

ist  dann  und  nur  dann  eine  Abelsche  Funktion,  wenn  Zähler 
und  Nenner  gleich  viel  Faktoren  enthalten  und  wenn  die  Summe 
aller  Th.  Ch.  die  P.  Ch.  0 ergibt.  So  sind  z.  B. 


Abelsche  Funktionen. 

Sind  a,  ß zwei  P.  Ch.,  so  hängt  es  nur  von  a,  ß ab,  ob  die 
Abelsche  Funktion 


*^a  ^acc  ß 


eine  gerade  oder  ungerade  Funktion  ist.  Im  ersten  Fall  nennt 
man  die  beiden  Halbperioden  a,  ß syzygetisch^  im  anderen  azy- 
getisch.  Die  Bezeichnung  stammt  von  Frobenius.  (Siehe  die 
Literaturangabe  weiter  unten.)  Das  Zeichen  (a  | ß)  bedeutet 
-j-  1 oder  — 1,  je  nachdem  a,  ß syzygetisch  oder  azy getisch 
sind.  Für  dies  Zeichen  gelten  die  Eechenregeln 

(c  i jJ)  = (/3  1 er) , (aß  I y)  = (« I y)  I r) . 

Die  Halbperiode  0 und  nur  diese  ist  zu  allen  anderen  syzy- 
getisch. 

Man  nennt  ferner  drei  Th.  Ch.  a,  c und  ebenso  die  zu- 
gehörigen Thetafunktionen  syzy getisch  oder  azy  getisch,  je  nach- 
dem die  Abelsche  Funktion 

^c^abc 

gerade  oder  ungerade  ist. 

Sind  Xj,  5^21  • • *1  w P.  Ch.,  so  nennt  man  sie  unabhängig, 
wenn  die  aus  ihnen  durch  Zusammensetzung  zu  bildenden  2” 
P.  Ch.  alle  voneinander  verschieden  sind.  Diese  2”  P.  Ch.  bilden 
dann  eine  Abelsche  Gruppe  vom  Grade  2”.  Man  nennt  n die 
Ordnung  der  Gruppe.  Die  P.  Ch.  bilden  eine  Basis 
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der  Gruppe.  Die  Ordnung  n einer  solchen  Gruppe  ist  höchstens 
2^.  Ist  n ==  2_^,  so  sind  in  der  Gruppe  alle  P.  Ch.  enthalten. 

Sind  die  P.  Ch.  Xj,  Xg,  . . .,  voneinander  unabhängig,  so 
haben  die  Gleichungen 

(o)  I «i)  = £,,  (w  I «j)  = Ej,  . . («0  I K,)  = £„, 

WO  alle  £ gleich  + 1 oder  — 1 sind,  bei  gegebenen  s genau 
22p -n  Lösungen  w. 

Genügen  die  P.  Ch.  k den  Gleichungen  | = -f-  1,  so 

sind  alle  P.  K.  der  durch  die  x definierten  Gruppe  zueinander 
syzygetisch.  Für  eine  solche  Gruppe  ist  die  Ordnung 
Ist  n = p,  so  heißt  eine  derartige  Gruppe  eine  Göpelsche 
Gruppe. 

Genügen  n P.  Ch.  x den  Gleichungen  {x^  | x^  — — 1 , so 
nennt  man  sie  eine  azygetiscTie  Heike.  (Es  sind  aber  nicht  je 
zwei  P.  Ch.  der  durch  die  Reihe  definierten  Gruppe  azygetisch.) 
Ist  die  Summe  = 0,  so  nennt  man  die  Reihe  ge- 

schlossen, sonst  ungescklossen.  Für  eine  ungeschlossene  azy go- 
tische Reihe  ist  n-^2pj  für  eine  geschlossene  w ^ 2jp  + 1. 
Die  P.  Ch.  einer  ungeschlossenen  Reihe  sind  immer  unabhängig. 

Man  kann  mit  diesen  Sätzen  eine  übersichtliche  Bezeich- 
nung für  die  Theta  und  für  die  P.  Ch.  herleiten.  Ist  nämlich 
x^,  Xg,  . . Xg^  eine  ungeschlossene  azygetische  Reihe,  so  kann 
man  immer  eine  Th.  Ch.  a so  finden,  daß  die  2j9  -f  1 Th.  Ch.  a, 
axj,  axg,  . . .,  ax^p  alle  gleichen  Charakter  haben,  d.  h.,  daß  sie 
entweder  alle  gerade  oder  alle  ungerade  sind.  Diese  bezeichnen 
wir  mit  den  Zahlen  von  1 bis  2p  •{-  1.  Irgendeine  Kombination 
einer  geraden  Anzahl  dieser  Zahlen  ist  dann  gleich  einer  Kom- 
bination der  P.  Ch.  Xj,  Xg,  . . .,  Xg^,  also  gleich  einer  P.  Ch.  Man 
erhält  so  jede  P.  Ch.  mit  Ausnahme  der  0.  Dagegen  ist  eine 
Kombination  einer  ungeraden  Anzahl  der  Zahlen  von  1 bis 
2^+1  eiiio  Th.  K.  Bezeichnet  l die  Zahl  der  in  einer  solchen 
Kombination  enthaltenen  Zahlen,  so  gibt  folgende  Tabelle  dar- 
über Aufschluß,  wann  die  entsprechende  Th.  Ch.  gerade  oder  un- 
gerade ist. 

(I)  = 0 oder  1 (mod4); 

Z = 1 (mod  4),  die  Th.  Ch.  ist  gerade, 

1 = 3 (mod  4),  die  Th.  Ch.  ist  ungerade; 
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(II)  jp  = 2 oder  3 (mod  4); 

Z = 1 (mod 4),  die  Th.  Ch.  ist  ungerade, 

Z = 3 (mod  4) , die  Th.  Ch.  ist  gerade. 

Man  bekommt  auf  diese  Weise  alle  Th.  Ch.  ^ 

Beispiele:  p ==  1.  Hier  ist'  2j)  + 1 = 3.  Man  hat  die 
drei  geraden  Funktionen  'd’j,  'O’g,  'O’g  und  die  ungerade  '8’i23* 
Die  von  0 verschiedenen  3 P.  Ch.  sind  zu  bezeichnen  mit  12,^ 
13,  23. 

p — 2.  Es  ist  2p  1 = b.  Man  hat  zunächst  5 un- 
gerade Funktionen  'O'g,  'ö’g,  -O-g  und  dann  10  gerade  Funk- 
tionen '9’i23?  '^12  4»  • • '^3  45  Schließlich  noch  eine  ungerade 

Funktion  '9’i2  345-  von  Null  verschiedenen  P.  Ch.  werden 

dargestellt  durch  die  Ziffern  von  1 bis  5 zu  je  zweien  und 
vieren.  Die  Bezeichnung  wird  etwas  übersichtlicher,  wenn  man 
setzt  12  345  = 6.  Dann  werden  die  ungeraden  Th.  Ch.  durch 
die  Zahlen  1,  2,  . . .,  6 dargestellt,  die  geraden  Th.  Ch.  durch  die 
Kombinationen  dieser  Zahlen  zu  je  dreien.  Man  bekommt  so 
jede  gerade  Th.  Ch.  zweimal,  und  zwar  enthalten  zwei  Kom- 
binationen, die  dieselbe  Th.  Ch.  bezeichnen,  zusammen  alle  Zahlen 
von  1 bis  6.  Die  von  0 verschiedenen  P.  Ch.  werden  durch  die 
Kombinationen  der  Zahlen  1 bis  6 zu  je  zweien  bezeichnet. 

Th.  Ch.  kommen  für  Thetafunktionen  mehrerer  Verändere 
liehen  zuerst  vor  bei  Weierstraß,  Zur  Theorie  der  Äbelschen 
Funktionen,  Werke  1,  S.  133,  1894.  Systematisch  behandelt 
sind  die  Th.  Ch.  zuerst  von  Prym,  der  auch  die  P.  Ch.  zuerst 
einführt.  F.  Prym,  Zur  Theorie  der  Funktionen  in  einer  mei- 
hlättrigen  Fläche,  Züricher  N.  Benkschr.  22,  1867;  Unter- 
suchu/ngen  über  die  Biemannsche  Thetaformel  und  die  Biemannsche 
Charakteristikentheorie,  Leipzig  1882.  Vgl.  zu  der  hier  gegebenen 
Darstellung  besonders  G.  Frobenius,  Über  das  Additionstheorem 
der  Thetafunktionen  mehrerer  Variabein,  J.  f Math.  89,  S.  185, 
1880;  Über  Gruppen  von  Thetacharakteristiken,  J.  f.  Math.  96, 
S.  81,  1884  und  F.  Schottky,  Zur  Theorie  der  Äbelschen  Funk- 
tionen von  vier  VariabeVn,  J.  f.  Math.  102,  S.  304,  1888.  Eine 
genaue  historische  Darstellung  findet  man  bei  Brill-Noether, 
Die  Entwicklu/ng  der  Theorie  der  algebraischen  Funktionen  in 
älterer  wnd  neuerer  Zeit,  Jahresber.  d.  D.  Math.-Yereinigwng  3, 
S.  471,  1894.  Dort  findet  man  auch  die  Literatur  zusammen- 
gestellt. 
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Wie  schon  erwähnt,  sind  auch  Thetafunktionen  höherer  Ord- 
nung dann  und  nur  dann  gerade  oder  ungerade  Funktionen, 
wenn  die  Charakteristik  zweiteilig  ist.  Über  die  Zahl  der  linear 
unabhängigen  Theta  n-ier  Ordnung  mit  zweiteiliger  Charakteristik 
gilt  folgender  Satz,  in  dem  g die  Zahl  der  linear  unabhängigen 
geraden  und  u die  der  ungeraden  Funktionen  bedeutet: 

Ist  n gerade,  so  ist  für  FunUlonen  mit  der  Charakteristik  0 

für  Funktionen  mit  von  0 verschiedener  Charakteristik 


Ist  n ungerade,  so  ist  für  Funktionen  mit  gerader  Charakteristik 
= « = 1), 
für  Funktionen  mit  ungerader  Charakteristik 


§ 7.  Thetarelationen. 

Ist  a irgendeine  zweiteilige  Th.  Ch.,  so  läßt  sie  sich  auf 
mannigfache  Weise  in  r zweiteilige  Th.  Ch.  zerlegen.  Ist  eine 
dieser  Zerlegvmgen  a = a^a^  ...  a^^  so  ist  das  Produkt 

aus  Thetafunktionen  erster  Ordnung  eine  Thetafunktion  r-ter  Ord- 
nung mit  der  Charakteristik  a.  Jeder  Zerlegung  von  a in  r Th.  Ch. 
entspricht  so  eine  Thetafunktion  r-ter  Ordnung  mit  der  Charak-  - 
teristik  a.  Zwischen  diesen  bestehen  nach  dem  Schluß  von  § 6 ^ 
lineare  Gleichungen  mit  konstanten  Koeffizienten.  Alle  Glei-  i 
ehungen  zwischen  den  Theta  erster  Ordnung  mit  zweiteiliger 
Charakteristik  sind  von  dieser  Form.  Hat  man  eine  solche  Glei- 
•chung,  so  kann  man  daraus  durch  folgende  zwei  Prozesse  neue  » 
Gleichungen  herleiten.  Einmal  dadurch,  daß  man  die  Argumente 
um  eine  halbe  Periode  vermehrt;  dann  dadurch,  daß  man  eine 
lineare  Transformation  anwendet,  und  in  der  entstehenden  Glei- 
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chung,  die  ja  identisch  gilt,  die  neuen  Argumente  und  Moduln 
durch  die  alten  ersetzt.  Die  Gleichungen  zwischen  den  Theta 
lassen  sich  formal  einfacher  darstellen,  wenn  man  nach  F.  Klein 
{Über  hyperelliptische  Sigmafunktionen,  1.  Abh.,  Math.  Ann.  27, 
S.  431,  1886;  2.  Abh.,  Math.  Ann.  32,  S.  351,  1888;.Zwr 
Theorie  der  Abelschen  Funktionen,  Math.  Ann.  36,  S.  79,  1890) 
statt  der  Thetafunktionen  die  sich  von  ihnen  durch  konstante 
Faktoren  unterscheidenden  Sigmafunktionen  einführt. 

Z.  B.  besteht  zwischen  je  2^  1 Thetaquadraten  eine  lineare 

Gleichung  mit  konstanten  Koeffizienten.  Es  lassen  sich  also  die 
Thetaquadrate  linear  durch  2^  linear  unabhängige  ausdrücken. 
Solche  2P  unabhängige  Funktionen  sind  z.  B.  die  Quadrate  von 
2^  Theta,  deren  Charakteristiken  eine  Göpelsche  Gruppe  bilden. 
Für  p = 2 sind  also  von  den  2^^=  16  Thetaquadraten  2^=  4 
linear  unabhängig.  Deutet  man  4 linear  unabhängige  der  16  Theta- 
quadrate als  homogene  Baumkoordinaten  und  läßt  die  beiden  Argu- 
mente der  Theta  variieren,  so  erhält  man  im  Raume  eine  Fläche. 
Es  ist  die  sogenannte  Kummersche  Fläche.  Sie  ist  von  vierter 
Ordnung  und  hat  16  Doppelpunkte,  die  man  erhält,  wenn  man 
die  Argumente  gleich  einer  der  Halbperioden  (einschließlich  der 
Periode  0)  setzt.  Setzt  man  irgendeins  der  16  Thetaquadrate 
gleich  Null,  so  wird  dadurch,  weil  es  eine  lineare  homogene 
Funktion  der  Koordinaten  ist,  eine  Ebene  definiert.  Zwischen 
den  so  definierten  16  Ebenen  und  den  16  Doppelpunkten  be- 
steht folgende  Beziehung:  In  jeder  der  Ebenen  liegen  6 Doppel- 
punkte und  durch  jeden  Doppelpunkt  gehen  6 Ebenen. 

Das  Additionstheorem  der  Thetafu/nkiionen  wird  durch  die 
Biemannsche  Thetaformel  gegeben,  allerdings  in  spezieller  Form; 
Bestehen  zwischen  den  4^  Argumenten  u und  v die  Gleichungen 

2^;(^)  = — u^^^  — 

bedeuten  a,  b irgend  zwei  fest  gewählte  Th.  Ch.  und  durchläuft 
^ alle  Th.  Ch.,  so  ist  jede  der  2^p  Funktionen 
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linear  und  homogen  mit  konstanten  Koeffizienten  durch  die 
Funktionen 

ausdrückbar  und  umgekehrt.  Jede  solche  Formel  heißt  Rie- 
mannsche Thetaformel. 

Über  die  Herleitung  dieser  Formel  sehe  man  Krazer, 
Lehrhucli  der  Thetafuriktionen , Kap.  II  und  III,  wo  ganz  all- 
gemeine Methoden  zur  Herleitung  von  Gleichungen  zwischen 
Thetafunktionen  gegeben  sind;  außerdem  Kap.  VII,  wo  auch 
genaue  Literaturangaben. 

Das  durch  die  Riemannsche  Formel  gegebene  Additions- 
theorem der  Theta  läßt  sich  auf  die  Abelschen  Funktionen  mit 
denselben  Perioden  übertragen,  da  diese  ja  durch  die  Theta 
rational  ausdrückbar  sind.  Durch  Spezialisieren  der  Argumente 
lassen  sich  mannigfache  Gleichungen  aus  der  Riemannschen  Theta- 
formel herleiten. 

Wie  man  die  Thetafunktionen  mit  zweiteiliger  Charakteristik 
besonders  betrachtet,  so  hat  man  auch  Theta  untersucht,  deren 
Charakteristiken  r-tel  ganzer  Zahlen  sind,  (Krazer,  Lehrtuch 
d.  Thetaf.,  Kap.  VIII.)  | 

I 

§ 8.  Auflösen  der  Thetarelationen. 

Wie  schon  in  § 4 angegeben,  rechnet  man  alle  Abelschen 
Funktionen  von  ^ Veränderlichen  mit  denselben  Perioden  in  eine  j 
Klasse.  Sie  bilden  einen  algebraischen  Körper  von  p unabhän- 
gigen Veränderlichen,  und  zwar  einen  sehr  speziellen.  Es  ist  j 
eine  Hauptaufgabe  der  Theorie  der  Abelschen  Funktionen,  diesen  i 
Körper  algebraisch  zu  definieren.  Diese  Aufgabe  ist  bisher  nicht  : 
allgemein  gelöst.  Da  man  alle  Abelschen  Funktionen  rational 
durch  Thetafunktionen  ausdrücken  kann,  so  kommt  die  Aufgabe  i 
darauf  hinaus,  die  Thetarelationen  aufzulösen. 

1.  Hie  Riemannschen  Theta.  Es  sei  K ein  algebraischer  l 
Körper  vom  Geschlechte  p.  In  ihm  seien  linear 

unabhängige  Integrale  erster  Gattung,  die  so  gewählt  seien,  daß  K 
ihr  Periodensystem  die  kanonische  Form  (l,  t)  hat.  Die  r sind 
dann  so  beschaffen,  daß  es  Thetafunktionen  mit  dem  Perioden-  I 
System  (l,  t)  gibt.  Diese  Theta  heißen  Riemannsche  Theta-  | 
funktionen.  Da  der  allgemeinste  Körper  des  Geschlechtes  p von  b 
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Zp  — 3 Moduln  abhängt,  so  hängen  auch  die  Riemannschen 
Theta  von  3^  — 3 Parametern  ab.  Sie  sind  also  spezielle  Theta, 

da  die  allgemeinsten  Theta  von  den  ^p  (jp  + 1),  nur  durch  Un- 
gleichheiten beschyänkten,  Moduln  x abhängen.  Für  p = ^ und 
p = 3 ist 

3i)  - 3 = + 1)- 

aber  für  jp  > 3 ist 

Es  müssen  daher  zwischen  den  Moduln  der  Riemannschen  Theta 
für  p > 3 Gleichungen  bestehen.  Die  Bestimmung  dieser  Glei- 
chungen ist  im  Falle  _p  = 4 F.  Schottky  gelungen.  (J.  f.  Math. 
102,  S.  304,  1888.)  In  diesem  Falle  ist 

so  daß  eine  Gleichung  die  Riemannschen  Theta  von  vier  Ver- 
änderlichen charakterisiert.  Bedeutet  % irgendeine  P.  Ch.  einer 
syzygetiscben  Gruppe  vom  Grade  8 und  der  Ordnung  3,  so  gibt 
es  immer  drei  Theta  -O-j,  -ö-g,  -O'g  von  der  Art,  daß  die  24  Funk- 
tionen alle  gerade  sind.  Bezeichnet  man  die  Werte, 

die  die  drei  Produkte  (i  = 1 , 2 , 3)  für  die  Nullwerte 

(Ä)  ' 

der  Argumente  annehmen , mit  rg , so  hat  die  Gleichung, 
die  die  Riemannschen  Theta  von  vier  Veränderlichen  charak- 
terisiert, die  Form 

V^+Yf^+V^=o. 

Solcher  Gleichungen  gibt  es  sehr  viele,  aber  eine  von  ihnen 
zieht  alle  anderen  nach  sich.  Für  > 4 sind  Gleichungen  zwi- 
schen den  Nullwerten  der  Riemannschen  Theta  hergeleitet  von 
F.  Schottky  und  H.  W.  E.  Jung.  (F.  Schottky  und  H.  Jung, 
Neue  Sätze  über  SymmetralfunMionen  wnd  die  Äbelschen  FunTc- 
Uonen  der  Biemannschen  Theorie,  Berliner  Sitzung sber , 1.  Mit- 
teilung, S.  282,  1909;  2.  Mitteilung,  S.  732,  1909;  3.  Mitteilung, 
S.  1002,  1912.) 

Ist  der  Körper  K im  besonderen  hyperelliptisch  ^ so  heißen 
j die  zugehörigen  Theta  hyperelliptisch;  sie  sind  für  ^ > 2 noch 
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spezieller  als  die  Eiemannschen,  da  sie  nur  von  2^  — 1 Para- 
metern abhängen.  Diese  Thetafunktionen  werden  dadurch  charak- 
terisiert, daß  gewisse  unter  ihnen  bei  der  Entwicklung  nach  Po- 
tenzen ihrer  Argumente  mit  Gliedern  höherer  Dimension  be- 
ginnen. 

Es  sei  a eine  feste  Stelle  des  Körpers  K und  es  seien 
1^2»  • ••?  P veränderliche  Stellen.  Setzt  man  dann  für  die 
Argumente  u der  Abelschen  Funktionen,  deren  Periodensystem 
mit  dem  der  Integrale  erster  Gattung  v des  Körpers  K iden- 
tisch ist. 


so  bleiben  die  Argumente  willkürlich  veränderlich  und  die  Abel- 
schen Funktionen  werden  zu  symmetrischen  rationalen  Funktio- 
nen der  ^ Stellen  ^2?  • • •?  • Genaueres  siehe  im  nächsten 

Paragraphen. 

2.  Die  allgemeinsten  Theta  kann  man  aus  den  Eiemann- 
schen erhalten.  Es  sei  nämlich  K ein  algebraischer  Körper  vom 
Geschlechte  g'^p.  Dieser  habe  die  Eigenschaft,  daß  ^ von  den 
q Integralen  erster  Gattung  nur  2p  primitive  Perioden  haben. 
Die  übrigen  q — p Integiale  lassen  sich  dann  so  wählen,  daß 
sie  nur  2(g — p)  primitive  Perioden  haben.  (H.  Po  in  care, 
Sur  les  fonctions  Äbelienncs,  Am.  Journ.  8,  S.  289,  1886.) 
Die  zu  K gehörenden  Eiemannschen  Theta  zerfallen  dann  nach 
einer  passenden  Transformation  in  das  Produkt  eines  Theta 
von  p Veränderlichen  und  eines  von  q — p Veränderlichen.  Die  | 


so  erhaltenen  Theta  von  p Veränderlichen  sind  hei  passender 
Wahl  von  K allgemein.  (W.  Wirtinger,  Untersuchungen  über 
Thetafunktionen,  Leipzig  1895.) 


Eine  einfache  Methode,  die  aber  für  beliebiges  p nicht  die 
allgemeinsten  Theta  liefert,  einen  Körper  K vom  Geschlechte  ; 
q'^p  der  angegebenen  Art  zu  bekommen,  ist  folgende.  Man  j 
adjungiere  zu  einem  Körper  1c  vom  Geschlechte  q — p eine  al-  1 
gebraische  Funktion,  so  daß  der  entstehende  Körper  K vom  i 
Geschlechte  q wird.  Unter  den  q Integralen  erster  Gattung  von  . 
K sind  dann  die  q — p Integrale  erster  Gattung  von  h ent- 
halten und,  da  diese  nur  2(q—p)  primitive  Perioden  haben,  \ 
so  gibt  es  p andere,  die  nur  2p  primitive  Perioden  haben.  Diese  i 
sind  dadurch  charakterisiert,  daß  die  Eelativspur  ihrer  Integranden  : 
in  bezug  auf  den  Körper  Ä gleich  Null  ist  (F.  Schottky,  £er-  \ 
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liner  Sitmngsher.,  S.  522,  1904;  H.  W.  E.  Jung,  Berliner 
Sitmngsber.,  S.  1381,  1904). 

Eingehend  behandelt  ist  nur  der  Fall,  daß  der  Körper  K 
aus  Ä:  durch  Adjunktion  der  Quadratwurzel  aus  einer  rationalen 
Funktion  des  Körpers  Ä entsteht.  (F.  Schottky,  J.  Math. 
106,  S.  199,  1890;  W.  Wirtinger,  Thetafunht. , 1895.  Es 
werde  die  Funktion,  deren  Quadratwurzel  zu  h adjungiert  wird, 
an  2n  Stellen  von  ungerader  Ordnung  Null  und  im  übrigen 
nur  von  gerader  Ordnung  Null  und  unendlich.  Ist  h der  all- 
gemeine Körper  vom  Geschlechte  r,  ist  ferner  t + o das  Ge- 
schlecht von  K,  so  ist  6 = t -{-  n — 1 und  die  Zahl  der  Para- 
meter ist  3t  — 3 -f  w.  Die  Zahl  der  Parameter  ist  gleich  der 

Zahl  — ()(0-|-l)  der  Parameter,  von  denen  die  allgemeinen 

Theta  von  6 Veränderlichen  abhängen  (abgesehen  von  den  Fällen 
G = 1 , (j  = 2),  nur  in  folgenden  drei  Fällen 


(>  ==>  3, 

n = 3, 

T = 

1, 

(7  = 4, 

n = 2, 

T = 

6 = 6, 

n = 0, 

T = 

6. 

Diese  Fälle  sind  behandelt  von  Schottky,  Jung  und  Wir- 
tinger. (Siehe  den  Enz.-Artikel  von  Krazer  und  Wirtinger, 
S.  845.) 


§ 9.  Die  Biemannschen  Theta.  Das  Umkehrproblem. 

Es  sei  K ein  algebraischer  Körper  vom  Geschlechte  p und 
es  seien  • • •■) '^p  unabhängige  Integrale  erster  Gattung,  und 

zwar  seien  sie  so  gewählt,  daß  ihr  Periodensystem  die  kanonische 
Form  (1,  t)  hat.  Die  zu  diesem  Periodensystem  gehörenden 
Theta  erster  Ordnung  mit  zweiteiliger  Charakteristik  mögen  mit 
'9’(tt)  bezeichnet  werden.  Es  seien  p,  zwei  Stellen  von  K. 
Setzt  man 

«ii  (*  = 1)  2, 

WO  die  e gegebene  Konstanten  bedeuten,  so  wird  jedes  '9’(it) 
eine  Funktion  der  Stelle  p mit  folgenden  Eigenschaften.  Sie 
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verhält  sich  überall  wie  eine  rationale  Funktion.  Durchläuft  ^ 
eine  geschlossene  Kurve,  so  ändert  sich  d'(u)  höchstens  um  einen 
Exponentialfaktor.  ^(u)  hat  als  Funktion  von  wenn  es  nicht 
identisch  verschwindet,  genau  p Nullstellen.  Wäre  '9’(w)  von 
der  w-ten  Ordnung,  so  würde  die  Zahl  der  Nullstellen  np  sein. 
Die  p Nullstellen  von  &(u)  seien  ^2?  • • •>  bestehen 

dann  die  Kongruenzen 


wo  die  Größen  k die  von  den  Parametern  und  von  den  Stellen 
unabhängigen  Biemannschen  Konstanten  sind. 


Es  kann  sehr  wohl  eintreten,  daß  die  Parameter  e solche 
Werte  haben,  daß  die  Funktion  identisch  verschwindet.  Von 
den  Sätzen  über  das  identische  Verschwinden  der  Thetafunktionen, 
die  von  Eiemann  herrühren,  sei  nur  folgender  angeführt  (vgl. 
Christoffel,  Vollständige  Theorie  der  Biemannschen  Theta- 
funhtionen,  Math.  Ann.  54,  S.  347,  1901). 


Die  Funktion 


I 

s 


verschwindet,  aufgefaßt  als  Funktion  der  Stelle  i 


1.  wenn  die  durch  den  Divisor  ^1^2  •••  definierte  Klasse 
die  Dimension  1 hat,  an  den  Stellen  ^1,  ^)2»  • * •? 


2.  wenn  die  Klasse  von  der  Dimension  s + 1 ist,  identisch, 
und  zwar  zugleich  mit  allen  Ableitungen  1.,  2.,  . . .,  (s  — l)-ter, 
aber  nicht  s-ter  Ordnung. 


so 

Fo 


Wir  betrachten  die  zu  K gehörenden  Riemannschen  Theta  t 
erster  Ordnung  mit  zweiteiliger  Charakteristik.  Wir  setzen  zunächst 


p 

Uf=fdVi,  (j  = 1,  2,  . . i)). 

V 

Es  wird  dann  jeder  Quotient  (w) / (w)  eine  Funktion  dej 
Körpers  K^  und  zwar  sowohl  als  Funktion  der  Stelle  wi« 
auch  der  Stelle  p'.  Diese  Funktion  wird,  wenn  der  Körper  J 


{rle: 

itel 

^811 
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nicht  von  besonderer  Beschaffenheit  ist,  nicht  identisch  Null  oder 
unendlich.  Sie  wird  daher  an  p Stellen  von  der  zweiten  Ord- 
nung Null  und  an  Stellen  von  der  zweiten  Ordnung  unend- 
lich. Sind  Xj  y zwei  Größen  aus  durch  die  sich  alle  anderen 
rational  ausdrücken,  so  kann  man  jeden  solchen  Quotienten  in 
die  Form: 

bringen,  wo  die  c Konstante  sind  und  die  'ijj  ganze  rationale 
Funktionen  von  x,  es  werden  dann  die  -i/;  adjungierte  Funk- 
tionen, die  außer  an  den  ihnen  allen  gemeinsamen  (dem  Doppel- 
punktdivisor entsprechenden)  Stellen  noch  an  p Stellen  von  der 
zweiten  Ordnung  Null  werden.  Die  Funktionen  l/al;  sind  also 
Wurzelfunktionen.  (Vgl.  Kap.  XVII,  § 8.)  Durch  diese  Bedingung 
sind  die  2^^  Funktionen  in  ihrer  Gesamtheit  eindeutig  bis  auf 
konstante  Faktoren  bestimmt.  Die  Funktionen  i/;  sind  sym- 
metrische Funktionen  von  h und  h - Ist  eine  ungerade 
Funktion,  so  zerfällt  die  entsprechende  Funktion  Es  wird 

nämlich: 

'<i’a=h9a{P)9a{P')- 

Dabei  bedeutet  eine  Funktion,  die  für  ))  ==  ^)'  verschwindet, 
9^(^)  eine  ^-Funktion,  die  nur  von  (:|))  abhängt,  und  die- 

selbe Funktion  von  p'. 

Das  UmTcehrpröblem.  Setzt  man  in  die  Funktionen  ff  statt 
der  Argumente  u 

i+f ^ 

K 

SO  werden  die  Quotienten  i’ationale  symmetrische 

Funktionen  der  Stellen  Iliese  lassen  sich  algebra- 

isch bestimmen.  Ist  das  geschehen,  so  ist  damit  die  Auflösung 
der  Thetarelationen  für  die  Biemannschen  Theta  geleistet.  (Vgl. 
§ 8.)  Das  Jacohische  Umkehrprohlem  besteht  nun  darin,  aus  den 
Gleichungen  (l)  bei  gegebenen  Werten  der  u und  gegebenen 
Stellen  die  Stellen  p^  zu  bestimmen.  Dazu  stelle  man  p 
Quotienten  als  Funktionen  der  p^  und  p'^  dar.  In 

den  p so  erhaltenen  Gleichungen 


Ta  Seal,  Eepertorium  I. 


«•!(«) 

2.  2.  Aufl 


= ^abiP^  P') 
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ist  dann  alles  außer  den  p Stellen  bekannt  und  es  lassen 
sich  daher  die  gesuchten  Stellen  algebraisch  berechnen. 

Lehrbücher  und  Monographien. 

Über  Lehrbücher  und  Monographien  sehe  man  die  Literatur- 
angabe am  Ende  von  Kapitel  XVII,  S.  888.  Außerdem  seien  ange- 
geben: 

A.  Krazer,  Lehrbuch  der  Thetafunktionen,  Leipzig  1903. 

A.  Krazer  und  W.  Wirtinger,  Äbelsche  Funktionen  und  allgemeine 
Thetafunktionen.  Enz.  d.  math.  Wissenschaften  II B 7,  Leipzig  1921. 

Dort  sind  auch  ausführliche  Literaturangaben. 


Kapitel  XIX. 

Automorphe  Funktionen  unter  Einschluß  der  elliptischen 
Modnlfnnktionen. 

Von  Robert  Fricke  in  Braunschweig. 


§ 1.  Begriff  der  automorphen  Funktionen. 

Wir  verstehen  unter  ^ | eine  komplexe  Variabele. 

Auf  diese  üben  wir  eine  Reihe  linearer  Transformationen  oder 
Substitutionen 

/ .j\  ^ ^ 

aus,  deren  Determinanten  {a^  — ß^  y,.)  von  0 verschieden  seien. 

Abgekürzt  wollen  wir  diese  Substitutionen  durch  die  Symbole 

(2)  r = r,is),  r = Fj(f),  r = r,®,  • • • 

bezeichnen. 

Wir  bezeichnen  weiter  mit  0 = analytische  Funk- 

tion von  welche  ihren  Wert  behält,  wenn  man  für  das  Argu- 
ment ^ irgend  eines  jener  ==  substituiert 

(3)  ^®))  = = 9>  = 9>®; 

i eine  solche  Funktion  9)(^)  nennen  wir  mit  Klein  {Gott.  Naclir. 
1890,  Kr.  4,  Ges.  math.  Abh.,  2,  S.  549)  eine  „automorphe 
Funktion^‘.  Wir  betrachten  weiterhin  nur  eindeutige  automorphe 
Funktionen,  zu  denen  insbesondere  auch  die  elliptischen  Modul- 
funktionen gehören. 

Sind  und  Kj  irgend  zwei  von  den  Substitutionen  (2), 
zu  denen  (p[^  gehört,  so  folgt  aus  (3)  unmittelbar 
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Nun  berechnen  wir  aber  für  die  aus  den  Substitutionen  Vf  und 
zusammengesetzte  Substitution  die  wir  abgekürzt 

durch  das  Symbol  F,.  • Fj  oder  F^F;^  bezeichnen  wollen: 


(5) 


' + {yih  + ’ 


F|F^  ist  somit  wieder  eine  lineare  Substitution  und  die  Deter- 
minante der  letzteren 


(«i«*  + ftn)  hißk  + — («(ft  + ftft)  (y(«t  + ftn) 

= («(ft  — fty,)  (ojft  — ftyj) 


ist  als  Produkt  der  Determinanten  von  F^  und  F;^  wieder  von  0 
verschieden.  Geben  wir  die  einzelne  Substitution  F,-  durch  Nen- 
nung ihrer  Koeffizienten  etwa  in  der  Gestalt 


so  stellt  sich  das  in  (5)  zum  Ausdruck  kommende  Gesetz  über 
die  Zusammensetzung  zweier  Substitutionen  F,.,  F^  zu  einer  neuen 
so  dar 


/S»  M ^ (^i^k  -1-  Piyk^  ^ißk+  ßi^k\ 

\y< , \y*  t \y,-  y* , r*  ßk  + 


Gleichung  (4)  liefert  den  Satz:  Transformieren  die  Substitutionen 
Vf  wnd  V^  die  Fu/nTction  (p{ß)  in  sich,  so  gilt  dasselbe  von  der 
aus  Vf  und  Vj.  msammengesetsten  Substitution  VfVj^. 

Wir  wollen  uns  nun  den  Begriff  der  Gesamtheit  aller  Sub- 
stitutionen V bilden^  welche  unsere  fragliche  Funktion  9j(^)  in  sich 
transformieren.  Zu  dieser  Gesamtheit  wird  stets  die  sogenannte 

identische  Substitution  Vq  = gehören,  welche  wir  auch,  da 

stets  FqF  = F ist,  symbolisch  durch  1 bezeichnen.  Es  wird  ferner 
mit  der  einzelnen  Substitution  F,.  die  inverse  Substitution  Vf  === 

f*) » durch  Auflösung  von  = F,.(^)  nach  ^ ge- 

wonnen wird,  jener  Gesamtheit  angehören;  denn  aus 


folgt,  indem  man  rechts  ^ durch  ausdrückt,  sofort 


9>(f'‘'>)  = ( 


— y.^(i>^CC 
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Diese  zu  Vf  inverse  Substitution  F/  befriedigt  die  Gleichung: 
Vf  • Vf  — Vq—  1 und  wird  demnach  symbolisch  auch  durch  Vr  ^ 
bezeichnet.  Vor  allem  folgern  wir  aus  dem  der  Gleichung  (4) 
entnommenen  Satze,  daß,  wenn  Vf  und  Vj^  zwei  Substitutionen 
unserer  Gesamtheit  sind,  auch  die  durch  ihre  Kombination  ent- 
springende Substitution  VfVj^  dieser  Gesamtheit  angehört.  Mit 
Rücksicht  auf  die  in  Kap.  III,  § 1 (S.  173)  aufgezählten  charak- 
teristischen Eigenschaften  einer  Gruppe  folgern  wir:  Die  gesam- 
ten linearen  Substitutionen  V,  welche  unsere  automorphe  Funktion 
(p(^)  in  sich  transformieren,  bilden  eine  „Gruppe‘\  Jene  Eigen- 
schaften sind  nämlich,  abgesehen  vom  „assoziativen“  Gesetze 

(7)  = 

in  den  voraufgehenden  Zeilen  bereits  alle  dargelegt;  das  Gesetz 
(7)  aber  zeigt  man  durch  direkte  Rechnung.  Die  Theorie  der 
automorphen  Funktionen  wird  man  hiernach  auf  eine  Theorie  der 
Gruppen  linearer  ^-Substitutionen  zu  gründen  haben.  Zur  ab- 
kürzenden Bezeichnung  einer  solchen  Gruppe  wollen  wir  das  Sym- 
bol r benutzen. 

Über  die  Geschichte  der  automorphen  Funktionen  folgen 
unten  weitere  Angaben.  Ausführlich  ist  die  Theorie  dieser  Funk- 
tionen in  dem  Werke  dargestellt  „Vorlesungen  über  die  Theorie 
der  automorphen  Funktionen*  von  R.  Fricke  und  F.  Klein  1 
(1897),  3.  1901  bis  1912,  Leipzig  (Teubner);  dieses  Werk  wird 
in  der  Folge  mit  „Aut*‘  zitiert.  Die  Theorie  der  elliptischen  Mo- 
dulfunktionen, welche  wie  bemerkt  eine  besondere  Art  auto- 
morpher Funktionen  darstellen,  ist  ausführlich  behandelt  in  dem 
Werke  „F.  Klein,  Vorlesungen  über  die  Theorie  der  elliptischen 
Modul funktionen§ **,  ausgearbeitet  und  vervollständigt  von  R.  Frick  e , 
1 (1890),  2 (1892),  Leipzig  (Teubner);  dieses  Werk  wird  weiter- 
hin mit  „Mod.**  zitiert. 


§ 2.  Die  linearen  ^-Substitutionen  als  Kreisverwandt- 
schäften. 


Die  komplexe  Variabele  ^ schreiben  wir  unter  Trennung 
ihres  reellen  und  imaginären  Bestandteiles  ^ ^ und  legen 

ihrer  geometrischen  Deutung  eine  Ebene  oder,  wenn  wir  die  Be- 
sonderheit des  Punktes  ^ — <x>  aufheben  wollen,  eine  Kugel  zu- 
grunde (vgl.  Kap.  XV,  § 1).  Durch  die  einzelne  Substitution 


(1) 
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wird,  falls  wir  ^ und  in  derselben  Ebene  deuten,  eine  um- 
keJirhar  eindeutige  und  durchweg  konforme  Abbildung  der  ^-Ebene 
auf  sich  selbst  dargestellt. 

Der  besondere  Charakter  dieser  Abbildung  besteht  nun  darin, 
daß  sich  bei  derselben  die  Kreise  der  Ebene  stets  wieder  in 
Kreise  transformieren;  dabei  sind  die  Geraden  als  Kreise  mit 
unendlich  großem  Radius  immer  mitgemeint. 

Um  dies  zu  zeigen,  nehmen  wir  erstlich  an,  daß  y = 0 sei, 
wo  alsdann  (wegen  Nichtverschwindens  der  Determinante  ad  — ßy) 

notwendig  a und  8 von  0 verschieden  sind.  Setzen  wir  y 
und  ß\  so  handelt  es  sich  um  die  Substitution 


r = a't  4-  ß'. 


(2) 


Wir  schreiben,  unter  |a'|  den  absoluten  Betrag  und  unter  -O*  die 
Amplitude  von  a verstanden,  u = |a'|  und  können  die  Sub- 
stitution  (2)  in  der  Gestalt  aus  folgenden  drei  Substi- 

tutionen zusammensetzen 


bedeutet  eine  Translation  oder  Parallelverschiebung  der  ^-Ebene, 
wobei  der  Nullpunkt  an  die  Stelle  ^ ==  /3'  rückt;  Fg  bedeutet 
eine  Drehung  der  Ebene  um  den  Nullpunkt  durch  den  Win- 
kel '9';  endlich  bedeutet  Fg  eine  Ähnlichkeitstransformation  mit 
festbleibenden  Punkten  ^ = 0 und  ^ = oo.  In  der  Tat  stellen 
sich  diese  Transformationen,  wenn  wir  noch  unter  Trennung  des 
Reellen  vom  Imaginären  ß'  = b^  + schreiben,  in  den  recht- 
winkligen Koordinaten  ri  wie  folgt  dar 


in  die  Kreise  überführt,  so  gilt  dies  auch  von  der  aus  ihnen 
zusammengesetzten  Substitution  (2). 

Verschwindet  y nicht,  so  können  wir  die  Substitution  (1) 
in  die  Gestalt  setzen: 
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c,f cc9-^ßy  jK 

Schreiben  wir  zur  Abkürzung: 

__  / yd  _ ^ o" 

a&  — ßy  ad  — ßy  y ^ 

SO  sind  die  Größen  a',  ß\  ß"  jedenfalls  endlich,  und  a ist  von 
0 verschieden.  Unsere  Substitution  schreibt  sich: 

f ' = sfr? 

und  ist  somit  in  der  Gestalt  F/  V^'  Fg'  aus  den  drei  folgenden 
Substitutionen  herstellbar: 


F/  und  Fg'  sind  Substitutionen  der  Gestalt  (2).  Fg'  liefert  für 
die  Koordinaten 

n 

*“r+v*’ 

so  daß  durch  Fg'  der  Kreis: 
in: 

d(i'^  + n^)  — 2&^'  + 2cr{  + a = 0, 

d.  h.  in  der  Tat  wieder  in  einen  Kreis  transformiert  wird.  Die 
fragliche  Eigenschaft  der  Substitutionen  (l)  ist  also  allgemein 
bewiesen. 

Nach  Moebius,  Leips.  Äbh.  2 oder  Werlce  2 bezeichnet 
man  die  winkeltreuen  Abbildungen  einer  Ebene  auf  sich  selbst, 
bei  denen  Kreise  immer  wieder  in  Kreise  übergehen,  als  „Kreis- 
Verwandtschaften'^  und  zwar  unterscheidet  man  zwei  Arten  der- 
selben, je  nachdem  bei  der  Abbildung  des  einzelnen  Winkels  die 
Schenkel  desselben  ihre  gegenseitige  Lage  behalten  oder  umge- 
legt erscheinen.  Unsere  ^-Substitutionen  (1)  gehören  zu  den 
Kreisverwandtschaften  der  ersten  Art.^)  Eine  einzelne  Kreisver- 


1)  Zugleich  erschöpfen  sie  dieselben.  Vergleiche  die  ausführliche 
auf  projektiv-geometrische  Entwicklungen  gegründete  Theorie  der 
|:-Substitutionen  in  „Aut"  1,  3 ff.  und  Bepert.  2,  Kap.  II,  § 5. 
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wandtschaft  der  zweiten  Art  ist  z.  B.  durch  den  Übergang  von 
t ^ iv  [zum  konjugiert  komplexen  Werte  ^ = 'i  — irj  ge- 
geben; denn  diese  Transformation  stellt  die  symmetrische  Um- 
formung oder  Spiegelung  der  ^-Ebene  an  der  reellen  Achse  dar. 
Weitere  solche  Kreisverwandtschaften  zweiter  Art^)  gewinnen 
wir,  wenn  wir  die  eben  genannte  Transformation  von  ^ in 
mit  allen  Substitutionen  (l)  kombinieren: 


(3) 


yf  + Ä 


Wir  wollen  diese  Substitutionen  symbolisch  durch  F (^)  be- 
zeichnen und  als  „^-Substitutionen  zweiter  ÄrV*  den  bisherigen  an- 
reihen, welche  letztere  dann  genauer  als  „^-Substitutionen  erster 
ArV'  zu  bezeichnen  sind. 

Wie  man  leicht  feststellt,  gilt  folgender  Satz:  Die  Kombi- 
nierung zweier  Substitutionen  verschiedener  Arten  liefert  eine  Sub- 
stitution zweiter  Art,  diejenige  zweier  Substitutionen  derselben  Art 
aber  ergibt  stets  eine  Substitution  erster  Art. 


§ 3.  Einteilung  der  ^-Substitutionen  erster  Art  und  geo- 
metrische Deutung  derselben. 

Die  vier  Koeffizienten  einer  Substitution  F können  ohne 
wesentliche  Änderung  der  letzteren  mit  einem  gemeinsamen  Fak- 
tor versehen  werden.  Dieser  kann  so  bestimmt  werden,  daß  die 
Determinante  der  Substitution  in  der  neuen  weiterhin  zu  be- 
nutzenden Schreibweise  gleich  1 wird: 

(1)  = aä-ßy  = l. 

Die  Substitution  heißt  dann  „unimodular*‘ . Die  Schreibweise 
ist  noch  zweideutig;  denn  man  kann,  ohne  die  Forderung,  die 
Determinante  sei  gleich  1,  zu  stören,  die  a,  /3,  y,  d noch  einem 
gleichzeitigen  Zeichenwechsel  unterziehen. 

Schließen  wir  bei  der  nächsten  Betrachtung  die  identische 
Substitution  1 aus,  so  gilt  der  Satz : J ede  Substitution  F hat  zwei 
sich  selbst  entsprechende  Punicte,  die  als  „FixpunMe'"'"  bezeichnet 
werden  sollen.  Setzt  man  nämlich  t m (1)  ein,  so  ergibt 
sich  zur  Bestimmung  von  ^ die  nicht-identische  quadratische 
Gleichung: 

(2)  y52^(5-«)J-/3  = 0. 


1)  Und  zwar  wieder  deren  Gesamtheit. 
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Die  Distriminante  dieser  Gleichung  (d  — rechnet  sich 

mit  Hilfe  der  zweiten  Gleichung  (l)  auf  (a  + d)“ — 4 um:  Die 
beiden  FixpunTde  fallen  stets  und  nur  dann  zusammen,  wenn: 

a -f  d = + 2 
ist. 

Um  die  durch  (1)  vermittelte  Abbildung  der  Ebene  auf 
sich  selbst  genauer  zu  versinnlichen,  nehmen  wir  erstlich  y = 0 
an.  Dann  sind  a und  d von  0 verschieden,  und  man  hat: 

ö = cT^. 

Die  Substitution  hat  die  Gestalt: 

^ oder  einfacher  + aß, 

ihre  Fixpunkte  liegen  bei: 

(3)  und  ^2  = 

Wir  unterscheiden  nun  folgende  Fälle: 

I.  Es  sei  a^=l,  so  daß  wir  (nötigenfalls  nach  Zeichen- 
wechsel der  Koeffizienten)  a = 1 setzen  dürfen*  Die  Substitution 
hat  die  Gestalt: 

(4)  + 

und  heißt  „parabolisch!''',  sie  stellt  eine  Translation  der  ^-Ebene 
dar,  bei  welcher  insbesondere  der  Punkt  ^ ==  0 in  den  Punkt 
= ß übergeht.  Wir  denken  uns  diese  Transformation  der  An- 
schaulichkeit halber  durch  eine  wirkliche  Verschiebung  der  Ebene 
in  sich  hergestellt.  Ziehen  wir  zur  Geraden  von  0 nach  ß die 
gesamte  Schar  der  parallelen  Geraden,  so  wird  sich  die  einzelne 
dieser  Geraden  in  sich  verschieben:  Wir  wollen  diese  Geraden 
als  die  „Bahnlinien'’''  oder  „Bahnkurven*'  der  Substitution  be- 
zeichnen; die  zu  ihnen  senkrechten  Geraden,  welche  ineinander 
übergeführt  werden,  mögen  die  „Niveaulinien"  oder  „Niveau- 
kurven" der  Substitution  heißen. 

II.  Ist  a^  nicht  gleich  1,  so  wollen  wir: 

a^  = m = \ m\  • e^^ 

setzen  und  m als  „Multiplikator"  der  Substitution  bezeichnen. 
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Mit  Hilfe  des  im  Endlichen  gelegenen  Fixpunktes  rechnet 
sich  die  Substitution  ^'  ==  aß  um  auf  die  Gestalt: 

(5)  S'-Si  = m(S-Q, 

womit  die  Bezeichnung  von  m als  „MultiplikatoF"  sich  recht- 
fertigt. Wir  unterscheiden  folgende  Fälle: 

1.  Die  Amplitude  '9'  verschwinde,  so  daß  m — \m\  reell 
■und  positiv  ist;  die  Substitution  heißt  ,,hyperl)olisch^^  und  stellt 
eine  Ähnlichkeitstransformation  der  Ebene  mit  dem  Zentrum 
dar.  Wir  denken  uns  auch  diese  Transformation  durch  eine  ste- 
tige Deformation  der 
5 -Ebene  in  sich  voll- 
zogen, wobei  wir  zu 
dem  in  Fig.  1 dar- 
gestellten Bilde  kom- 
men; die  vom  Zen-' 
trum  ausstrahlen- 1 

den  Geraden  liefern 
die  „BahnJcurven^^  (in  ! 
der  Figur  mit  Pfeilen  j 
versehen,  welche  mit- 
tels ihrer  Richtung 
den  Fall  | w | > 1; 
versinnlichen);  diel 
orthogonale  Schar 
der  konzentrischen 
Kreise  um  liefert 
die  ^^'Niveaulinien'‘\ 

2.  Der  absolute 
Betrag  \m\  ist 

gleich  1,  so  daß  m = gilt,  die  Substitution  heißt  „elliptisch“  \ 
und  stellt  eine  Drehung  der  f- Ebene  um  den  Punkt  dar.a 
Jetzt  sind  die  Kreise  der  Fig.  1 die  Bahnkurven,  die  Geradenl 
aber  liefern  die  Niveaulinien.  | 

3.  Ist  endlich  weder  ß-  = 0 noch  | m | = 1,  so  können  wir! 
die  Substitution  aus  der  zu  | m | gehörenden  hyperbolischen  Sub-l 
stitution  und  der  zu  '9  gehörenden  elliptischen  zusammensetzen^l 
Die  zugehörige  Deformation  der  Ebene  in  sich,  welche  aus  den 
beiden  unter  1.  und  2.  betrachteten  Verschiebungen  zusammen- 
gesetzt erscheint,  ist  durch  Fig.  2 bezeichnet,  wobei  als  Beispiel| 
I w I < 1 gewählt  wurde.  Die  mit  Pfeilen  versehenen  Bahn-] 
kurven  sind  logarithmische  Spiralen,  desgleichen  die  ihnen  ortho-^ 


§ 3.  Einteilung  und  Deutung  der  Substitutionen  erster  Art.  923 

gonalen  Niveaulinien.  Auf  der  Kugel  werden  für  den  Fall, 
daß  man  = 0 und  also  dem  zweiten  Fixpunkte  ^2=00  dia- 
metral nimmt,  die  Kurven  dieser  beiden  Scharen  sogen.  „Loxo- 
droment'';  unsere  Substitution  trägt  dieserhalb  den  Namen  einer 
^^loxodromischen'^. 


Den  vorstehenden  Betrachtungen  kommt  allgemeine  Bedeu- 
tung zu,  d.  h.  sie  bleiben  im  wesentlichen  gültig,  wenn  wir  jetzt 
zweitens  y als  von  0 verschieden  annehmen.  Durch  Lösung  der 
Gleichung  (2)  findet  man  die  beiden  Fixpunkte  im  Endlichen  bei: 


(6)  Ji,52  = ^(“-<y±'/(«  + ^r-4) 


gelegen.  Wir  unterscheiden  folgende  Fälle: 

I.  Es  sei  a + ^ = i 2 und  also  etwa  a -j-  d ==  2;  die  Fix- 
punkte fallen  bei: 


(7) 


a—i 

2y 


zusammen.  Führen  wir  nun  statt  ^ die  Variabele: 
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(8) 

ein,  so  wird  sich  unsere  Substitution  (l)  in  eine  Substitution’: 

yZ-\-d' 

zwischen  Z und  Z'=  C/" (^0  ^mrecbnen,  deren  beide  Fixpunkte 
an  der  dem  Punkte  entsprechenden  Stelle  Z ==  oo  zusammen- 


Z'=Z 

annimmt.  Für  ß'  berechnet  man  übrigens  leicht  den  Wert  j3'  = y. 
Unsere  ursprüngliche  Substitution  mit  a + ^ — i 2 bzw.  a -f  ^ = 2, 
für  welche  wir  durch  Kückgang  zu  ^ die  Normalform 
1 1 
r-fx  f-fi 

hersteilen,  nennen  wir  gleichfalls  „parabolisch“ . Wollen  wir  die 
durch  sie  gelieferte  Transformation  der  Ebene  wieder  unter 
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dem  Bilde  einer  stetigen  Deformation  dieser  Ebene  in  sich  fassen, 
so  stellen  wir  zunächst  in  der  Z- Ebene  die  Bahn-  und  Niveau- 
geraden für  die  Substitution  Z'=  Z + y her  und  nehmen  hier- 
von das  kreisverwandte  Abbild  auf  die  Ebene  vermöge  der 
zu  U inversen  Substitution  ^ = U~^  (Z).  Das  entspringende 
Bild  liefert  Eig.  3,  wo  die  Bahnkurven  eine  erste  Schar  sich 
in  berührender  Kreise  sind  und  die  zugehörige  orthogonale 
Kreisschar  die  Niveaulinien  liefert. 


II.  Ist  a -f  d weder  = + 2 noch  = — 2,  so  sind  die  beiden 
Eixpunkte  voneinander  verschieden.  Führen  wir  an  Stelle 

von  ^ die  Variabele: 


(11) 


ein,  so  rechnet  sich  unsere  Substitution  (l)  in  eine  Substitu- 
tion (9)  zwischen  Z und  Z'  = TI (^')  um,  deren  Fixpunkte  den 
Werten  ^ und  ^ = ^2  entsprechend  bei  Z ==  0 und  Z = oo 
gelegen  sind.  Es  gilt  demnach  ß'  = 0,  / = 0 und  wir  gelangen, 

indem  wir  ^ = m setzen,  zu  einer  Substitution  Z'==mZ  der  Ge- 


stalt (5).  Je  nachdem  die  letztere  hyperbolisch,  elliptisch  oder 
loxodromisch  ist,  nennen  wir  auch  unsere  zunächst  vorgelegte 
Substitution  „liyperholischf%  „elliptisch**  oder  „loxodromisch** 
Die  Substitution  nimmt  übrigens  bei  Rückgang  zu  ^ die  Normal- 
form an: 


(12) 


r-g. 

r — ?! 


==  m 


Um  den  „Multiplilcator^^  m durch  die  Koeffizienten  cf,  jS,  y,  d der 
Substitution  in  ihrer  ursprünglichen  Gestalt  (l)  darzustellen,  be- 
achte man,  daß  ^ = cx>  den  Wert  ^ ~ liefert.  Durch  Ein- 
tragung in  (12)  folgt  mit  Rücksicht  auf  (6): 


Zur  geometrischen  Deutung  unserer  Substitution  benutzen 
wir  dieselben  Vorstellungen  wie  bisher  und  zeichnen  zunächst 
im  hyperbolischen  und  elliptischen  Falle  nach  Vorschrift  der  an 
Gleichung  (5)  angeschlossenen  Betrachtung  in  der  Z- Ebene  die 
vom  Nullpunkt  ausstrahlenden  Geraden  (die  „Kreisschar“  durch 
die  Punkte  Z = 0 und  Z = oo)  sowie  die  konzentrischen  Kreise 
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um  Z 

(11) 


0. 


inversen 


Dieses  Bild  ist  dann  kreisverwandt  mittels  der  zu 
Substitution  U~^{Z')  auf  die  Ebene  zu 

übertragen.  Wir  ge 
langen  zum  Bilde 
der  Fig.  4,  in  wel 
eher  die  mit  Pfeilen 
versehenen  Kreise 
durch  die  Fixpunkte 
, ^2  iin  hyperboli- 
schen Falle  die  Bahn- 
kurven, die  ihnen 
orthogonalen  Kreise 
die  Niveaulinien  er- 
geben, während  imj 
elliptischen  Falle  die 
beiden  Kreisscharen 
ihre  Rolle  tauschen.' 
Im  loxodromischen 
Falle  werden,  wie|' 
Fig.  5 andeutet,  , 
Bahnkurven  und  Ni-  J 
veaulinien  von  zwei) 
zueinander  orthogonalen  Scharen  von  „Doppelspiralen“  geliefert.,. 
Nach  (13)  hängt  der  Multiplikator  m allein  von  der  Summe 'j 
(a  -f  d)  ab,  die  die  „Invariante''  der  Substitution  heißt,  und  man 


findet  umgekehrt,  indem  man  m = | 

± (« + ^) 


m 


setzt,  leicht: 


(14) 


m 


£ 

y\m 


+ cos  -i-  + 


m I — 


sin 


Diskutieren  wir  diese  Gleichung  und  erinnern  uns,  daß  bei  den 
parabolischen  Substitutionen  a -f-  d = i 2 vorlag,  so  folgt:  Die 
elliptischen^  parabolischen  und  hyperbolischen  Substitutionen  sind 
durch  reelle  Werte  von  {a  + d)  charakterisiert,  und  mar  liegt\ 
eine  elliptische,  parabolische  oder  hyperbolische  Substitution  vor, 
je  nachdem  (a  + d)  absolut  < 2,  = 2 oder  > 2 ist;  für  die\ 
loxodromischen  Substitutionen  ist  ein  nicht-reeller  Wert  von  (a  d)[ 
charakteristisch.  Dieser  Satz  gilt  auch  für  die  oben  vorweg  be-j 
trachteten  Substitutionen  mit  y = 0,  wie  man  mit  Rücksichtl 
auf  die  hier  zutreffende  Gleichung  ö — cT^  leicht  zeigt.^) 


1)  Die  Benennungen  der  Substitutionen,  wie  wir  sie  hier  be-i 
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§ 4.  Die  Spiegelungen  oder  Inversionen  an  Kreisen. 

Von  den  Substitutionen  zweiter  Art: 


(1)  ^ . j-f+tf’ 

aö  — ßy  — 1 > 
betrachten  wir  nur  die- 
jenigen, bei  denen  ö 
und  a konjugiert  kom- 
plex sind,  und  ß so- 
wie y rein  imaginäre 
Werte  haben.^)  Schrei- 
ben wir  unter  Tren- 
nung des  Eeellen  vom 
Imaginären : 

ß = A + ■ • • 

so  wird  es  sich  also 
um  die  Substitutionen 
handeln; 


(2) 


(«1-f 

*>2  ^ + («1  — *«2)  ’ 


I Fragen  wir  nach  den  Fixpunkten  dieser  Substitution,  so  haben 
1 wir  ^ in  (2)  einzutragen  und  ausführlich; 

^ ^ J=  ^ — ifj 

zu  schreiben.  Es  ergibt  sich  der  Satz;  Bei  der  Substitution  (2) 
j bleiben  alle  und  nur  die  Punkte  der  Peripherie  des  Kreises: 

(3)  ys  (I*  + — äCsI  + 2«!»)  — (32=  0 

fest,  der  für  mit  dem  Badius  |}'2”‘l  um  ^ = — — 

beschrieben  ist  und  für  y^  = 0 in  eine  Gerade  ausartet. 

nutzen,  ist  von  Klein  eingeführt;  vgl.  Math.  Ann.  14,  123  (1878)  und 
21,  173  (1882).  Die  Namen  „h;^erbolisch“,  „elliptisch“  und  „para- 
bolisch“ hängen  mit  der  projektiven  Bedeutung  unserer  Substitutionen 
usammen  , worüber  „Aut.“.,  1,  Einleitung,  zu  vergleichen  ist. 
z 1)  Über  weitere  Ausführungen  betreffs  der  Substitutionen  zweiter 
j,  Art  vgl.  man  „Mod.“,  1,  196 ff. 

i 
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Die  Gleichung  dieser  Geraden  schreiben  wir: 

(4)  “3I  — «1»!  + 0. 

Liegt  dieser  Fall  ^2  ^ so  berechnen  wir  aus  (2) : 


|'=  4_  2a^a^r}  — 


rj'==  — (cc^^  — cc^^)  rj  + a^ß^j 

woraus  sich  mit  Rücksicht  auf  + ag 

«2?'  — “1  v'  + ißs  = — («2S  — “iV  + 


1 leicht  ergibt: 


,)• 


Unsere  winkeltreue  Abbildung  der  Ebene  auf  sich  selbst  ist 
demnach  eine  Kollineation,  und  also  wird  die  einzelne  gegen  die 
festbleibende  Gerade  (4)  senkrecht  verlaufende  Gerade  in  sich 
selbst  übergehen.  Die  letzte  Gleichung  besagt,  daß  je  zwei  ein- 
ander entsprechende  Punkte  ^ und  zu  beiden  Seiten  der  Ge- 
raden (4)  in  gleicher  Entfernung  liegen:  Die  vorliegende  Sub- 
stitution bedeutet  eine  symmetrische  Umformvmg  der  Ebene  oder, 
tvie  wir  kurz  sagen  wollen^  eine  „Spiegelung^*  der  ^-Ebene  an  der 
Geraden  (4). 


Ist  ^2  ^ ^ > so  entspricht  dem  Mittelpunkte  ^ = 


7i 


des  Kreises  (3)  der  Punkt  = 00,  und  umgekehrt  liefert  ^ = 00 
als  entsprechenden  Punkt  jenen  Kreismittelpunkt.  Die  ein- 
zelne Gerade  durch  den  Kreismittelpunkt  wird  also  durch  die 
Substitution  (2)  in  sich  selbst  transformiert;  die  beiden  Schnitt- 
punkte derselben  mit  dem  Kreise  (3)  bleiben  fest,  und  der 
Mittelpunkt  und  der  Punkt  ^ = 00  tauschen  sich  aus.  Wegen 
Festbleibens  jedes  Peripheriepunktes  wird  dabei  auf  dem  ein- 
zelnen vom  Mittelpunkte  ausziehenden  Strahle  der  zwischen  Mittel- 
punkt und  Peripherie  gelegene  Teil  mit  dem  äußeren  bis  00  rei- 
chenden Teile  ausgetauscht  werden.  Weiter  folgt  aus  (2): 


72  / V 72  / 72 

oder  also  bei  Übergang  zu  den  absoluten  Beträgen: 

1 


72 


72 


72' 


Das  Produkt  der  Abstände  zweier  entsprechender  Punkte  J 
und  vom  Mittelpunkte  des  Kreises  (3)  ist  also  gleich  dem  isn 


I 


§ 5.  Einführung  der  erweiterten  Gruppen. 
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Quadrate  des  Radius.  Unsere  Substitution  (2)  ist  somit  die 
^^Transformation  durch  reziprohe  Badien^'  am  Kreise  (3),  die  wir 
auch  hurz  als  „Inversion''^  oder  „Spiegelung*‘  an  diesem  Kreise 
bezeichnen.  (Bejpert..,  2,  Kap.  II,  § 5,  S.  42.) 

§ 5.  Einführung  der  durch  Substitutionen  zweiter  Art 
erweiterten  Gruppen, 

In  § 1 wurden  wir  zum  Begriff  einer  Gruppe  F geführt, 
welche  aus  den  ^-Substitutionen  erster  Art: 

^3»  • * •» 

deren  Anzahl  endlich  oder  unendlich  groß  sein  mag,  zusammen- 
gesetzt war.  Zwischendurch  haben  wir  die  Substitutionen  der 
zweiten  Art  V kennen  gelernt  und  zeigen  durch  Rechnung  leicht, 
daß  für  irgendwelche  Substitutionen  der  ersten  oder  zweiten  Art 
das  assoziative  Gesetz  (7)  S.  917  seine  Gültigkeit  behält,  womit 
nach  Kap.  III,  § 1 (S.  173)  die  Möglichkeit  der  Bildung  von 
Gruppen  aus  Substitutionen  erster  und  zweiter  Art  feststeht. 

Eine  solche  Gruppe,  F genannt,  sei  vorgelegt;  sie  bestehe 
aus  folgenden  Substitutionen: 

(1)  1^0=^.  n.-- 

^ ^ 1 T"o.  n.  • • • 

Die  erste  Zeile  enthält  hier  alle  in  F vorkommenden  Substitu- 
tionen erster  Art.  Da  zwei  unter  ihnen,  kombiniert,  stets  wieder 
eine  Substitution  erster  Art  liefern,  so  werden  die  in  der  ersten 
Zeile  (l)  stehenden  Substitutionen  eine  in  F enthaltene  Unter- 
gruppe zusammensetzen,  die  wir  F nennen. 

Für  solche  Untergruppen  sind  die  in  Kap.  III  § 2 ent- 
wickelten Sätze  maßgeblich.  Man  wolle  zunächst  die  Substitu- 
tionen von  F der  Reihe  nach  mit  zu  Vo,  r,T„, 
kombinieren,  wobei  wir  ein  symbolisch  durch  das  Produkt  FVq 
zu  bezeichnendes  System  von  Substitutionen  gewinnen.  Alle 
diese  Substitutionen  gehören  der  zweiten  Zeile  (1)  an,  da  sie 
von  der  zweiten  Art  sind  und  F angehören.  Zugleich  gewinnen 
wir  hierbei  jede  Substitution  der  zweiten  Zeile  (l);  denn  kom- 
binieren wir  irgend  ein  mit  der  in  F enthaltenen  zu  Vq  in- 
versen Substitution  Fo””^  entspringt  eine  Substitution  erster 
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Art  ^ enthalten,  in  der  ersten  Zeile  (l)  steht 

pnd  etwa  heißen  mag.  Aus  Fq“  ^ = F^  folgt  dann  in  der 
Tat  durch  Zusatz  von  Vq  mit  Rücksicht  auf  das  assoziative  Ge- 
setz Fj  = Ff  Fq  . Das  System  F Fq  erschöpft  demnach  die  zweite 
Zeile  (l),  so  daß  wir  die  Gesamtgruppe  J*  mittels  der  in  Kap.III 
§ 2 eingeführten  symbolischen  Schreibweise  als  Summe; 

r = r-fr^ 

darstellen  können.  Da  die  rechte  Seite  zweigliedrig  ist,  so  heißt 
nach  der  a.  a.  0.  erklärten  Bezeichnung  F eine  Untergruppe  des 
Index  2 in  F. 

Ist  U irgend  eine  Substitution  erster  oder  zweiter  Art  von  P, 
so  bilde  man  alle  Substitutionen: 

p--iFol7=l,  U-^V^U,  P-'FgP,..., 

die  wir  in  dem  Symbol  U~^FU  zusammenfassen.  Sie  werden 
nach  Kap.  III,  § 2,  S.  184  eine  mit  F „gleichberechtigte“  Unter- 
gruppe in  F liefern.  Indessen  wird  die  einzelne  Substitution 
P-^FfU,  mag  U erster  oder  zweiter  Art  sein,  stets  wieder 
der  ersten  Art  angehören; 

U-^T,U=  V,. 

Auch  gewinnen  wir  hierbei  alle  Substitutionen  der  ersten  Zeile  (l) 
wieder;  denn  um  ein  beliebiges  zu  erreichen,  hat  man  an 
Ff  ==  UVjgU~^  anzuknüpfen.  Es  geht  hieraus  hervor,  daß  U~^FÜ 
stets  wieder  die  Gruppe  F selbst  ist;  Die  in  der  Gruppe  F ent- 
haltenen Substitutionen  erster  Art  bilden  eine  „ausgezeichnete^* 
Untergruppe  des  Index  ^^zwei^K 

Vorstehende  Betrachtung  kehren  wir  teilweise  um.  Es  sei  F 
irgend  eine  Gruppe  aus  Substitutionen  erster  Art,  und  Fq  be- 
deute eine  Spiegelung.  Aus  § 4 folgt,  daß  die  einmalige  Wieder- 
holung von  Fq  zur  identischen  Substitution  führt  F0^=1.  Es 
gelte  die  Voraussetzung,  daß  die  durch  Vq  transformierte  Gruppe 
VfU^FV^  wieder  mit  F identisch  sei  (vgl.  Kap.  III  § 2,  S.  184), 
daß  also  F durch  F^  in  sich  transformiert  werde;  für  die  Sub- 
stitutionen von  Fy  welche  1,  F^,  F,,  . . . heißen,  gelte  somit 
der  Voraussetzung  zufolge  allemal; 


§ 6.  Begrifife  der  Äquivalenz  und  des  Diskontinuitätsbereiches.  031 


Man  bilde  nun  die  gesamten  Substitutionen  ^0’  ^2  ^0»  • • • 

Für  die  Kombination  von  zweien  unter  ihnen  gilt,  da 

ist; 

= T', F,  = r„, 

und  man  beweist  ebenso  leicht: 

(^<  n)  n = Vj FÖ)  T",)  n = T"«  V 

Es  gilt  somit  der  Satz;  Mne  aus  Substitutionen  erster  Art  be- 
stehende Gruppe  r,  welche  durch  die  Spiegelung  Vq  in  sich  trans- 
formiert wird^  gestattet  durch  Zusatz  von  Vq  Erweiterung  auf 
eine  Gruppe: 

r=r+rFÖ, 

in  welcher  F eine  ausgezeichnete  Untergruppe  des  Index  2 ist 


§ 6.  Begriffe  der  Äquivalenz 
und  des  Diskontinuitätsbereiches.  Beispiel. 


Sei  jT  irgend  eine  Gruppe,  die  entweder  nur  Substitutionen 
erster  Art  oder  solche  beider  Arten  enthält.  Wir  nennen  als- 
dann zwei  Werte  ^ und  sowie  die  ihnen  entsprechenden  Punkte 
der  Ebene  ^ßguivalent'  bezüglich  der  Gruppe  T,  falls  F eine 
Substitution  enthält,  welche  ^ in  transformiert 

Hieran  schließt  sich  unmittelbar  folgende  Erklärung:  Ein 
aus  einem  oder  mehreren  Stücken  bestehender  Bereich  der  ^-Ebene 
Kugel)  heißt  ein  „Diskontinuitätsbereich*'"  (abgekürzt  „DB‘^)  der 
Gruppe  F,  falls  derselbe  für  jeden  Punkt  der  Ebene  einen  und 
nur  einen  bezüglich  F äquivalenten  Punkt  aufiveist 

Als  erstes  Beispiel  betrachten  wir  die  der  Theorie  der 
doppeltperiodischen  Funktionen  (cf.  Kap.  XVI,  § 5)  zugrunde 
liegenden  Gruppe  F.  Wir  verstehen  unter  Wg  irgend  zwei 
von  0 verschiedene  endliche  komplexe  Größen,  deren  Quotient 


w ==  — jedoch  nicht  reell  sein  soll. 
tWg  setzen  wir  an; 


(1) 


Mittels  ganzer  Zahlen 


^ ^ % »1  + ^2  • 


59 
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Biese  für  alle  Paare  ganzer  positiver  und  negativer  Zahlen 
wtg,  die  Zahl  0 eingeschlossen,  gebildeten  parabolischen  Substitut 
tionen  des  Fixpunhtes  ^==00,  liefern  die  zu  betrachtende  Gruppe  F. 

Die  Verhält- 
nisse sind  hier 
besonders  ein- 
fach, da  alle 
Substitu- 
tionen von  r 
geometrisch  | 
Translationen  | 
bedeuten.  Man  j 
bedecke , wie  j 
es  in  Fig.  6 i 
geschehen  ist,  j 
die  Ebene 
mit  einem 
Netze  kongru- 
enter Paralle- 
logramme^ von  denen  ein  erstes  durch  Schraffierung  ausgezeich- 
netes seine  Ecken  bei: 

^ = 0,  (»i,  0)3,  (»1  + (»2 

hat.  Mit  irgend  einem  Punkte  sind  äquivalent  die  gesamten  1 
Punkte  wij  Wj  -j-  m^  Wir  erkennen  sofort : Unterein-  i 

ander  äquivalent  sind  immer  und  nur  die  homologen  Punkte  in  1 
den  Parallelogrammen  unseres  Netzes.  Somit  wird  für  jeden  i 
endlichen  Punkt  ^ ein  und  nur  ein  äquivalenter  Punkt  in  einem  j j 
einzelnen  unserer  Parallelogramme,  z.  B.  dem  schraffierten;  exi-  ' i 
stieren:  Bas  durch  Schraffierung  hervorgehobene  Parallelogramm  h 
der  Fig.  6 ist  ein  „BB'‘  der  Gruppe  der  Substitutionen  (1).  j 

Jedoch  erfordert  die  Allgemeingültigkeit  dieses  Satzes  noch  ! 
einige  Bemerkungen.  Erklären  wir  die  Substitutionen  Fj,  V^\ 
von  F durch: 

(2)  = 72®  = ?+«» 

SO  transformiert,  wie  dies  durch  die  Pfeile  der  Fig.  6 angedeutet 
ist,  Fj  die  Parallelogrammseite  0,  Wg  in  die  gegenüberliegende 
Seite , und  ebenso  führt  Fg  die  Seite  0,  in  die  ihr  gegen-  j 
überliegende  über.  Ba  hiernach  die  Bandpunkte  des  zu  | 

Paaren  äguivalerd  erscheinen,  so  treffen  wir  die  Verabredung^  1 


I 

I 

I 
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daß  nur  etwa  die  beiden  in  Fig.  6 stark  ausgezogenen  Parallelo- 
grammseiten dem  „DB"'  als  zugehörig  angesehen  werden  sollen. 

Unter  Wiederholungen  einer  Substitution  V verstehen  wir 
nicht  nur  die  Substitutionen  F*,  . . sondern  auch  noch  die 
zu  diesen  inversen  F”^,  F“^, . . . sowie  F^=  1.  Dann  gilt  der 
Satz : Die  gesamte  Gruppe  F läßt  sich  durch  Wiederholungen  und 
Kombinationen  der  beiden  Substitutionen  F^,  Fg  herstellen^  welche 
die  einander  zugeordneten  Seiten  des  „DB"  ineinander  überfuhren; 
diese  Substitutionen  sollen  dementsprechend  als  ,.,erzeugende  Sub- 
stitutionen" oder  kurz  „Frzeugendd^  der  Gruppe  bezeichnet  werden. 
In  der  Tat  ist  ja  die  Substitution  (l)  einfach  durch  Fj*i  F^ 
gegeben.  Denken  wir  demnach  die  Substitutionen  von  F im 
Anschluß  an  die  Identität  Fq  = 1 der  Eeihe  nach  gebildet: 

y y—i  y y—i  y y rr-i  y 

und  an  den  „DB“  jedesmal  dasjenige  Parallelogramm  angefügt, 
in  welches  der  „DB“  durch  die  einzelne  Substitution  übergeht, 
so  bauen  wir  schrittweise  unser  Parallelogrammnetz  auf,  welches 
die  ganze  endliche  Ebene  einfach  und  ohne  Lücke  bedeckt. 
Dabei  drängen  sich  gegen  ^ = oo  von  allen  Seiten  her  die  Par- 
allelogramme  immer  dichter  zusammen.^)  Diese  Stelle  soll  dem- 
nach als  ein  ,ßrenzpunkt^  der  Gruppe  bezeichnet  werden;  seine 
Ausnahmestellung  geht  auch  schon  daraus  hervor,  daß  er  nur 
mit  sich  selbst  bezüglich  F äquivalent  ist. 

Die  vorstehende  Betrachtung  möge  nicht  den  Anschein  er- 
wecken, als  sei  der  „DB“  unserer  F eindeutig  bestimmt.  Wenn 
wir  dem  „DB“  irgend  welche  Teile  nehmen  und  durch  äquiva- 
lente ersetzen,  so  bleibt  er  nach  der  Änderung  immer  noch  ein 
„DB“  der  Gruppe.  Doch  gehen  wir  auf  derartige  „erlaubte  Ab- 
änderungen“ hier  nicht  ein.^) 


§ 7.  Die  zyklischen  Gruppen  und  ihre  „DB“. 

Die  Entwicklungen  über  den  „DB“  der  eben  betrachteten 
Gruppe  haben  allgemeine  Bedeutung  für  die  „DB“  unserer  Gruppen  P, 


1)  Man  mache  sich  dies  etwa  durch  Projektion  des  Netzes  auf 
die  Kugel  deutlich. 

2)  Der  „DB“  einer  F ist  als  einer  der  wesentlichsten  Funda- 
mentalbegriffe der  Theorie  der  automorphen  Funktionen  von  Klein, 
Math.  Ann  11,  133  (1878)  und  21,  141  (1882),  sowie  von  Poincare, 
Act.  math.  1,  1 (1882)  zugrunde  gelegt.  Über  das  frühere  Yorkommen 
dieses  Begriffs  folgen  unten  nähere  Angaben. 
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wie  wir  zunächst  am  Beispiel  der  zyklischen  Gruppen  zeigen 
wollen.  Als  „zyldisclt‘‘  bezeichnet  man  eine  Gruppe  F,  welche  aus 
den  gesamten  Wiederholungen: 

(1)  ...,  v-\  r>=i,  V,  n... 

einer  einzelnen  Substitution  V besteht.  Je  nach  der  Art  von  F 
unterscheiden  wir  „hyperbolische'’^  ^parabolische'*,  „elliptische'’'’  und 
„loxodromische**  Gruppen  dieser  Art.  Für  die  Auswahl  eines  „DB“ 
sind  in  jedem  Falle  die  geometrischen  Entwicklungen  von  § 3 
grundlegend. 

Im  hyperbolischen  Falle  wird  der  Charakter  der  zugehörigen 
Verschiebung  der  Ebene  in  sich  durch  Fig.  4,  S.  926  gegeben. 

Man  wähle  irgend  einen 
Niveaukreis  von  F und 
transformiere  denselben 
durch  alle  Substitutionen 
der  Gruppe.  Die  so  heraus- 
gegriffenen Niveaulinien 
bilden  eine  Schar  von  Krei- 
sen, die  sich  um  die  beiden 
Fixpunkte  enger  und 
enger  zusammendrängen. 
Durch  diese  Kreise  wird 
die  Ebene  mit  einem 
Netze  von  Kreisrmgen  be- 
deckt, von  denen  ein  ein- 
zelner,  z.  B.  der  in  Fig.  7 
schraffierte,  als  „DB*'’  der 
Gruppe  wählbar  ist.  Be- 
nennen wir  nämlich  den- 
jenigen Kreisring,  welcher 
aus  dem  schraffierten  durch  die  Substitution  F”  hervorgeht,  kurz 
mit  dem  Symbol  F”,  wie  Fig.  7 andeutet,  so  werden  sich  die 
unendlich  vielen  Ringe 

^ Y-2^  y-i^  yo_  1,  V\  F^  . . . 

glatt  aneinanderreihen  und  die  Ebene  einfach  bedecken.  Ein 
Punkt  ^ des  schraffierten  Ringes  wird  also  durch  die  von  1 ver- 
schiedene Substitution  W in  den  homologen  Punkt  des  Ringes  F” 
übergeführt.  Zugleich  gibt  es  zu  irgend  einem  etwa  dem  Ringe  F* 
angehörenden  Punkte  ^ den  äquivalenten  Punkt  F“*(^)  im  schraf- 
fierten Ringe. 


§ 7.  Die  zyklischen  Gruppen  und  ihre  „DB“. 
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Die  Randpunkte  des  „DB“  sind  zu  Paaren  äquivalent;  wir 
rechnen  etwa  nur  den  stark  ausgezogenen  Randkreis  unserem 
„DB“  zu.  Der  andere  geht  in  diesen  über  durch  die  „Erzeu- 
gende‘*  V unserer  Gruppe.  Die  Fixpunkte  von  V,  gegen 

welche  hin  die  Bereiche  des  die  Ebene  überspannenden  Netzes 
unendlich  klein  werden,  sind  „Grempunkie"'  der  Gruppe.  In 
jeder  Umgebung  eines  Grenzpunktes  finden  sich  unendlich  viele 
mit  einem  gegebenen,  von  und  verschiedenen,  ^ äquivalente 
Punkte;  und  ^2  selbst  sind  jedoch  je  nur  mit  sich  selbst  äqui- 
valent. 

Diese  Betrach- 
tung überträgt 
man  leicht  auf 
den  parabolischen 
Fall,  den  Fig.  8 
erläutert.  Der  wie- 
der durch  Schraf- 
fierung hervor-  ' 
gehobene  „BB“ 
hat  die  Gestalt 
einer  Kreissichel^ 
die  sich  mit  zwei 
Spitzen  von  ent- 
gegengesetzten 
Seiten  an  den 
Fixpunkt,  den  ein- 
zigen hier  vorlie- 
genden „Grenz - 
punkt‘%  her  an - 

zieht.  Im  übrigen 
gelten  dieselben  Bemerkungen  wie  im  hyperbolischen  Falle.  Liegt 
der  Grenzpunkt  bei  ^ ==  00,  so  tritt  an  die  Stelle  der  Kreissichel 
das  in  Fig.  9 (S.  936)  dargestellte  kreisverwandte  Bild,  ein  durch 
zwei  parallele  Gerade  eingegrenzter  „Streifen'*  der  Ebene. 

Zu  neuen  Betrachtungen  gibt  der  elliptische  Fall  Anlaß. 
Man  hat  zu  unterscheiden,  ob  die  in  der  Normalform: 


(2) 


auftretende  „Amplitude“  zu  2?!  in  einem  rationalen  Verhält- 
nis steht  oder  nicht.  Im  ersten  Falle  setzen  wir  wo 
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Ic  und 
dürfen, 


l als  teilerfremde  ganze  Zahlen  vorausgesetzt  werden 
deren  zweite  1^0  ist.  Man  erkennt  sofort,  daß  jetzt 
7*=  1 ist,  während  die  Substitutionen: 

70=  1,  7,  7^  7^  . . ., 

durchweg  voneinander  verschieden  sind. 
Unsere  Gruppe  enthält  nur  l verschiedene 
Substitutionen  wnd  heißt  dieserhälb  von 
der  ,firdnung*'  l.  Ist  v diejenige  unter 
den  Zahlen  1,  2,  . . .,  l — 1,  für  welche 
(Jcv  — 1)  durch  l teilbar  wird,  so  bekommt 


7*'  die  Amplitude  'ß'  = 


27t 


Offenbar  kön- 


nen wir  unsere  Gruppe  auch  aus  dieser 
Substitution  V'—  7^  in  der  Gestalt: 


ro=  1,  7',  7'2,  . . 7 


'i-i 


erzeugen.  Wir  dürfen  demgemäß  auch  von  vornherein  bei  der 

2 TT 

Substitution  (3)  die  Amplitude  -ff  = -p  setzen  und  also  als  einen 

dliguoten  Teil  von  2n  annehmen. 

Zur  Eingrenzung  des  „DB“  benutzen  wir  dasselbe  Prinzip 
wie  in  den  schon  besprochenen  Fällen.  Auf  eine  erste  Niveau- 
kurve (Kreisbogen  von  nach  ^g)  üben  wir  die  Substitutionen: 


r, 


-1 


aus  und  gewinnen  insgesamt  l Niveaukurven,  welche  die  ^-Ebene 

2 7t 

in  l Kreissicheln  mit  je  zwei  Ecken  der  Winkel  in  und 

zerlegen.  Eine  einzelne  dieser  Sicheln  bildet  einen  unserer 

Gruppe  r.  Die  Fig.  10  stellt  den  Fall  Z = 8 dar;  sie  diene 
zugleich  zur  Erläuterung  sich  anschließender  Bemerkungen  über 
Zurechnung  der  Randpunkte  zum  „DB‘*,  Erzeugung  der  Gruppe  usw. 
Steht  '9’  zu  27t  in  einem  irrationalen  Verhältnis,  so  können 

keine  zwei  verschiedenen  Multipla  m^  ^ und  Wg  — eine  ganz- 
zahlige Differenz  liefern.  Ist  demnach  E(x)  die  größte,  die 
Zahl  X nicht  übertreffende  ganze  Zahl,  so  werden  die  unendlich 
vielen  Beträge: 


Voneinander  durchweg  verschieden  sein  und  sämtlich  zwischen  0 


§ 7.  Die  zyklischen  Gruppen -und  ihre  „DB“. 
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und  1 liegen.  In  diesem  Intervall  findet  sich  also  für  jene  Be- 
träge (3)  mindestens  eine  Häufungsstelle,  so  daß  wir  nach  Aus- 
wahl einer  beliebig  kleinen  positiven  Zahl  s stets  noch  zwei 
verschiedene  ganze  Zahlen  finden  können,  welche: 


s (m,  — Wg)'9’ 
27t  ^ 27t 


und  also  für  die  von  0 verschiedene  ganze  Zahl  w = 

liefern.  Da  wir  nun  bei  der  Natur  der  elliptischen  Substitutionen 
deren  Amplituden  durch  Zusatz  oder  Abzug  ganzzahliger  Mul- 
tipla  von  2%  auf  Win- 
kel zwischen  — n und 
-f-  7t  reduzieren  dürfen, 
so  ergibt  sich  aus  vor- 
stehender Ungleichung, 
daß  die  Amplitude  von 
F”  nach  jener  Eeduktion 
absolut  kleiner  als  e ist: 

In  imserer  Gruppe  F gibt 
es  elliptische  Substitutio- 
nen, deren  Amplituden 
Meiner  sind  als  die  be- 
liebig Mein  gewählte  po- 
sitive Zähl  e}) 

Die  mit  irgend  einem 
Punkte  ^ äquivalenten 
Punkte  werden  demnach 
die  durch  jenen  ersten  Punkt  ^ laufende  Bahnkurve  überall 
dicht  bedecken.  Soll  also  eine  eindeutige  analytische  Funktion 
in  allen  diesen  äquivalenten  Punkten  den  gleichen  Wert 
haben  (vgl.  § 1,  S.  915),  so  ist  sie  längs  der  ganzen  Bahnkurve 
und  also  in  der  ganzen  Ebene  konstant.  Diesen  trivialen  Fall 
schließen  wir  aus  und  setzen  somit  fest:  In  unseren  Gruppen  F 
dürfen  nur  solche  elliptische  Substitutionen  vorTcommen^  deren  Am- 
plituden durchweg  zu  27t  in  rationalem  Yerhältnis  stehen. 


1)  Siehe  die  Entwicklungen  über  infinitesimale  Substitutionen 
und  eigentliche  Diskontinuität  der  Gruppen  in  „AuV‘  1,  94  ff. 
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Ist  die  Erzeugende  V der  zyklischen  Gruppe  loxodromisch : 


= m 


.91 


SO  ist  es  unzweckmäßig,  die  doppelspiraligen  Niveaukurven  (vgl. 

Fig.  5,  S.  927)  zur  Eingren- 
zung eines  „DB“  zu  wählen; 
wir  benutzen  hierzu  vielmehr 
die  Niveaukreise  der  zu  den 
gleichen  Fixpunkten  und  dem 
Multiplikator  | m | gehörenden 
hyperbolischen  Substitution. 
Der  ist  dann  wie  im 

hyperbolischen  Falle  ein  Kreis- 
ring, dessen  beide  Bandkreise 
jedoch  jetzt  durch  die  loxodro- 
mische  Substitution  Y mitein- 
Zur  näheren  Erläuterung  dient  Fig.  11. 


Fig.  11. 

ander  korrespondieren. 


§ 8.  Erweiterung  zyklischer  Gruppen  durch  Spiegelungen. 

Es  gilt  der  Satz:  Eine  zyklische  Gruppe  F mit  nicht-loxo- 
dromischer  Erzeugenden  Y ist  stets  durch  Spiegelungen  erweite- 
rungsfähig auf  eine  Gruppe  jT,  in  der  F eine  ausgezeichnete  Unter- 
gruppe des  Index  zwei  ist.^') 

Die  hier  in  Frage  kommenden  Gruppen  F sind  allemal 
aus  zwei  Spiegelungen  (vgl.  (2),  S.  927)  erzeugbar: 


(1) 


nj)  = 


Durch  Kombination  dieser  beiden  Substitutionen  erzeugen  wir  | 
die  Substitution  erster  Art:  | 


/o'\  = V'  ~l~  72 1^2 ) ^ ) 

in  der  die  Summe  des  ersten  und  vierten  Koeffizienten: 

(3)  aä'-f  äa-t-  132^2'+  ftV2==  + ^^2'+  ßs'rsf 


1)  Bei  loxodromischen  Erzeugenden  Y gilt  dieser  Satz  nicht,! 
cf.  „Mod.^^  1,  200 ff.  j 
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wie  man  sieht,  reell  ist.  Die  beiden  Symmetriekreise  der  Spie- 
gelungen (l)  sind  durch: 


(4) 


72  + '»yO  — 2^2  I -f  2«!  Ty  — /Jg  = 0, 
72  — ^^2l  + — ft'  ==  0 


gegeben.  Mittels  der  Regeln  der  analytischen  Geometrie  beweist 
man:  Je  nachdem  sich  die  Kreise  (4)  schneiden^  berühren  oder 
nicht  treffen^  ist  die  Summe  (3)  absolut  < 2,  = 2 oder  > 2 imd 
ist  also  nach  § 3 die  Substitution  V elliptisch^  parabolisch  oder 
hyperbolisch. 

Da  F^=  1,  1 gilt,  so  werden  bei  der  Erzeugung 

der  Substitutionen  von  F in  der  symbolischen  Gestalt  von  Pro- 
dukten der  Faktoren  V,  V'  nie  höhere  als  erste  Potenzen  dieser 
Faktoren  zuzulassen  sein,  d.  h.  auf  den  Faktor  V folgt  stets  V' 
und  umgekehrt.  Ist  die  Faktorenanzahl  gerade  und  gleich  2w, 
so  gelangen  wir  zu: 

(ff') 


(5) 


y-n 


ist  die  Faktorenanzahl  gleich  (2w  -j-  1),  so  erhalten  wir: 

(6)  (f'F)»  F'=(r  F)»+>F=  F»  + iF,(Fr)»F=  F-»F. 

Die  Substitutionen  (5)  liefern  die  zyklische  Untergruppe  F;  der 
Zusatz  der  Substitutionen  (6)  führt  zur  erweiterten  Gruppe: 

r = r -f-  r F. 

Ein  zu  den  Kreisen  (4)  orthogonaler  Kreis  wird  durch  V 
und  durch  V\  also  auch  durch  Y in  sich  transformiert:  Die  zu 
den  Kreisen  (4)  orthogonale  Kreisschar  liefert  die  Schar  der  Bahn- 
hurven  von  umd  also  gehören  die  Kreise  (4)  selbst  [zu  den 
Niveaulinien  von  V. 

Die  Herstellung  eines  „DB“  für  D im  hyperbolischen  Falle 
wird  durch  Fig.  12  illustriert.  Der  durch  die  beiden  Kreise  (4) 
eingegrenzte  Kreisring  ist  unmittelbar  ein  für  die  Gruppe  F. 

Wir  nennen  diesen  Kreisring  1 und  spiegeln  ihn  zunächst  an 


1)  Aus  § 3 folgt  leicht,  daß  ein  Kreis,  der  durch  eine  nicht- 
loxodromische  Substitution  in  sich  transformiert  wird,  stets  Bahnkurve 
derselben  ist. 
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seinen  beiden  Randkreisen,  so  daß  er  von  zwei  weiteren  Ringen 
umgeben  erscheint,  die  wir  entsprechend  V und  7'  nennen. 
Spiegeln  wir  auch  diese  wieder  je  an  ihren  noch  freigebliebenen 
Randkreisen,  so  schließen  sich  die  beiden  Ringe  an,  welchen  die 
Namen: 

rr'=V-^  und  7' 7=  7 

zu  erteilen  sind,  und  welche  in  der  Tat  aus  dem  Ringe  1 durch 
7“^  bzw.  7 entstehen.  Es  schließen  sich  durch  Fortsetzung 
des  Spiegelungsprozesses  die  Ringe  7 7'  7 und  7'  7 7 'an  usw. 

In  Fig.  12  sind  des  bes- 
seren Überblicks  halber  j 
diese  Ringe  abwechselnd 
schraffiert  und  frei  ge-  j 
lassen.  Das  System  die-  ; 
ser  den  Substitutionen  ! 
von  P entsprechenden  ! 
Ringe  bedeckt  schließlich 
die  Ebene  überall  ein- 
fach und  lückenlos,  ab-  I 
gesehen  von  den  beiden  j 
Grenzpunkten  der  Gruppe  j 
(Fixpunkten  von  7).  | 

Daraus  geht  hervor,  daß 
der  einzelne  Ring,  z.  B. 
der  mit  dem  Namen  1, 
ein  „DB“  von  JT  ist.  , 
Auf  den  pardbolisclievi  j 
Fall,  wo  sich  die  Kreise  (4)  berühren  und  eine  „EreissicheP^  ! 
mit  zwei  an  den  Berührungspunkt  von  entgegengesetzten  Seiten 
heranragenden  Spitzen  bilden,  überträgt  sich  die  vorstehende  Be- 
trachtung unmittelbar.  ; 

Dagegen  erfordert  der  elliptische  Fall  füi*  die  in  der  Theorie 
der  eindeutigen  automorphen  Funktionen  in  Betracht  kommenden  F 
nach  § 7 die  Beschränkung,  daß  sich  die  Kreise  (4)  unter  einem 

Winkel  treffen,  der  ein  aliquoter  Teil  y von  Tt  ist.  Dann  gilt  derj 
Satz:  Eines  der  beiden  von  den  Kreisen  (4)  gelieferten  Kreis- \ 

Tt  — I 

bogenzweiecke  der  gleichen  Winkel  -j  ist  ein  „DP“  der  Gruppe  r,  \ 

welche  die  endliche  Ordnung  21  besitzt.  Man  wird  sich  dies  anj 
Fig.  13  leicht  deutlich  machen,  wo  2Z  (in  der  Figur  ist  Z = 8 : 


§ 9.  Die  Netze  der  Kreisbogendreiecke. 
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gewählt)  äquivalente  Kreisbogenzweiecke  mit  gemeinsamen  Ecken 
in  den  Fixpunkten  von  V die  ganze  ^ - Ebene  einfach  und  lücken- 
los bedecken. 

In  jedem  der  drei 
betrachteten  Fälle 
können  wir  einen 
der  aus  V m 
erzeugenden  Unter- 
gruppe r dadurch 
her  stellen,  daß  wir 
den  Bereich  1 mit 
dem  benachbarten 
Bereiche  V zusam- 
menfassen. Der  ent- 
springende größere 
Bereich  ist  durch 
zwei  Niveaukurven 
von  F eingegrenzt, 
deren  eine  durch  F 
in  die  andere  über-  Mg.  is. 

geführt  wird ; wir 

kommen  unmittelbar  zu  den  in  § 7 für  die  zyklischen  Gruppen 
nicht-loxodromischer  Erzeugender  ausgewählten  Gestalten  der  „DB“ 
zurück. 


§ 9.  Die  Netze  der  Kreisbogeudreiecke. 

An  die  Gruppen  des  § 8 schließen  sich  diejenigen  an, 
welche  aus  drei  Spiegelungen  erzeugbar  sind.  Wir  nennen  die- 
selben Fj,  Fg,  Fj  und  beschränken  uns  zunächst  auf  den  Fall, 
daß  sich  die  drei  Symmetriekreise  jener  schneiden  oder  doch 
berühren  und  auf  die  Weise  ein  Kreisbog endreiech  eingrenzen. 
Die  Winkel  des  Dreiecks  haben  wir,  wie  diejenigen  der  eben 

betrachteten  Zweiecke,  als  aliquote  Teile  y^T’iT  ^ anzu- 

«1  <2  tg 

nehmen,  wo  die  positive  ganze  Zahlen  mit  Ausschluß  von  1 
und  mit  Einschluß  von  oo  bedeuten.  Der  Winkel  ^ soll  in 

unserem  Kreisbogendreieck  dem  Symmetriekreise  von  gegen- 
überliegen. Schreiben  wir  demnach: 

(1)  = r^^YY, 
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so  ist  die  einzelne  dieser  Substitutionen  elliptisch  oder  para- 
bolisch, je  nachdem  endlich  oder  oo  ist;  im  ersten  Falle  ist 
V/i=  1;  wir  sagen  dann,  habe  die  ^,Penode‘*  l^. 

Wir  wollen  jetzt  das  Kreisbogendreieck  an  seinen  drei 
Seiten  zur  Spiegelung  bringen  und  auf  die  Weise  mit  drei  wei- 
teren Dreiecken  umgeben.  Diese  spiegeln  wir  wieder  an  den 
beiden  je  noch  frei  bleibenden  Seiten,  was  zu  einer  Reihe  weiterer! 
Kreisbogendreiecke  hinführt.  So  fahren  wir  fort  und  fragen,  obi 
vielleicht  ähnlich  wie  im  Falle  der  eben  besprochenen  Kreisbogen-j 
zweiecke  jetzt  ein  übersehbares  Netz  von  Kreisbogendreiecken 
entsteht.  Sollte  etwa  ein  die  Ebene  lückenlos  und  einfach! 
bedeckendes  Netz  entstehen,  so  würde  wieder  jenes  erste  Kreis- 
bogendreieck einen  „DB“  der  aus  Fg,  Fj  zu  erzeugenden 
Gruppe  r liefern,  und  die  Herstellung  aller  Substitutionen  von  F 
aus  Fj,  F2,  Fg  würde  ihr  Bild  in  der  durch  immer  wiederholte 
Spiegelungen  einzelner  Dreiecke  erfolgenden  Herstellung  des  Drei-! 
ecksnetzes  finden.  1 

Man  übe  zuvörderst  auf  das  Ausgangsdreieck  nur  die  Spie-" 
gelungen  Fg , Fg  wiederholt  aus.  Ist  \ endlich,  so  gelangen  wirj 
zur  erweiterten  zyklischen  Gruppe  (2  Ordnung  der  Substi-1 
tutionen:  | 


1 F F V V Y^V  Vh-'^ 

Der  Zusatz  von  Fg  zur  letzten  Substitution  führt  zur  Substi-| 
tution  1 zurück.  Wenn  wir  somit  beim  Spiegelungsprozeß  um| 

die  Ecke  des  von  0 verschiedenen  Winkels  y iiJiiiier  in  derselben! 

Umlaufsrichtung  weitergehen,  so  schließt  gerade  nach  einem  vollen 
Umlaufe  der  Spiegelungsprozeß  glatt  ab,  indem  das  (ßl^  + 1)^®  Frei-^ 
eck  mit  dem  ersten  identisch  wird.  Ist  hingegen  = oo,  so  haben' 
wir  in: 

eine  erweiterte  zyklische  Gruppe  parabolischer  Art.  Hier  ist  de:^ 
Spiegelungsprozeß  um  die  Ecke  des  Winkels  ^ herum  beiderf!*. 

i 

seits  bis  ins  Unendliche  fortzusetzen.  Es  tritt  kein  zyklischere 
Zusammenschluß  der  Dreiecke  ein;  aber  die  Dreiecke  kommen  aucl^ 
nicht  miteinander  in  Kollision,  werden  vielmehr,  wie  die  -KreisJ 
sicheln  des  § 8 gegen  den  Fixpunkt  von  Fj  von  zwei  entgegen^ 
gesetzten  Dichtungen  her  unendlich  klein.  Fig.  14,  welche  deim 
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bald  näher  zu  betrachtenden  Falle  = oo , Zg  = 2 , Z3  = 3 zu- 
gehört, erläutert  die  vorliegenden  Verhältnisse;  die  Dreiecke  sind 
abwechselnd  schraffiert  und 
frei  gelassen.^)  Alle  Ecken 

der  Winkel  ^ liegen  auf  einer 

in  der  Figur  angedeuteten 
Bahnkurve  von  , ebenso 

alle  Ecken  der  Winkel 

Bei  Weiterführung  des 
Spiegelungsprozesses  ist  zu 
unterscheiden,  ob  die  Win- 
kelsumme des  Dreiecks  tt, 

= TT  oder  <C  7t  ist,  d.  h.  wel- 
che der  drei  folgenden  Be- 
dingungen: 

Fig.  14. 


zutrifiPt.  Wir  merken  sogleich  an:  Im  ersten  Falle  haben  die  drei 
Symmetriekreise  von  Vi,  Fg?  ^3  Ä;emew  gemeinsamen  Orthogonäl- 
kreis,  im  dritten  Fälle  liegt  ein  Orthogonalkreis  mit  nicht  ver- 
schwindendem Badius  vor,  im  zweiten  Falle  ist  der  Orthogonal- 
kreis zu  einem  Bwnkte  geworden^  durch  den  die  Symmetriekreise 
zugleich  hindurchlaufen})  Es  gilt  weiter:  Die  einzigen  Lösungen 
der  ersten  Bedingung  (2)  in  ganzen  Zählen  Z ^ 2 sind: 


\ k\  h 


2 

2 

Z 

2 

3 

3 

2 

3 

4 

2 

3 

b? 

wobei  im  ersten  Falle  l^—l  als  endliche  ganze  Zähl  Z ^ 2 will- 
kürlich bleibt;  die  zweite  Bedingung  (2)  liefert  nur  die  vier  Fälle: 


1)  Die  in  Fig.  14  eingetragenen  Bezeichnungen  beziehen  sich 
auf  spätere  Entwicklungen. 

2)  Dies  ist  einleuchtend,  wenn  zwei  Seiten  unseres  Kreisbogen- 
dreiecks gerade  sind;  diese  Gestalt  des  Dreiecks  ist  aber  nötigenfalls 
durch  Ausübung  einer  Kreisverwandtschaft  stets  erreichbar. 
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k 

h 

1 h 

2 

2 

00 

2 

3 

6 

2 

4 

4 

3 

3 

3; 

alle  unendlich  vielen  weiteren  Kombinationen  (l^,  l^,  \)  befriedigen 
die  dritte  Bedingung  (2).  Soll  nämlich  die  erste  Ungleichung  (2) 
gelten,  so  muß  mindestens  eine  der  Zahlen  etwa  \ < 3,  also 
— 2 sein.  Trägt  man  — 2 ein,  so  folgt,  daß  mindestens  eine 
der  Zahlen  lg  j ^3  ? etwa  sein  muß,  usw.  Das  Kreisbogen- 

dreieck heiße  von  der  ersten^  zweiten  oder  dritten  Art,  je  nach- 
dem die  erste,  zweite  oder  dritte  Bedingung  (2)  gilt. 

1.  Kreisbogendreiecke  erster  Art.  Im  Falle  (2,  2,  Z) 
übe  man  die  Spiegelung  Fg  aus  und  füge  das  neue  Dreieck 
dem  ersten  an.  Es  entspringt  ein  Kreisbogenzweieck  der  Win- 


kel y,  so  daß  die  Fortsetzung  des  Prozesses  nach  Fig.  13,  S.  941, 


zu  übersehen  ist.  Das  ganze  Netz  entspringt  aus  dieser  Figur, 
wenn  wir  die  sämtlichen  Zweiecke  durch  den  Symmetriekreis 
von  Fg  (Bahnkurve  von  Fg)  je  in  zwei  Dreiecke  zerlegen.  Das 
Ausgangsdreieck  ist  „DB“  einer  F der  Ordnung  4Z,  welche 
,fDiedergruppe*‘^)  oder  mit  Rücksicht  auf  die  elliptische  Substitution 
Fg  genauer  „elliptische  JDiedergruppe“  heißt. 

Als  weiteres  Beispiel  betrachte  man  den  Fall  (2,  3,  5).| 
Hier  liefern  15  Dreiecke,  welche  wie  in  Fig.  15  aus  einem  ersten 
durch  Spiegelung  erzeugt  sind,  ein  Kreis- 
bogendreieck mit  drei  rechten  Winkeln,  das 
sich  dem  eben  erledigten  Falle  (2,  2,  Z)l 
als  niederste  Kombination  (2,  2,  2)  einfügt.l 
Acht  Dreiecke  des  letzteren  Typus  (2,  2,  2)[ 
bedecken  die  Ebene  einfach  und  vollständig,] 
so  daß  wir  im  Falle  (2,  3,  5)  zu  einem  die 
ganze  Ebene  einfach  bedeckenden  Netze 
von  8 • 15  = 120  Dreiecken  gelangen.  Das 
Dreieck  vom  Typus  (2,  3,  5)  ist  „DB“  eineij 
r der  Ordnung  120,  welche  ^ylkosaedergruppe\ 


Fig.  15. 


1)  Gewöhnlich  nennt  man  die  in  der  F enthaltene  umfassendshr"  ^ 
Untergruppe  erster  Art  „Diedergruppe“,  so  daß  die  F die  „durcl|| 
Spiegelungen  erweiterte  Diedergruppe“  ist. 
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heißt.^)  Zur  Erklärung  des  Namens  projizieren  wir  unser  Drei- 
ecksnetz auf  die  Kugel  stereographiscb,  was  in  der  Weise  ge- 
schehen kann,  daß  wir  zu  120  abwechselnd  symmetrischen  und 
kongruenten  sphärischen  Dreiecken  gelangen  (siehe  Fig.  16  und  vgl. 
übrigens  „Mod*‘  1,  S.  105  ff.). 

Hier  sind  dann  die  von  je 
lODreiecken  umlagertenEcken 
des  Netzes  die  12  Ecken  eines 
regulären  Ikosaeders.  Die 
60  Drehungen  dieses  Ikosa- 
eders in  sich,  welche  die  ur- 
sprüngliche (d.  h.  noch  nicht 
durch  Spiegelungen  erweiterte) 

Ikosaedergruppe  bilden  (vgl. 

Klein,  ^^Vorlesungen  über  das 
Ikosaeder'''' , Leipzig,  1884), 
entsprechen  den  60  Substi- 
tutionen der  in  unserer  F ent- 
haltenen Untergruppe  F der 
Ordnung  60. 

Zu  ähnlichen  Ergebnissen  gelangt  man  in  den  beiden  an- 
deren Fällen:  Mn  Kreisbogendreieck  erster  Art  ist  der  „DB'* 
einer  Gruppe  U,  welche  aus  Fg,  Fg  erzeugbar  ist;  die  vier 
dabei  auftretenden  Untergruppen  F liefern  die  vier  verschiedenen 
Gi'uppen,  welche  man  aus  den  Drehungen  der  regulären  Körper 
(Dieder^  Tetraeder,  Oktaeder  und  Ikosaeder)  ableiten  kann  (vgl. 
Kap.  III  § 11,  S.  ^36 ff.  und  Klein,  „Vorl.  über  das  Ikos.*‘). 
Die  Ordnungen  unserer  Gruppen  F wnd  F sind  in  den  beiden 
letzten  Kolumnen  der  folgenden  Tabelle  angegeben: 


k 

h 

F 

r 

Diedergruppe 

2 

2 

l 

4.1 

21 

Tetraedergruppe  , . . 

2 

3 

3 

24 

12 

Oktaedergruppe  . . . 

2 

3 

4 

48 

24 

Ikosaedergruppe  . . . 

2 

3 

5 

120 

60 

Ohne  Beweis  (siehe  z.  B.  „Aut*^  1,  164)  führen  wir  an:  Die 
hier  gewonnenen  Gruppen  umd  die  zyklischen  Gruppen  von  ellip- 


1)  Es  handelt  sich  hierbei  wieder  um  die  „durch  Spiegelungen 
erweiterte  Ikosaedergruppe“. 

Pascal,  Kepertorium.  1.2.  2.  Aufl.  60 
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Fig.  17. 


tischem  Charakter  sind  die  einzigen  in  der  Theorie  der  auto- 
morphen  Funktionen  auftretenden  Gruppen  ^^endlicher'“''  Ordnung. 

II.  Kreisbogendreiecke  zweiter  Art.  Wir  treffen  (nöti- 
genfalls durch  Übergang  zu  einer  kreisverwandten  Figur)  die 
Anordnung,  daß  der  gemeinsame  Schnittpunkt  der  drei  Symme- 
triekreise von  Fj,  Fg,  Fg  der  Punkt  J ==  oo  ist.  Das  Dreieck 

wird  dann  geradlinig,  und  alle  durch 
Spiegelungen  zu  gewinnenden  weiteren 
Dreiecke  sind  im  elementaren  Sinne 
mit  dem  ersten  Dreiecke  symmetrisch 
bzw.  kongruent. 

Das  Ergebnis  des  Spiegelungs- 
prozesses ist  unmittelbar  zu  übersehen. 
Der  erste  Fall  (2,  2,  oo)  kann  als 
Grenzfall  der  elliptischen  Diedergruppen 
angesehen  werden  und  liefert  die  „jpa- 
rabolische  Diedergruppe^'K  In  den  drei 
übrigen  Fällen  haben  wir  endliche  geradlinige  Dreiecke;  so  liefert 
z.  B.  der  Fall  (2,  3,  6)  das  in  Fig.  17  dargestellte  Netz:  Jedes] 
der  Kreisbogendreiecke  zweiter  Art  ist  „DB“  einer  F der  Ord~ 

nwng  cx),  welche 
einen  einzigen  im 
gemeinsamen 
Schnittpunkte 
aller  Symmetrie-^ 
kreise  des  Netzes  \ 
gelegenen 
y^Grenzpunkif^ 
hat  An  Fig.  17 1 
wolle  man  sich] 
noch  veran- 
schaulichen, daß] 
die  paraboli-j 
sehen  Substitu-j 
tionen  in  jeden 
dieser  F einm 
Untergruppe  den 
in  § 6 bespreche^ 
nen  Art  liefernd 

III.  Kreisbogendreiecke  dritter  Art.  Man  zeichne  dem 
gemeinsamen  Orthogonalkreis  der  Symmetriekreise  von  F^,  Fg,  Fgfl 


Fig.  18 


§ 9.  Die  Netze  der  Kreisbogendreiecke.  947 

Der  Ortbogonalkreis  wird  durch  jede  dieser  Spiegelungen  in 
sich  transformiert,  und  zwar  geht  das  Innere  dieses  Kreises  da- 
bei stets  wieder  in  sich  über.  Dasselbe  wird  demnach  auch  bei 
Kombinationen  der  Fj,  Fg,  F3  gelten.  Liegt  also,  wie  wir  an- 
nehmen wollen,  das  gegebene  Dreieck  im  Innern  des  Orthogonal- 
kreises, so  folgt:  Soweit  man  auch  das  DreiecJcsnets  durch  den 
Spiegeltmgsproseß  fortsetzen  mag,  das  Netz  wird  niemals  über  den 
Orthogonalkreis  hinauswachsen  können. 


Die  tatsächlich  eintretenden  Verhältnisse  erläutern  wir  am 
Falle  Zj  e=  = 00,  der  in  Fig.  18  dargestellt  ist.  Beim 

Dreieck  mit  drei  Winkeln  0 läuft  der  Orthogonalkreis  durch  die 
drei  Eckpunkte.  Jedes  einzelne  beim  Fortgang  der  Spiegelung 
erhaltene  Dreieck  reiht  sich  längs  seiner  größten  Seite  an  das 
bisher  erhaltene  Netz  an.  Die  beiden  anderen  zunächst  noch 
freien  Seiten  schließen  mit  dem  Orthogonalkreise  zwei  Zweiecke 
ein,  in  welche  hinein  das  fragliche  Dreieck  demnächst  zu  spiegeln 
ist.  Das  Netz  besteht  schließlich  aus  unendlich  vielen  Dreiecken, 
welche  das  ganze  Innere  des  Orthogonalkreises  einfach  und  lücken- 

60* 


948  Kapitel  XIX.  Automorphe  Funktionen, 


los  bedecken  und  gegen  diesen  Kreis  hin  unendlich  klein 
werden. 

Zu  demselben  Ergebnis  gelangt  man  von  jedem  Kreisbogendreieck 
dritter  Art  aus.  Fig.  19  gibj  den  Fall  (2,  4,  8),  wo  also  kein  Win- 
kel gleich  0 ist  und  demnach  keine  Ecke  eines  Dreiecks  bis  an 
den  Orthogonalkreis  selbst  heranragt.  Auch  hier  bedeckt  das 
Netz  schließlich  die  ganze  Fläche  des  Orthogonalkreises.  So- 
lange nämlich  ein  beim  Spiegelungsprozeß  erreichbares  Dreieck 
von  jenem  Kreise  noch  endliche  Entfernung  hat,  kann  der  In- 
halt dieses  Dreiecks  nicht  verschwinden.^) 

Ergänzt  man  die  Symmetriekreise  unseres  Netzes  über  den 
Orthogonalkreis  hinaus  zu  Vollkreisen,  so  entspringt  draußen 
ein  zweites  Netz,  welches  das  Spiegelbild  des  innern  Netzes  am 
Orthogonalkreise  ist,  und  welches  sich  demnach  aus  dem  Spiegel- 
bilde des  Ausgangsdreiecks  genau  so  durch  einen  ins  Unendliche 
fortgesetzten  Spiegelungsprozeß  herstellen  läßt  wie  das  innere 
Netz:  Bas  Ausgangsdreieck  lüdet  jetzt  erst  mit  seinem  Spiegel- 
lüde  lezüglich  des  Orthogonalkreises  einen  „BB'‘  der  aus  F^,  Fg, 
F3  zu  erzeugenden  F,  deren  Ordnwng  unendlich  ist,  und  deren 
Erzeugung  aus  F^,  Fg,  F3  der  Herstellung  unserer  leiden  Netze 
durch  den  Spiegelungsprozeß  entspricht;  F hat  unendlich  viele  den 
Orthogonalkreis  bildende  Grenzpunkte. 


§10.  Die  Modulgruppe  und  ihr  „DB“. 


Bei  der  in  der  Theorie  der  elliptischen  Funktionen  auf- 
tretenden sogenannten  .^.jModulgruppe“  F brauchen  wir  statt  ^ die 
für  diese  F typisch  gewordene  Bezeichnung  co.  Die  Modul- 
gruppe besteht  aus  allen  unimodularen  Substitutionen: 


(1) 


co' 


Ci  CO  -f-  ß 

y üo  -j-  d ’ 


aö  — ßy  — 1 j 


mit  reellen  ganzzahligen  Koeffizienten.  Daß  diese  Substitutionen 
in  ihrer  Gesamtheit  eine  Gruppe  bilden,  geht  nach  dem  Gesetze  (6) 
S.  916  aus  der  eben  gegebenen  arithmetischen  Erklärung  der 
Substitutionen  hervor.^) 


1)  Ein  aus  drei  zum  Orthogonalkreise  senkrechten  Kreisen  ein- 
gegrenztes „unendlich  kleines  Dreieck“  hat  die  Winkelsumme  tt, 
während  unsere  Dreiecke  eine  Winkelsumme  haben.  Wegen  ge- 
nauer Begründung  der  Sätze  des  Textes  vgl.  „Mod.‘‘  1,  S.  108  ff. 

2)  Allgemeine  Entwicklungen  über  arithmetische  Erklärung  von 
Gruppen  findet  man  in  „Aut.‘^  1,  446  ff. 


§ 10.  Die  Modulgruppe  und  ilir  „DB“. 
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Durch  die  reelle  w- Achse  wird  die  w- Ebene  in  zwei  „Halb- 
ebenen''  zerlegt,  die  wir  dem  Vorzeichen  des  Wertes  der  Ordi- 
nate ri  in  (0  = ^ irj  entsprechend  als  „positive"  und  „negative" 
Halhebene  unterscheiden.  Aus  (l)  folgt: 


U]  = 


+ i 


Wegen  der  Realität  der  ß,y,  ö ergibt  sich:  Die  positive  w- 
Halbebene  {und  ebenso  die  negative)  wird  durch  jede  Substitution 
(1)  in  sich  übergeführt. 


Durch  0)'  = — 03  ist  die  Spiegelung  an  der  imaginären 
W“ Achse  dargestellt.  Ist  ^ “ (y’  irgend  eine  Substitution 
unserer  Gruppe  P,  so  gilt: 


(2)  K„F=F'F„,  wo 


ist  und  also  gleichfalls  in  F enthalten  ist.  Hieraus  folgt  nach 
dem  Schlußsätze  von  § 5,  S.  931,  daß  das  System  FY^  zu- 
sammen mit  F eine  „erweiterte  Modulgruppe''^ : 

r = r-f-r?ö 


liefert,  in  welcher  F eine  ausgezeichnete  Untergruppe  des  Index  2 ist. 

Unter  den  Substitutionen  zweiter  Art  von  F sind  die  mit 
8 — ai 

, acä  — ß 


(3) 


y«  — a 


1 


Spiegelungen;  denn  man  gewinnt,  indem  man  die  Koeffizienten 
ay  ß,  y,  a mit  dem  gemeinsamen  Faktor  i versieht,  die  Gestalt 
(2),  S.  927  der  Spiegelungen.  Der  Symmetriekreis  von  (3)  hat 

(4)  -j-  ^2)  _ 4-  /3  = 0 


als  Gleichung;  der  Radius  r und  die  Mittelpunktskoordinaten 
loj  Vo  <^ieses  Kreises  sind: 


(ö) 


%=  0. 


Um  den  „DB“  der  Modulgruppe  zu  gewinnen,  gehen  wir 
auf  das  Netz  der  Fig.  18  zurück,  wo  das  im  elementaren  Sinne 
gleichseitige  Ausgangsdreieck  die  Ecken  ^q,  i^a-be.  Dieses 

Dreieck  zerlegen  wir  durch  seine  drei  Höhen  in  sechs  abwechselnd 
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symmetrische  und  kongruente  kleinere  Dreiecke  der  Winkel  — 
, 0 und  übertragen  diese  Zerlegung  mittels  der  Spiegelungen, 

O 

die  zu  Fig.  18  führten,  auf  die  übrigen  Dreiecke  des  Netzes. 
So  entsteht  Fig.  20  als  Netz  des  zur  Kombination 

Zi  = 2 , ^2  = 3 , Zg  = oo 


gehörenden  Dreiecks  dritter  Art.  Jetzt  gehen  wir  zu  einer  kreis- 
verwandten Figur  der  ca -Ebene  durch  die  Transformation: 


CO 


^0 ^ . 

^0 


Die  drei  Punkte  ^3  rücken  nach  co  ==  — 1,  0,  00,  so  daß 

der  Orthogonalkreis  zur  reellen  00 -Achse  wird.  Fig.  21  gibt  die 
neue  Gestalt  des  Netzes,  welches  der  positiven  co -Halbebene  an- 
gehöre; die  negative  Halbebene  trage  ein  symmetrisches  Netz, 


§ 10.  Die  Modulgruppe  und  ihr  „DB“. 
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dem  Äußeren  des  ursprünglichen  Orthogonalkreises  entsprechend. 
Als  Ausgangsdreieck  in  der  positiven  qj- Halbebene  wählen  wir 
dasjenige,  welches  sich  links  neben  der  imaginären  Achse  ins 
Unendliche  zieht  und  also  die  Ecken  ca  = i,  p und  ioo  hat.^) 
Die  Spiegelungen  an  den  Seiten  dieses  Dreiecks  sind: 

(6)  Fi((»)  = -o  — 1,  75(0)  = — 5;  73(0))  = -|-, 

von  denen  die  zweite  die  bisher  mit  Vq  bezeichne te  Substitution 
ist.  Auch  Fj  und  Fg  gehören  zu  den  Spiegelungen  (3),  so  daß 
die  zum  Netze  der  Fig.  21  im  Sinne  von  § 9 gehörende  Gruppe, 
die  Fq  heiße,  sicher  in  der  Modulgruppe  F enthalten  ist. 


Die  gesamten  Sjmmetriekreise  des  Netzes  Fig.  21 , den 
Spiegelungen  von  Fq  entsprechend,  sind  demnach  unter  den  Krei- 
sen (4)  enthalten.  Wir  behaupten:  Durch  unser  Dreieclcs^ietz 


1)  Hier  soll  q den  Wert  — ^ + bedeuten;  die  in  der  Figur 

eingetragenen  Bezeichnungen  «7=0,  «7=1,  «7=00  werden  später 
erläutert. 
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werden  die  Symmetrielcreise  (4)  der  Modulgruppe  F auch  alle 
geliefert.  Soll  nämlich  der  Kreis  (4)  in  eine  Gerade  ausarten, 
so  muß  y = 0,  also  a = 1 und  ß eine  beliebige  ganze  Zahl  sein; 
die  zugehörigen  Geraden  2^  = ß sind  im  Netze  der  Fig.  2 1 
enthalten.  Für  y = Hb  1 bleibt  cc  beliebig;  also  folgen  Kreise 
des  Radius  1 um  die  ganzzahligen  Punkte  « = 0,  +1^  + 
die  gleichfalls  im  Netze  der  Fig.  21  sichtbar  sind.  Für  y = 2' 
muß  a wegen 


— ßy  = 1 


ungerade  sein;  auch  die  Kreise  des  Radius  ^ um  die  Punkte 
« = + i i + i?  • • • 


sieht  man  im  Netze.  Die  weiter  folgenden  Kreise  haben  noch] 
kleinere  Radien;  und  da  ihre  Mittelpunkte  sämtlich  auf  der] 
reellen  w -Achse  liegen,  so  steht  jedenfalls  soviel  fest,  daß  inj 
das  Innere  des  Ausgangsdreiecks  kein  Symmetriekreis  (4)  ein- 
zudringen vermag.  Würde  nun  überhaupt  noch  ein  Symmetrie-] 
kreis  (4),  zur  Spiegelung  V von  F gehörig,  Vorkommen,  der] 
nicht  schon  dem  Dreiecksnetz  angehört,  so  greifen  wir  ein  von] 
diesem  Kreise  durchzogenes  Dreieck  auf  und  nennen  Y diejenige] 
Operation  erster  oder  zweiter  Art  von  Pq,  welche  das  Aus-1 
gangsdreieck  in  dieses  Dreieck  überführt.  Dann  aber  ist 


7'=  V-^VV 


eine  in  F enthaltene  Spiegelung,  deren  Symmetriekreis  durch 
V~^  aus  dem  von  V hervorgeht  und  der  somit  durch  das  Aus-i 
gangsdreieck  hindurchziehen  würde.  Da  dies,  wie  wir  sahen,] 
ausgeschlossen  ist,  so  trifft  unsere  Behauptung  zu.  J 

Weiter  gilt:  Jede  Substitution  erster  oder  zweiter  Art  V 
der  Modulgruppe  F transformiert  das  Dreiecksnetz  in  sich.  Der 
Symmetriekreis  (4)  der  Spiegelung  V wird  nämlich  durch  V 
in  den  Symmetriekreis  der  Spiegelung  F"=  VVV~^  transfor- 
miert, die  auch  in  F enthalten  ist  und  also  einen  Kreis  (4) 
liefert. 


I . 


Irgendeine  Substitution  erster  oder  zweiter  Art  V von  F 
transformiert  demnach  das  Ausgangsdreieck  des  Netzes  entweder 
in  sich  oder  in  ein  anderes  Dreieck  des  Netzes.  Im  ersteren 
Falle  muß  wegen  der  Konformität  der  Abbildung  jede  der  Ecken 


§ 10.  Die  Modulgruppe  und  ihr  „DB“. 
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CO  = Q und  i oo  sich  selbst  entsprechen.  Da  hierbei  die  Eeihen- 
folge  der  Ecken  unverändert  bleibt,  so  ist  die  Substitution  V 
von  der  ersten  Art;  da  V drei  Fixpunkte  i oo  hat,  so  ist  V 
die  identische  Substitution  1.  Jede  von  1 verschiedene  Substitu- 
tion von  r transformiert  das  Ausgangsdreieck  des  Netzes  in  ein 
von  ihm  verschiedenes  Dreieck  desselben:  Das  ausgewählte  Aus- 
gangsdreieck  umd  sein  Spiegelbild  bezüglich  der  reellen  (o~  Achse 
bilden  einen  „DB^‘  der  erweiterten  Modulgruppe. 

Die  Erzeugenden  (6)  genügen  als  Spiegelungen  den  Be- 
dingungen — 1,  so  daß  wir  bei  der  Herstellung  aller  Sub- 
stitutionen von  r in  Gestalt  von  symbolischen  Produkten  der 
Faktoren  (6)  auf  den  einzelnen  Faktor  stets  einen  der  beiden 
anderen  folgen  lassen  müssen.  Ist  die  Faktorenanzahl  gerade, 
so  haben  wir  eine  Substitution  der  ursprünglichen  Modulgruppe  JT. 
Diese  F ist  also  aus  den  drei  Substitutionen: 

S(co)  = ^?j(a>)  = «.  + l,  r(a.)  = ^yj(a>)  = :^, 

(7)  ,, 

= Vi  FaW  = ^ 

erzeugbar. Aus  der  Art,  wie  sich  die  Symmetriekreise  der 
Spiegelungen  (6)  schneiden,  geht  nach  § 8 hervor:  Die  Substi- 
tution S ist  parabolisch  mit  dem  FixpunJcte  oo , die  Substitution  T 
ist  elliptisch  von  der  Periode  2 mit  den  FixpunTcten  J:;  endlich 
ist  U elliptisch  von  der  Periode  3 mit  den  Fixpunkten  ^ und  q: 

(8) 

Aus  der  Darstellung  der  N,  T,  TJ  in  den  Spiegelungen  (6)  folgt: 

(9)  UTS  = 1 oder  U^S-^T, 

so  daß  ü aus  S und  I erzeugbar  ist:  Die  Modulgruppe  F ist 
demnach  allein  aus  den  beiden  Substitutionen: 

(10)  S(«,)  = «,  + l, 

erzeugbar. 

Durch  die  Substitutionen  erster  Art  der  Modulgruppe  geht 
ein  schraffiertes  Dreieck  des  Netzes  Fig.  21  stets  wieder  in  ein 


1)  Mit  der  einzelnen  Substitution  gilt  auch  ihre  inverse  als  ge- 
geben. 
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schraffiertes,  ein  freies  Dreieck  wieder  in  ein  freies  über.  Setzen 
wir  demnach  das  Ausgangsdreieck  jenes  Netzes  mit  seinem  Spiegel- 
bilde an  der  imaginären  Achse  zu  einem 
^^Doppeldr eieck''  zusammen,  so  wird  dieses 
mit  seinem  Spiegelbild  an  der  reellen  a- 
Achse  zusammengenommen  einen  „DB'^  für 
die  ursprüngliche  Modulgruppe  liefern. 
Fig.  22  stellt  diesen  „DB“  dar,  gibt  auch 
(mittels  stärkerer  Markierung)  an,  welche 
Randstücke  dem  „DB“  zugehören  sollen. 
Der  linke  geradlinige  Rand  geht  durch  S 
in  den  rechten  geradlinigen  über;  die  beiden 
stark  markierten  Bogenstücke  des  Ein- 
heitskreises werden  durch  T in  die  schwach 
ausgezogenen  von  diesem  Kreise  geliefer-  — 
ten  Randstücke  übergeführt. 

§ 11.  Allgemeines  über  die  „DB“ 
der  Gruppen. 

Folgende  allgemeine  Angaben  über  die^ 
„DB“  zunächst  für  die  Gruppen  F aus 
Substitutionen  erster  Art  werden  jetzt 
verständlich  sein;  wegen  der  Beweise^ 
müssen  wir  mehrfach  auf  „Mod."  und- 
y,Aut."  verweisen.  |: 


Fig.  22. 


verweisen. 

Der  „DB“  für  eine  in  der  Theorie  der  eindeutigen  auto{. 
morphen  Funktionen  auftretende  F aus  Substitutionen  erster  Art 
besteht  aus  einem  oder  mehreren  Flächenteilen  der  Ebene) 
deren  einzelner  insoweit  unbestimmt  ist,  daß  wir  ihm  ein  Stück 
nehmen  und  durch  ein  bezüglich  F äguivalentes  ersetzen  können 
(Begriff  der  erlaubten  Abänderung,  cf.  „Mod.'\  1,  280  und  313)1 
Es  ist  stets  erreichbar,  daß  sich  der  gesamte  Band  des 
aus  Ketten  von  Kreisbogen  oder  Vollkreisen  aufbaut.  Dies  folgt 
aus  derjenigen  besonderen  Gestalt  der  „DB“,  die  in  „Aut."  1, 
106  ff.  als  „normale"  „DB“  eingeführt  sind.  Wir  lassen  die  Be- 
schränkung eintreten,  daß  der  Band  des  „DB"  aus  endlich  vielen 
Kreisbogen  bzw.  Vollkreisen  bestehen  söll.'^) 


1)  Die  Beschränkung  ist  wesentlich,  d.  h.  es  gibt  Gruppen  P, 
deren  „DB“  unendlich  viele  Kreisbogen  am  Rande  darbieten,  die 
durch  erlaubte  Änderung  nicht  auf  endliche  viele  reduzierbar  sind. 
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Der  „DB“  heiße  1 und  gehe  durch  die  Substitution 
von  r in  einen  Bereich  über,  der  genannt  werde.  Die  den 
gesamten  Substitutionen  Fq  = 1 , F^ , F3 , . . . von  F zugehörigen 
und  gleichbenannten  Bereiche  bedecken  die  Ebene  bis  auf  die 
der  Gruppe  eigentümlichen  ^firenspunhte^*  überall  einfach  und 
lückenlos;  sie  liefern  eine  zur  F gehörige  ,,reguläre*'  Bereich- 
einteilung der  Ebene. 

Längs  eines  Randkreises  K des  Bereiches  1 möge  mit  letz- 
terem der  Bereich  Y.  benachbart  sein.  Transformieren  wir  diesen 
Bereich  durch  zurück  nach  1,  so  möge  hierbei  der  Kreis  K 
in  den  Randkreis  K'  von  1 übergehen.  K und  K'  sind  somit 
äquivalent,  indem  wir  K = Y^{K')  finden.  Die  Randkreise  des 
„DJ5"  sind  zu  Paaren  äguivalent^  u/nd  wir  dürfen  vom  einzelnen 
Paare  stets  nur  einen  Kreis  dem  „DB'*  als  zugehörig  ansehen. 

Die  dem  „DB“  zugerechneten  Randkreise,  deren  Anzahl  n 
als  endlich  angenommen  wurde,  mögen  durch  die  Substitutionen 
Fj , Fj , . . . , F„  in  die  äquivalenten  Randkreise  übergeführt  werden. 
Dann  ist  der  Bereich  1 rings  von  den  Bereichen 

Y Y -1  Y Y Y F"^ 

umgeben.^)  Entsprechend  erscheint  der  Bereich  F^  rings  von 
den  Bereichen 

v,r„r,v,-\  r,r„,r,r-^ 

umgeben.  Die  Fortführung  der  Anreihung  weiterer  Kränze  bis 
zur  Herstellung  der  ganzen  regulären  Bereicheinteilung  kommt 
auf  die  Herstellung  aller  Substitutionen  von  F aus  den 

hinaus:  Die  n Substitutionen  F^,  Fg,  . . .,  F„,  welche  die  Äqui- 
valenz der  Randkurven  des  „DB"  vermitteln,  sind  die  Erzeu- 
genden der  Gruppe  F. 

Besteht  der  „DB“  aus  mehr  als  einem  Flächenstücke,  und 
ist  der  Randkreis  K eines  ersten  Stückes  mit  dem  Randkreise 
K'  = Y(K)  eines  davon  verschiedenen  zweiten  Stückes  äquiva- 
lent, so  wird  dies  zweite  Stück  durch  F“^  in  ein  längs  K mit 
dem  ersten  Stücke  benachbartes  transformiert.  Wir  dürfen  das 


1)  Dies  sind  entweder  2n  oder  weniger  als  2w  verschiedene  Be- 
reiche. Ist  nämlich  etwa  F,  eine  elliptische  Substitution  der  Periode  2 
(vgl.  Erzeugende  T der  Modulgruppe),  so  ist  der  Bereich  F,“^  mit 
dem  Bereiche  Y^  identisch. 
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so  erhaltene  Stück  an  Stelle  des  zweiten  dem  „DB“  zuerteilen. 
Indem  wir  einen  derartigen  Ersatz  nötigenfalls  noch  öfter  aus- 
üben, folgt  der  Satz;  Man  darf  den  „DB''  so  gewählt  annehmen, 
daß  die  Bandhreise  des  einzelnen  Flächenstüches  stets  Bandkreisen 
des  gleichen  Stückes  zugeordnet  sind. 

Ist  der  „DB“  nicht  von  Vollskreisen  allein  begrenzt,  so 
treten  am  Rande  des  „DB“  Ecken  auf.  Man  hat  zwei  Arten 
solcher  Ecken  zu  unterscheiden.  Sind  erstlich  die  beiden  an  die 
Ecke  anstoßenden  Randkreise  durch  die  Erzeugende  F einander 
zugeordnet,  so  wird  der  Eckpunkt  selbst  durch  F in  sich  trans- 
formiert, ist  also  Fixpunkt  von  F.  Eine  solche  Ecke  soll  (im 
Gegensatz  zu  einer  gleich  zu  besprechenden  anderen  Eckenart) 
als  eine  „feste  Ecke"  des  „DB“  bezeichnet  werden.  Ein  Beispiel 
sei  die  bei  © = i oo  gelegene  Ecke  des  „DB“  der  Modulgruppe, 
die  Fixpunkt  der  Erzeugenden  8 war  (man  stelle  sich  den  „DB“ 
auf  der  „©-Kugel“  gelegen  vor).  Bereits  bei  den  zyklischen 
Gruppen  mit  hyperbolischer  oder  loxodromischer  Erzeugender  F 
wurde  S.  934  ff.  der  „DB“  so  gewählt,  daß  er  nicht  an  einen  der 
Fixpunkte  von  F heranragte.  Nach  „Aut."  1,  142  ff.  kann  man 
den  „DB“  stets  so  wählen,  daß  er  nicht  an  den  Fixpunkt  einer 
hyperbolischen  oder  loxodromischen  Substitution  der  Gruppe 
heranragt;  Die  festen  Ecken  des  „DB"  sind  dann  Fixpunkte  ellip- 
tischer oder  parabolischer  Erzeugender ; die  beiden  benachbarten 

2 Tt 

Bandkreise  bilden  einen  Winkel  wo  l eine  ganze  Zähl  ^ 2 

bedeutet.,  den  Wert  1=00  (im  parabolischen  Fälle)  ei/ngeschlossen 
(vgl.  S.  935 ff.).  Die  übrigen  Ecken  des  „DB“  heißen  ,))ewegliche 
Ecken*"^  Zu  ihrer  Erläuterung  dienen  die  Ecken  des  in  Fig.  6, 
S.  932,  dargestellten  „DB“  der  a.  a.  0.  besprochenen  Gruppe  E. 
Wenn  wir  die  Ecke  bei  ^ = 0 nach  einem  beliebigen  Punkte 
verschieben  und  die  anderen  drei  Ecken  entsprechend  nach 

^0  + «1  j ^0  + “2 » ^0  + + “2 


wandern  lassen,  so  bleibt  das  Parallelogramm  hierbei  ein  „DB‘' 
der  r.  Beschreiben  wir  im  regulären  Bereichnetz  der  Fig.  6 
einen  kleinen  Kreis  um  den  Eckpunkt  bei  ^ = 0,  so  wird  dieser 
Kreis  neben  dem  Bereiche  1 noch  die  drei  Bereiche 
i7"-i  y^-i.TT-i  y-i 

durchziehen.  Werfen  wir  die  drei  bezüglichen  Bogen  mittels 
der  Substitutionen  Fg,  F^  • Fg,  Fj^  in  den  „DB“  zurück,  so  er- 
halten wir  hierbei  vier  die  Ecken  des  „DB“  umkreisende  Bogen, 
welche  vermöge  der  Zuordnung  der  Seiten  des  „DB“  zu  einem 


I 

i 

j 
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Zyklus  zusammengescblossen  sind.  Der  vorstehenden  Überlegung 
kommt  allgemeine  Bedeutung  zu:  Die  beweglichen  Ecken  des 
„DB“  erscheinen  vermöge  der  Zuordnung  der  Bandkreise  des 
,,DB^^  m Zyklen  angeordnet,  wobei  die  Winkelsumme  des  einzelnen 
Eckenzyklus  stets  gleich  27c  ist.  — 

Ist  r eine  der  in  § 5 besprochenen  Gruppen  aus  Substi- 
tutionen der  ersten  und  der  zweiten  Art,  so  bestimmen  wir  zu- 
erst für  die  in  ihr  enthaltene  ausgezeichnete  Untergruppe  JT  des 
Index  2 die  reguläre  Einteilung  der  Ebene  in  Bereiche: 

1,  Fg?  • • • 

den  vorstehenden  Sätzen  entsprechend.  Die  mit  irgendeinem 
Punkte  ^ von  1 bezüglich  F äquivalenten  Punkte: 

verteilen  sich  dann  auf  die  Bereiche  der  regulären  Einteilung 
so,  daß  in  jedem  Bereiche,  also  insbesondere  in  1,  sich  einer 
dieser  Punkte  findet:  Die  Punkte  des  Bereiches  1 sind  bezüglich  F 
zu  Paaren  äquivalent;  dieser  Bereich  wird  sich  daher  in  zwei 
bezüglich  F äquivalente  Teilbereiche  zerlegen.,  von  denen  ei/n  ein- 
zelner emen  „DB“  der  Gruppe  F liefert  (vgl.  die  Zerlegung  der 
Doppeldreiecke  der  Fig.  22),  S.  954,  in  je  zwei  „Elementardreiecke“ 
durch  die  imaginäre  ro- Achse). 

Endlich  mögen  noch  einige  Mitteilungen  über  die  Natur 
der  Grenzpunkte  unserer  Gruppen  folgen.  Wir  sehen  ab  von 
den  Gruppen  endlicher  Ordnung  (vgl.  S.  944 ff.),  bei  denen  über- 
haupt keine  Grenzpunkte  vorliegen,  von  den  Gruppen  mit  nur 
einem  Grenzpunkte  (vgl.  S.  932  und  S.  946),  sowie  von  gewissen 
Gruppen  mit  zwei  Grenzpunkten,  die  durch  eine  bestimmte  log- 
arithmische  Transformation  in  Gruppen  mit  einem  Grenzpunkte 
umgewandelt  werden  {\g\  „Aut.“  1,  234 ff.).  Alle  übrigen  Grup- 
pen haben  unendlich  viele  Grenzpunkte,  und  zwar  sind  dabei 
folgende  Fälle  zu  unterscheiden: 

I.  Die  Grenzpunkte  bilden  ein  System  diskreter  Punkte,  die 
entweder: 

1.  in  der  Ebene  nach  einem  nicht  immittelbar  überseh- 
baren Gesetze  zerstreut  liegen,  oder 

2.  sämtlich  auf  einem  bestimmten  Kreise,  dem  „Hauptkreise“, 
liegen. 

In  beiden  Fällen  liefert  die  Bereicheinteilwng  der  Ebene 
ein  einziges  zusammenhängendes  Netz.  Die  unter  2.  gemeinten 
Gruppen  heißen  „Hauptkreisgruppen“. 
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11.  Die  GrempunMe  bilden  eine  geschlossene,  sich  nicht  selbst 
überkreuzende  Kurve,  die  entweder: 

1.  nicht- analytisch  ist,  oder 

2.  einen  Kreis,  den  sogenannten  „GrenzTcreis'\  darstellt. 


Die  Bereicheinteilung  zerfällt  in  zwei  durch  jene  Kurve  gC’ 
trennte  Netze.  Die  unter  2.  genannten  Gruppen  heißen  „GrenZ‘ 
kreisgruppen*' . 


III.  Die  Grenzpunkte  bilden  u/nendlich  viele  geschlossene, 
sieh  nicht  überkreuzende  Kurven,  die  entweder  nicht-analytisch 
sind  oder  Kreise  dar  stellen.,  auch  teils  von  der  einen,  teils  von 
der  anderen  Art  sein  können. 

Das  einfachste  Beispiel  zur  Erläuterung  aller  dieser  Fälle 
wird  von  der  aus  vier  Spiegelungen  Y^,  Y^.,  Y^,  Y^  erzeugbaren 
Gruppe  geliefert.  Die  Symmetriekreise  .Kj,  Kg,  K^.,  K^  mögen  1, 
zunächst  wie  in  Fig.  23  voneinander  getrennt  verlaufen  und  den  o 
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in  der  Figur  mit  P bezeichneten  „DB“  eingrenzen.  Durch  Spie- 
gelung reihen  wir  an  den  „DB“  vier  äquivalente  Bereiche,  die 
in  der  Figur  schraffiert  sind.  In  jedem  dieser  Bereiche  bleiben 
noch  drei  Kreise  offen,  in  die  man  demnächst  hineinzuspiegeln 
hat  usw.  Die  Anzahl  der  offen  bleibenden  Kreise  wächst  hierbei 
beständig,  während  diese  Kreise  selbst  immer  kleiner  werden. 
In  jedem  liegen  unendlich  viele  Grenzpunkte  der  Gruppe.  Es 
liegt  der  Fall  I,  1 vor.  Haben  die  vier  Kreise  Äg, 

einen  gemeinsamen  Orthogonalkreis  Kq,  so  werden  auch  alle 
weiteren  beim  Spiegelungsprozeß  eintretenden  Kreise  zu  Kq  or- 
thogonal verlaufen.  Jetzt  liegen  alle  Grenzpunkte  auf  iTg,  d.  h. 
wir  haben  den  Fall  I,  2. 

Beispiele  für  die  übrigen  Fälle  erhält  man,  wenn  man  Be- 
rührungen der  vier  Kreise  K'i , . . . , zuläßt.  Bilden  diese  Kreise 
hierbei  einen  Zyklus,  indem  jeder  mit  dem  folgenden  und  der 
letzte  mit  dem  ersten  zur  Berührung  kommt,  so  gelangen  wir 
zu  den  Fällen  II,  2 und  11,  1,  je  nachdem  ein  Orthogonalkreis 
vorliegt  oder  nicht.  Vgl.  wegen  des  ersteren  Falles  Fig.  20, 
S.  950,  wegen  des  letzteren  aber  Fig.  145  in  „Äut/‘  1,  418. 
Kommt  außerdem  noch  K^  mit  K^  zur  Berührung,  so  erhalten 
wir  unendlich  viele  Grenzkreise,  wie  Fig.  148  in  1,  429 

zeigt.  In  Fig.  156,  ebenda  S.  440,  hat  man  ein  Beispiel  für  un- 
endlich viele  Grenzkurven,  die  teils  nicht-analytisch  sind,  teils 
Kreise  darstellen.^) 

§12.  Erklärnng  und  Bxistenzbeweis  der  automorphen 
Funktionen. 

Besteht  der  „DB“  von  F aus  mehreren  Teilen,  so  konnten 
wir  annehmen,  daß  die  Eandkreise  eines  einzelnen  Teiles  stets 
auf  Randkreise  des  gleichen  Teiles  bezogen  waren.  Einen  ein- 
zelnen solchen  Teil  wollen  wir  alsdann  einen  ^^Fundamental- 
hereicU\  abgekürzt  „FB“,  nennen  (cf.  Klein,  Math.  Ann.  14,. 
133).  Die  Reproduktion  desselben  auf  Grund  der  Zuordnung 
der  Randkreise  liefert  ein  zusammenhängendes  reguläres  Netz 
von  Bereichen.,  welches  N heißen  mag.  Dies  Netz  bedeckt  bis 
auf  die  Grenzpunkte  die  ganze  Ebene,  falls  der  „DB“  nur  aus 
diesem  Stücke  „FB“  besteht;  andernfalls  hat  N eine  Grenzkurve. 

1)  Vorstehend  konnten  nur  die  ersten  Grundlagen  der  Theorie 
der  „DB“  entwickelt  werden.  Eine  ausführliche  Theorie  der  „DB“ 
für  die  Hauptkreis-  und  Grenzkreisgruppen,  in  der  die  Begriffe  der 
normalen,  der  natürlichen  und  der  kanonischen  „DB“  grundlegend  sind, 
findet  man  in  „Aut“,  1,  210ff.  und  2,  286 ff. 
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Es  werde  nun  im  „FB“  eine  im  Sinne  von  § 1 zur  Gruppe  F 
gehörende  eindeutige  automorphe  Funktion  cp{^)  betrachtet.  Da 
dieselbe  analytisch  sein  soll,  so  werden  wir  in  der  Umgebung 
einer  Stelle  des  „FB“  eine  innerhalb  eines  gewissen,  nicht 
verschwindenden  Kreises  konvergente  Entwicklung: 

(1)  = <>»(a„+a,i+a2«'+---) 


fordern,  wo  die  Entwicklungsgröße  t — ^ ist,  m eine  posi- 
tive oder  negative  ganze  Zahl  oder  0 bedeutet  und  der  An- 
fangskoeffizient ÜQ  nicht  verschwindet.  Sollte  zufällig  die 
Stelle  oo  sein,  so  hat  man  in  üblicherweise  (vgl.  Kap.  XV,  S.  721) 


unter  t die  Entwicklungsgröße  zu  verstehen. 


Diese  Festsetzung  erfordert  eine  Ergänzung,  falls  eine 
elliptische  Ecke  ^des  Winkels  oder  eine  parabolische  Ecke 

des  „FB“  ist.  Da  g)(f)  bei  der  zugehörigen  elliptischen  oder 
parabolischen  Substitution  unverändert  bleibt,  so  ergibt  sich, 
wenn  der  zweite  elliptische  Fixpunkt  ist,  aus  den  Normal- 
formen (12)  und  (10)  § 3 der  Substitutionen,  daß  eine  Ent- 
wicklung (1)  nach: 

l 227?  1 

(2)  t = ) bzw.  t^ey 


zu  fordern  ist.  Schneidet  man  längs  einer  Bahnkurve  der  ellip- 
tischen bzw.  parabolischen  Substitution  vom  „FB“  an  der  frag- 
lichen Ecke  ein  kleines  Segment  ab,  so  wird  dies  (vgl.  § 3)  auf 
einen  Kreis  der  Ebene  um  den  Nullpunkt  ^ = 0 durch  die 
Transformation  (2)  übertragen; 

Wir  nehmen  an,  daß  eine  Entwicklung  (l)  für  (p{t)  iu 
der  richtigen  Entwicklungsgröße  ohne  Ausnahme  an  jeder  Stelle 
des  „FB“  gelten  soll.  Man  kann  dies  auch  dahin  ausdrücken, 
daß  g?(^)  im  frei  von  ivesentlich  singulären  Stellen  sein 

soll  (vgl.  Kap.  XV,  S.  721).  Ist  m nicht  gleich  0,  so  liegt  an 
der  Stelle  ein  Nullpunlct  Ordnung  hzw.  ein  Pol  ( — m) 
Ordnumg,  je  nachdem  w > 0 oder  m > 0 ist. 

Den  Existenzbeweis  der  Funktionen  cp{^)  führt  Klein  (vgl. 
Math.  ALww.,  21,  141)  mittels  der  alternierenden  Methoden  von 


Schwarz  und  Neumann.^)  Setzen  wir  ^ ^ -f-  so  ist  das 


1)  Ausführlich  dargestellt  im  „Mod^‘.  1,  508  ff.  und  „Aut.“  2,  8 ff. 


ist 

Iche 
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erste  Ziel  die  Konstruktion  eines  im  „FB“  eindeutigen 
arUhmischen  Potentials'''"  rf),  welches  nur  an  einer  Stelle 
des  „FB“  unendlich  wie  der  reelle  Bestandteil  von  wird, 
und  das,  über  den  Rand  des  „FB“  fortgesetzt,  in  äquivalenten 
Punkten  stets  gleiche  Werte  hat. 

Für  Kreisscheiben,  die  man  im  „FB“  zeichnen  mag,  kann 
man  stets  solche  reelle  Funktionen  rf)  bilden,  welche  längs 
der  Peripherie  gegebene  Werte  annehmen  (Randwertaufgabe). 
Die  entsprechende  Bildung  von  Funktionen  uQ,  rj)  für  Bereiche, 
die  aus  der  Verschmelzung  von  Kreisscheiben  entstehen,  gelingt 
dann  durch  das  alternierende  Verfahren.  Schließlich  wird  man 


den  ganzen  „FB“  dachziegelartig  mit  Kreisscheiben  abdecken 
und  hat  nur,  damit  nicht  am  Ende  eine  Konstante  ^f(|,  t/)  als 
Ergebnis  erscheint,  in  einem  der  Kreise  bei  einen  Pol  be- 
zeichneter  Art  vorzuschreiben. 

Man  wolle  sich  hierbei  noch  die  Rolle  derjenigen  Kreis- 
scheiben veranschaulichen,  welche  am  Rande  des  „FB“  liegen. 
Bei  einer  festen  Ecke  ist  ein  Kreis  der  Z-Ebene  um  Z = 0 zu 
benutzen,  der  ein  Segment  bezeichneter  Art  am  „FB“  liefert. 
Bei  Fortsetzung  über  die  in  der  Ecke  zusammenstoßenden  Ränder 
dieses  Segmentes  reproduziert  sich  dann  in  der  Tat  rj)  in 
äquivalenten  Punkten.  Die  Rolle  der  übrigen  am  Rande  ge- 
legenen Scheiben  ist  durch  Fig.  24  und  Fig.  25  erläutert.  Z.  B. 
ist  in  Fig.  24  der  äußere  Teil  8^^  der  links  gezeichneten  Kreis- 
scheibe auf  das  äquivalente  Stück  S'  des  „FB“  zu  übertragen. 

Pascal,  Repertorium.  I.  2.2.  Aufl.  61 
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Wir  erzielen  hierdurch  nicht  nur,  daß  in  zugeordneten  Rand- 
punkten des  „FB“  die  Funktion  w(|,  r?)  gleichwertig  wird, 
sondern  daß  sie  überhaupt,  über  den  Rand  des  „FB‘'  analytisch 
fortgesetzt,  in  äquivalenten  Punkten  stets  wieder  denselben  Wert 
annimmt. 

Das  zu  rj)  konjugierte  Potential  ist: 

(3) 

(^0>  Vo) 

wo  die  untere  Grenze  als  fest  und  die  obere  als  variabel  zu 
denken  ist  und  die  Integrationsbahn  gänzlich  im  Innern  des 
Netzes  N verlaufen  soll.  Für  das  Differential: 


, du  j du  j. 
dv^j-^dn-Yr^di 


folgt  aus  der  Konformität  der  Abbildung  der  verschiedenen  Be- 
reiche des  Netzes  JV  aufeinander  und  der  Gleichheit  von  rj) 
in  äquivalenten  Stellen,  daß  auch  dv  eindeutig  und  in  äquiva- 
lenten Punkten  gleich  ist.  Daraus  folgt  aber  für  das  in  (3) 
rechts  stehende  Integral  nur  erst,  daß  sich  der  Wert  desselben, 
ausgedehnt  von  einer  Stelle  ^ bis  zu  dieser  Stelle  zurück  oder 
bis  zu  einer  äquivalenten  Stelle,  bis  auf  eine  additive  Konstante 
reproduziert. 

Demnach  wird  die  komplexe  Funktion: 

(4)  Z{^)  = u(^,  rj)  -f  iv{^,  rj) 

im  Netze  N dasselbe  Verhalten  darbieten  wie  ein  Elementar • 
integral  zweiter  Gattung  auf  einer  Riemannschen  Fläche  (vgl. 
Kap.  XVII,  § 5 u.  10).  Z(^  hat  ini  „FB“  bei  einen  Pol  erster 
Ordnung,  ist  im  übrigen  stetig  im  „FB“  und  reproduziert  sich  ab- 
gesehen von  einer  additiven,  rein  imaginären  Konstanten,  falls 
man  das  Argument  von  einer  Stelle  ^ im  Netze  N zu  diesem  ^ 
zurück  oder  zu  einer  äquivalenten  Stelle  wandern  läßt. 

Genau  nach  demselben  Prinzip,  wie  man  die  eindeutigen 
Punktionen  der  Riemannschen  Fläche  aus  den  Integralen  zweiter 
Gattung  aufbaut  (vgl.  „AuV  2,  13 ff.),  können  wir  hier  auto- 
morphe Funktionen  unserer  Art  in  der  Gestalt: 

(5)  (p{t)  = C^Z^  + ^2^2  + • • • H~ 
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aus  unseren  Funktionen  (4),  welche  wir  etwa  für  (i  im  „FB“ 
ausgewählte  Pole  ^2?  • • hergestellt  denken,  aufbauen. 
Man  muß  nur  die  Anzahl  der  Pole  erster  Ordnung  im  „FB“ 
groß  genug  wählen,  damit  sich  mindestens  ein  System  von 
Koeffizienten  c^,  c^,  , . derart  bestimmen  läßt,  daß  die  bei 
den  Umläufen  von  ^ und  den  Wegen  zu  den  äquivalenten  Stellen 
für  die  in  (5)  rechts  stehende  Summe  eintretenden  additiven 
Konstanten  eben  durchweg  verschwinden. 

Nachdem  wir  so  die  Existenz  der  automorphen  Funktionen 
(p(^)  für  die  vor  gelegte  F hzw.  den  erkannt  haben,  müssen 

wir  noch  auf  die  Bedeutung  der  Grenzpunkte  des  Netzes  für 
die  Funktionen  (p{^  hinweisen.  Gegen  einen  Grenzpunkt  hin 
werden  die  Bereiche  des  Netzes  unendlich  klein.  Beim  Prozeß 
der  analytischen  Fortsetzung  von  (p(^)  (vgl.  Kap.  XV,  § 7)  wird 
demnach  niemals  ein  Grenzpunkt  in  einen  Konvergenzkreis  hinein- 
gezogen werden  können.  Aus  dem  ünendlichkleinwerden  der  Be- 
reiche folgt  sogar:  Jeder  Grenzpunkt  des  Netzes  N ist  ein  wesent- 
lich singulärer  Punkt  der  Funktion  (p(^)f  eine  Grenzkurve  stellt 
demnach  eine  ununterbrochene  Folge  solcher  Punkte  dar  und  heißt 
dieserhalb  eine  „natürliche  Grenze'*  der  Funktion^  über  welche  die 
analytische  Fortsetzung  der  Funktion  nicht  vollzogen  werden  kann 
(vgl.  Kap.  XV,  § 9). 


§ 13.  Zusammenhang  aller  Funktionen  g)(S) 
desselben  „FB“. 

Die  eben  konstruierte  Funktion  g)(Q  hat  im  „FB“  g ein- 
fache Pole  (Pole  erster  Ordnung),  welche  an  den  im  Innern 
des  „FB“  gewählten  Stellen  ^2?  • • liegen.  Es  gilt  der 
Satz:  Die  Gesamtzahl  der  Nullpunkte  von  (p{^  im  „FB^^  ist 
auch  gerade  gleich  g,  wobei  Nullpunkte  höherer  als  erster  Ord- 
nung ihrer  Multiplizität  entsprechend  in  Anrechnung  zu  bringen  sind. 
Zum  Beweise  dieses  Satzes  ver- 
wandle man  den  „FB“,  falls  er 
einen  mehrfach  zusammenhängen- 
den Bereich  darstellt  (vgl.  Fig.  23, 

S.  958),  durch  Anlage  geeigneter 
Querschnitte  in  einen  einfach  zu- 
sammenhängenden Bereich.  Diesen 
letzteren  umlaufen  wir  dann  rings; 
jedoch  wollen  wir,  sobald  wir  uns 
einer  festen  Ecke  annähern,  vor 
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Erreichen  derselben  längs  einer  zugehörigen  Bahnkurve  durch 
das  Innere  des  „EB“  sogleich  nach  dem  zugeordneten  Randkreise 
hinübergehen  (vgl.  Fig.  26j.  Wir  wählen  diese  Bahnkurve  so 
nahe  an  der  Ecke,  daß  weder  auf  ihr  noch  im  abgetrennten 
Segmente,  nötigenfalls  den  Eckpunkt  selbst  ausgenommen,  ein 
Nullpunkt  von  vorkommt.  Auch  dürfen  wir  die  Quer- 

schnitte sowie  die  Gestalt  des  „FB“  (vgl.  Prinzip  der  erlaubten 
Abänderung  von  S.  954)  so  gewählt  denken,  daß  die  beschrie- 
bene Bahn  auch  übrigens  nirgends  durch  einen  Nullpunkt  hin- 
durchläuft. Auch  die  Pole  denken  wir  im  Innern  des  um- 
laufenen Bereichs  gelegen. 

Ist  nun  V die  Gesamtzahl  der  Nullpunkte  innerhalb  dieses 
Bereiches,  so  gilt  (vgl.  Kap.  XV,  § 6,  S.  724): 

WO  das  Integral  in  der  Pfeilrichtung  der  Fig.  26  über  die  be- 
schriebene Bahn  zu  erstrecken  ist.  Aber  hierbei  heben  sich  die- 
jenigen Teüintegrale  auf,  welche  sich  auf  einen  einzelnen  Quer- 
schnitt beziehen,  der  in  der  Tat  zweimal  in  entgegengesetzten 
Richtungen  zu  beschreiben  ist.  Es  heben  sich  aus  demselben 
Grunde  je  zwei  solche  Teilintegrale  auf,  welche  zueinander  zu- 
geordneten Randkreisen  gehören.  Somit  restieren  nur  die  Inte- 
grale längs  der  Bahnkurven  an  den  festen  Ecken.  Hier  aber 
rechnet  man  leicht  durch  Rückgang  auf  die  zugehörige,  in  (2) 
S.  960  eingeführte  Variabele  t aus,  daß  das  Teilintegral  der 
einzelnen  Bahnkurve: 

^Jdlog9>a)  = -m 

wird,  wenn  m die  Ordnung  des  in  der  Ecke  gelegenen  Null- 
punktes ist.  Liegen  demnach  in  den  festen  Ecken  insgesamt 
v' Nullpunkte,  so  folgt  aus  (l): 

V — (I  = — v'  und  also  v v'  ^ (i. 

Die  Gesamtanzahl  v v der  Nullpunkte  im  „FB“  ist  also  tat- 
sächlich gleich  fl. 

Ist  nun  0Q  irgendein  komplexer  Wert,  so  wende  man  den 
bewiesenen  Satz  auf  die  automorphe  Funktion  cp  (ß)  — Zq  an. 
Es  ergibt  sich:  Die  Funläion  gp(^)  nimmt  jeden  beliebig  vor- 
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geschriebenen  komplexen  Wert  Zq  an  genau  p Stellen  des  „FB'* 
an,  die  natürlich  nicht  immer  edle  getrennt  zu  liegen  brauchen; 

soll  dieserhalb  fi- wertig  heißen. 

Man  überlege  daraufhin,  welches  konforme  Abbild  durch 
unsere  Funktion  z — cp  vom  „Fß“  auf  die  Ebene  entworfen 
wird.  Dieses  Abbild  ist  geschlossen  und  wird  die  Ebene  allent- 
halben |a-fach  überlagern:  Mittels  der  g.- wertigen  automorphen 
Funktion  z = g)(^)  wird  der  „FB**  auf  eine  geschlossene  p- 
blättrige  Biemannsche  Fläche^)  über  der  z- Ebene  abgebildet.  Diese 
Fläche  werde  durch  F bezeichnet.  Die  Konformität  der  Ab- 
bildung des  „FB“  und  damit  des  vom  Netze  N bedeckten  Teiles 
der  Ebene  erleidet  Einbuße  erstens  in  den  festen  Ecken  des 
„FB“.  An  der  einzelnen  solchen  Ecke  wird  ein  Segment  des 
„FB“  auf  die  volle  Umgebung  des  Bildpunktes  in  der  Ebene 
übertragen  (vgl.  (l)  und  (2)  § 12).  Zweitens  wird  die  Konfor- 
mität in  den  Verzweigungspunkten  der  Fläche  F unterbrochen. 
Liefert  den  Bildpunkt  Zq,  so  liegt  hier  ein  m- blättriger  Ver- 
zweigungspunkt, wenn  in  der  zugehörigen  Entwicklung: 

^ — ^0  = ^”"(«0  + ^1*+  «2^^  H ) 

m > 1 ist. 

Irgendeine  andere  automorphe  Funktion  des  „FB“  liefert, 
auf  die  Fläche  F übertragen,  eine  daselbst  eindeutige  Funktion 
von  z ohne  wesentlich  singuläre  Punkte,  also  eine  zur  Fläche 
gehörende  algebraische  Funktion  von  z.  Umgekehrt  liefert  jede 
solche  Funktion  in  Abhängigkeit  von  ^ eine  automorphe  Funk- 
tion unseres  „FB“.  Wir  haben  also  folgenden  grundlegenden 
Satz:  Die  zum  „FB**  gehörenden  automorphen  Funktionen  werden 
in  ihrer  Gesamtheit  geliefert  von  allen  zur  Riemannschen  Fläche  F 
gehörenden,  einen  Funktionenkörper  bildenden  algebraischen  Funk- 
tionen (vgl.  Kap.  XVII,  § 3). 

Die  Sätze  über  algebraische  Funktionen  übertragen  sich  hier- 
nach auf  die  Funktionen  cp{^  unseres  „FB“.  Ist  die  Fläche  F eine 
(2p  l)-fach  zusammenhängende  (vgl.  Kap.  XVII,  § 2),  so  heißt  p 
das  „Geschlecht**  derselben;  wir  nennen  p auch  das  Geschlecht 
des  „FB**.  Die  Einteilung  der  „FB“  nach  dem  Geschlechte  p 
und,  wie  wir  gleich  hinzusetzen,  nach  der  Anzahl  n der  festen 
Ecken,  ist  für  alle  weiteren  Ausführungen  grundlegend. 

Ist  ^ = 0,  so  gibt  es  auf  F „einwertige“  Funktionen. 
Eine  einzelne  unter  ihnen  liefere  die  Funktion  cp(^,  welche  wir 


1)  Vgl.  Kap.  XV,  § 9 und  XVII,  § 2. 
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als  eine  „Hauptfunhtion*^  des  „FB'‘  vom  Geschlcchte  p = 0 be- 
zeichnen. Mit  (p(^)  ist  jede  Funktion: 


acpi^)  4-  b 


eine  Hauptfunktion,  und  umgekehrt  ist  jede  solche  Funktion 
durch  (p(^)  in  vorstehender  Gestalt  darstellbar.  Wegen  der  Ver- 
hältnisse a :h  : c : d gibt  es  oo*  Hauptfunktionen,  aus  denen  wir 
eine  einzelne  dadurch  herausgreifen  können,  daß  wir  für  irgend 
drei  Stellen  des  „FB“  drei  verschiedene  Werte  der  HauptfimJction 
willkürlich  vorschreiben.  Der  in  der  positiven  oo -Halbebene  ge- 
legene „FB“  der  Modulgruppe  (vgl.  Fig.  22,  S.  954)  hat  p ==  0. 
Eine  Hauptfunktion  kann  man  dadurch  fixieren,  daß  man  für 
sie  in  den  Eckpunkten  q,  i und  i oo  des  „FB“  etwa  die  Werte 
0,  1,  oo  vorschreibt.  Wir  gewinnen  so  die  Funktion,  welche  von 
Klein  (vgl.  Math.  Änn.,  14,  113)  mit  e7'(a))  bezeichnet  wurde, 
und  welche  mit  der  von  Dedekind  (vgl.  J.  f.  Math..,  83,  265) 
als  Valenz  bezeichneten  Funktion  identisch  ist.  Die  Bedeutung 
der  Hauptfunktion  9?i(^)  gründet  sich  auf  den  Satz:  Jede  zum 
„FB‘*  gehörende  automorphe  Funktion  95  (^)  ist  in  einer  Haupt- 
funktion 91  (^)  rational  darstellbar  i 


(2)  9®  -ß(9i(D)j 


und  umgekehrt  liefert  j§de  solche  rationale  Funktion  eine  auto- 
morphe Fu/nktion  des  „FB‘‘. 

Ist  ^ = 1 oder  ist  die  Fläche  F hyperelliptisch,  so  gibt 
es  „zweiwertige“  Funktionen.  Ist  9i(Ö  solche,  so  wird  der 
„FB“  durch  = 9i  Q)  auf  eine  zweiblättrige  Riemannsche  Fläche 
mit  (2p  -f-  2),  etwa  bei  z = v^,  V2y  . . «^2^  + 2 Ver- 

zweigungspunkten abgebildet.  Hier  ist  dann 

(3)  9>2®  = V(^  - %)  («  - «»a)  : • • (2  - 


eine  weitere  Funktion  des  „FB“,  und  es  gilt  der  Satz : Hie 
Gesamtheit  der  Funktionen  (p(^  des  „FB''  wird  von  allen  ratio- 
nalen Funktionen: 

(4)  <f{i)  = 9>a®) 

geliefert. 

Allgemein  gilt  folgendes:  Ist  9i(^)  eine  fi^-wertigey 
eine  (i^-wertige  Funktion  des  „FB"  y so  besteht  zwischen  ihnen 
eine  algebraische  Gleichung: 

(5)  G (91,  92)^0 
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vom  Grade  fi2  in  und  vom  Grade  (jl^  in  cp^;  ist  diese  Glei- 
chung irreduzibel^  so  werden  die  gesamten  (p{^  des  gerade 

von  allen  rationalen  Funktionen: 

(6)  9(0  = iJ(9>x®,9>2®) 

geliefert. 

Beispiele  für  p = 1 liefern  die  zyklischen  Gruppen  hyper- 
bolischer und  loxodromischer  Art,  desgleichen  die  in  § 6 be- 
sprochene Gruppe.  Beispiele  zum  hyperelliptischen  Falle  des 
Geschlechtes  p erhält  man  von  jenen  durch  {p  -j-  l)  Spiege- 
lungen erzeugbaren  Hauptkreisgruppen,  bei  denen  die  (p  + l) 
Symmetriekreise  der  Erzeugenden  getrennt  verlaufen  (vgl.  S.  958). 


§ 14.  Eindeutigkeitssätze. 

Setzten  wir  z = qpi(^)  und  w = qpjjCO»  denken  wir 

wie  soeben  die  Riemannsche  Fläche  F über  der  Ebene,  so 
geht  aus  § 13  der  Satz  hervor,  daß  alle  zu  dieser  Fläche  F 
gehörenden  algebraischen  Funktionen  B(w.,z)  von  z eindeutige 
Funktionen  von  ^ werden. 

Es  ist  dies  nur  ein  Speziellfall  eines  allgemeinen  Satzes, 
hei  dem  wir  jedoch  der  Einfachheit  halber  die  Voraussetzung 
machen  wollen,  daß  das  Netz  N eine  Grenzkurve  besitzt  (Fälle 
II,  1 und  II,  2 der  Einteilung  in  §11)  und  demgemäß  einen 
einfach  zusammenhängenden  Bereich  der  Ebene  bedeckt.  Sei 
jetzt: 

(l)  J^B(w.,z)dz 

ein  zum  algebraischen  Gebilde  gehörendes  Integral  erster  oder 
zweiter  Gattung  (vgl.  Kap.  XVII,  § 5),  so  wird  sich  dasselbe  bei 
einem  Umlauf  auf  der  Fläche  F von  einem  Anfangspunkte  Zq 
bis  zu  diesem  Punkte  zurück  nur  erst  bis  auf  eine  Periode  re- 
produzieren, sofern  dieser  Umlauf  ein  eigentlicher  Periodenweg 
ist.  Läßt  sich  der  Umlauf  aber  auf  der  Fläche  stetig  auf  einen 
Punkt  zusammenziehen,  so  kehrt  das  Integral  stets  zum  An- 
fangswerte zurück. 

Lassen  wir  die  Stelle  Zq  von  F dem  Punkte  in  N ent- 
sprechen, so  überträgt  sich  der  beschriebene  Umlauf  auf  einen 
in  N verlaufenden  Weg  von  zu  einem  äquivalenten  Punkte, 
den  Punkt  eingeschlossen.  Endet  er  aber  wieder  im  An- 
fangspunkte, so  läßt  er  sich  im  Hetze  N (wegen  des  einfachen 
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Zusammenhanges)  auf  einen  Punkt  zusammenziehen,  und  das- 
selbe gilt  dann  auf  der  Fläche  (vgl.  die  ausführlichere  Dar- 
legung in  „Aut‘\  2,  40 ff.).  Sehen  wir  somit  das  Integral  (l) 
als  Funktion  von  ^ an,  so  wird  diese  bei  Fortsetzung  über  einen 
im  Netze  N geschlossenen  Weg  zum  Anfangswerte  zurückkehren: 
Die  Integrale  erster  und  zweiter  Gattung  (1)  werden  in  ^ „ein- 
deutige'^  FunTctionen,  die  wie  die  Funktionen  g)(^)  die  Grenzkurve 
des  Netzes  N zur  natürlichen  Grenze  hohen. 

Auch  auf  die  Integrale  dritter  Gattung  (l)  kann  man 
diesen  Satz  übertragen,  falls  der  „FB''  parabolische  Ecken  hat 
und  die  sämtlichen  logariflimischen  Unstetigkeitspunkte  des  Inte- 
grals in  solche  Ecken  fallen.  Hier  werden  nämlich  offenbar  die 
sämtlichen  Umläufe,  welche  man  durch  einmalige  oder  beliebig 
oft  wiederholte  Umgehung  eines  solchen  Unstetigkeitspunktes 
auf  F erzielt,  zu  offenen  Wegen  zwischen  äquivalenten  Punkten 
in  den  unendlich  vielen  an  den  parabolischen  Punkt  heran- 
ziehenden Bereichzipfeln  des  Netzes  N (vgl.  Fig.  14,  S.  943). 

Die  gleiche  Betrachtung  gilt  für  die  Integralsysteme  einer 
zur  Fläche  F gehörenden  linearen  Differentialgleichung : 

Irgendein  Integralsystem  , Zg , . . . , substituiert  sich  be- 
kanntlich (vgl.  „Aut.*‘  2,  41)  hei  einem  Periodenwege  oder  hei 
einem  Umlaufe  um  einen  „singulären  Punkt“  linear: 

Z/  = «11 Z^  -f  «12Z2  H h Z^, 


H 

Liegen  die  sämtlichen  singulären  Funkte  der  Differentialglei- 
chung (1)  in  parabolischen  Ecken  des  „FB^%  so  werden  die 

Zi,  Zg 

in  Abhängigkeit  von  ^ .„eindeutige*^  Funktionen.^  die  dm  Band 
des  Netzes  N zur  natürlichen  Grenze  haben. 

§ 15.  Die  homogenen  Substitutionen  und  die 
automorphen  Formen. 

Für  die  weitere  Entwicklung  der  analytischen  Theorie  der 
automorphen  Funktionen  ist  es  ein  entscheidender  Schritt,  die^ 


§15.  Die  homogenen  Substitutionen. 


969 


Variabele  ^ als  Quotienten  ^ ==  : ^2  zweier  Variabelen  aufzu- 

fassen und  daraufhin  an  Stelle  der  Funktionen  (p(^)  der  einen 
Variabelen  ^ homogene  Funktionen  ^2)  Variabelen 

^2  einzuführen.  Diese  ^2  niögen  gleich  selbst  „homogene 
Variabelen"'  heißen;  sie  sollen,  wie  üblich,  stets  endlich  sein  und 
nicht  zugleich  verschwinden.  Überdies  halten  wir  daran  fest, 
daß  ihr  Quotient  ^ : ^2  einen  Punkt  des  soeben  mit  JV 

bezeichneten  Netzes  darstellt. 

Tragen  wir  in  die  Substitution  V (der  ersten  Art): 

(1)  = i 

für  ^ den  Quotienten  : ^2  ein  und  setzen  entsprechend 

so  können  wir  die  Substitution  V in  die  „homogene"  Substitution 
spalten: 

(2)  + &'=yri  + ä?2. 

Wie  schon  S.  920  bemerkt  wurde,  waren  für  die  einzelne  Sub^. 
stitution  V die  Koeffizienten  a,  ß,  y,  ö durch  die  Forderung 

cc6  — ßy  ~ 1 

nur  bis  auf  einen  gemeinsamen  Zeichenwechsel  bestimmt.  Fs 
entsprechen  demnach  dem  einzelnen  V immer  zwei  homogene  Sub- 
stitutionen, die  durch  Zeichenwechsel  der  Koefßzienten  ineinander 
übergehen.  Bezeichnen  wir  die  eine  durch  das  Symbol  TJ,  so 
wird  die  andere  zweckmäßig  — U heißen;  insbesondere  wird 
der  identischen  Substitution  Vq=^  1 erstens  wieder  die  identi- 
sche homogene  Substitution  Uq=  1,  daneben  aber  die  durch 
— 1 zu  bezeichnende  Substitution 
sprechen. 

Ist  r die  zu  unserem  Netze  N gehörende  Gruppe  und 
lassen  wir  an  Stelle  der  einzelnen  Substitution  V von  F die. 
beiden  zugehörigen  homogenen  TJ  und  — U treten,  so  entsteht 
die  „homogene"  Gestalt  der  F oder  die  zugehörige  „homogene 
Gruppe".  Letztere  ist  zur  ursprünglichen  F „1-  2-deutig  homo-^ 
morph"  (2-stußg  isomorph;  vgl.  Kap.  III,  § 2).  Ist 
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das  System  der  Erzeugenden  von  JT,  und  wählt  man  die  zu 
gehörigen  homogenen  C72,  . . eindeutig  aus,  so  muß 

man  ihnen  noch  die  Substitution  — 1 zufügen,  um  in  jedem 
Falle  die  homogene  Gruppe  vollständig  erzeugen  zu  können. 

Eine  einzelne  elliptische  Erzeugende  hatte  in  der  Normal- 

2 in 

gestalt  (12)  S.  925  den  Multiplikator  m = e ^ , wo  Z eine  ganze 
Zahl  > 1 war.  Zur  Vermeidung  von  Verwechslungen  wollen 
wir  den  in  der  Ecke  des  „FB“  liegenden  Fixpunkt  a,  den  zwei- 
ten e nennen  und  spalten  der  Gleichmäßigkeit  wegen  auch 
diese  Werte  in  die  Quotienten  a = ; Sg  i^nd  s' = Wir 

schreiben: 

und  brauchen  die  Symbole  (^,  £^),  s),  füi*  die  ent- 

sprechenden Ausdrücke  ag^  ~ ^g  , • • • . Die  elliptische  er- 
zeugende Substitution  V schreibt  sich  dann: 

(r,a)  _ ^ 

(r,0 

Indem  wir  ihr  die  homogene  Substitution  U 

(3)  (r,£)  = e~a,£),  (r,o  = «"^(f.o 

entsprechen  lassen,  genügen  wir,  wie  man  leicht  ausrechnet,  der  |j 
Forderung  aö  — ßy  = 1.  i 

Eine  parabolische  Erzeugende  V hatte  die  Normalgestalt  (lO)  I 
S.  924,  wo  wir  jedoch  statt  gleich  wieder  die  Ecke  a des  „FB“  . 
eingesetzt  denken.  Zur  Umrechnung  auf  homogene  Gestalt  ad-  ' 
diere  man  in  (lO)  S.  924  erstlich  rechts  und  links  (a  — 
unter  a'  irgendeine  von  a verschiedene  Stelle  verstanden,  und  i 
multipliziere  sodann  mit  (a  — a');  es  folgt:  | 


r — f' 

r-« 


+ («  — Oy- 


Man  wolle  nun  die  homogenen  Variabelen  ^’g  sowie  ^g'  ein-  i 
führen  und  spalte  auch  a und  a'  in  a^ : ag  und  ai':ag';  dabei  J 
möge  ag^  willkürlich  gewählt  sein,  sodann  aber:  ! 


£j=£2V(£  — 0 
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gesetzt  werden,  während  weiter  = £ fg  und  gilt.  Unsere 

Substitution  V nimmt  dann  nämlich  die  höchst  einfache  Form  an: 

(r,o  o , 

(r,8)  ^ 

und  wir  müssen  sie  in  die  homogene  Substitution  f/: 

(4)  (r,o  = a.o  + a,o,  = 

spalten,  wenn  wir  der  Forderung  a8  — ßy  = 1 genügen  wollen. 

Wir  verstehen  nun  unter  eine  homogene  analy- 
tische Funktion  der  Dimension  d von  welche  im  Bereiche 

des  Netzes  N erklärt  sein  soll,  daseihst  „in  der  Umgehung  jeder 
Stelle  eindeutig'^  sei  und  gegenüber  den  Suhstitutionen  der  homo- 
genen Gruppe  ein  gleich  noch  näher  festzustellendes  Verhalten  zeige. 

Die  Forderung  der  Eindeutigkeit  in  der  Umgebung  jeder 
Stelle  des  Netzes  N präzisieren  wir  noch  genauer,  indem  wir 
festsetzen,  welche  Reihenentwicklungen  für  ^2) 

sollen.  Ist  zunächst  eine  beliebige,  jedoch  von  einer  festen 
Ecke  eines  Bereiches  des  Netzes  N verschiedene  Stelle  von  W, 
so  benutzen  wir  wie  S.  960  die  Entwicklungsgröße  ^ ^ 

Mit  irgendeiner  von  verschiedenen  Stelle  £ = : £3  bilden 

wir  den  homogenen  Ausdruck  erster  Dimension  (^,  £),  welcher 
im  Produkte  ^2)  Quotienten  ^ 

abhängende  Funktion  liefert.  Indem  wir  für  diese  eine  in  der 
Umgebung  von  konvergente  Entwicklung  wie  in  (l)  S.  960 
mit  nicht-verschwindendem  a^  und  ganzzahligem  m fordern,  ent- 
springt für  ^2): 

(^)  ^d(?i  J 5j)  (S  + + ^2^^  + • * •)  • 

Ist  m ^ 0,  so  hat  ^2)  Stelle  einen  Nullpunkt 

^ter  Ordnung  bzw.  Pol  (—  m)^^  Ordnung,  je  nachdem  m > 0 
oder  m <i0  zutrifft. 

Bei  einer  elliptischen  Ecke  s benutzen  wir  die  Entwick- 
lungsgröße (vgl.  (2)  S.  960) : 


wo  wie  in  (3)  die  Stelle  s'  den  zweiten  Fixpunkt  der  Erzeugenden 
darstellt.  Das  Produkt  0”"^  ^2)1  welches  vom  Quo- 
tienten ^ allein  abhängt,  wird  sich,  wenn  wir  auch  etwa  g)^  , ^3) 
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gegenüber  U als  invariant  voraussetzen  sollten,  zufolge  (3)  um 
eine  multiplikative  Einheitswurzel  ändern.  Dieser  Sachlage  fol- 
gend gelangen  wir  zu  einer  sich  später  als  zweckmäßig  erwei- 
senden Verallgemeinerung,  wenn  wir  vom  FroduMe 

verlangen^  daß  es  sich  hei  Ausübung  von  U (einmaligem  Umlauf 
um  t ^ 0)  bis  auf  eine  multiplikative  Wurzel  der  Einheit  re- 
produziert. In  der  Umgebung  der  fraglichen  Ecke  gilt  dann: 

771 

^2)  = (^0  + + * ■ ’)> 

wo  m ganzzahlig  und  a^  nicht  gleich  0 ist.  Gilt  m ^ 0,  so 
haben  wir  gegenüber  den  bisherigen  Funktionen  (p{^  die  Neue- 
rung, daß  ^2)  einen  Nullpunkt  gebrochener  Ord- 

nung  -y,  bzw.  einen  Pol  ( — yl  Ordnung  hat.  In  ^ selbst 

aber  ist  zufolge  (6)  die  Wurzel  P und  damit  (^,  ^2) 

bei  £ eindeutig,  womit  wir  die  Forderung  der  Eindeutigkeit  in  . 
der  Umgebung  dieser  Stelle  präzisiert  haben. 

Für  eine  parabolische  Ecke  s (vgl.  (2)  S.  960)  benutzen  wir 
im  Anschluß  an  die  Gestalt  (4)  der  parabolischen  Erzeugenden  Z7 
die  Entwicklungsgröße: 

(8)  i = ■ 

Zum  Zwecke  eines  möglichst  engen  Anschlusses  an  (7)  wählen  j 
wir  alsdann  eine  positive  ganze  Zahl  l willkürlich  und  fordern,  1 
daß  sich  das  allein  von  ^ abhängende  Produkt  (^,  f)“  ^ (p^  , ^2) 

bei  Ausübung  der  Erzeugenden  U (einmaligem  Umlauf  um  ^ = O)  ' 
wieder  bis  auf  eine  multiplikative  l^  Einheitswurzel  reproduziert. 
Dies  kommt  zum  Ausdruck  durch  die  Entwicklung: 

m 

(9)  ^2)  = (^0  + «1  ^ + ^2^^  +*••)• 

Wir  halten  an  der  Sprechweise  fest,  cp^  (^^ , ^2)  lia,be  für  m ^ 0 
„im  FB“  einen  Nullpunkt  bzw.  einen  Pol  ^ 

nung,  indem  wir  dabei  vom  logarithmischen  Null-  bzw.  Un-  ) 
stetigkeitspunkt  des  Faktors  (^,  bY  in  der  fraglichen  Bereichecke 
absehen. 


§ 16.  Der  Differentiationsprozeß  nnd  die  Hauptformen.  973 


Ist  cZ,  was  keineswegs  ausgeschlossen  sein  soll,  eine  ge- 
brochene Zahl,  so  bedarf  es,  falls  wir  eine  Substitution  JJ  der 
homogenen  Gruppe  auf  ausüben,  einer  Festsetzung 

über  den  Weg,  den  wir  vom  Wertepaare  ^2  zum  äquivalenten 
Paare  ti’,  beschreiben.  Ohne  hierauf  genauer  einzugehen, 
setzen  wir  im  Anschluß  an  die  bisher  schon  aufgetretenen  multi- 
plikativen Einheits wurzeln  fest,  daß  sich  ^2) 

einer  Substitution  der  homogenen  Gruppe  F allgemein  bis  auf 
eine  multiplikative  Konstante  reproduziert.  Nach  Analogie  einer 
Sprechweise  der  Invariantentheorie  nennen  wir  mit  Klein  die 
so  gedachte  Funktion  ^2)  Gruppe  F gehörende 

„automorphe  Form‘‘.  Die  Berechtigung  der  Einführung  dieser 
Formen  möge  dann  zunächst  aus  folgendem  unmittelbar  ein- 
leuchtenden Satze  hervorgehen:  Zwei  verschiedene  automorphe 
Formen  gleicher  Dimension  d,  welche  gegenüber  der  einzelnen 
Substitution  JJ  von  F stets  denselben  Faktor  annehmen.,  liefern  als 
Quotienten  eine  automorphe  Funktion  von  F (vgl.  „Aut.“  2,  66  ff.). 


§ 16.  Der  Differentiationsprozeß  und  die  Hauptformen 
im  Palle  des  Gesehlechtes  ^ = 0. 

Durch  Differentiation  der  Gleichung  ^ : ^2  ©i'gibt  sich: 

(1)  - = i^dt^  - t,dt^  = (j,  dt). 

Diese  symbolisch  durch  (^,  d^)  bezeichnete  „Differentialform“ 
zweiter  Dimension  ist  gegenüber  den  homogenen  Substitutionen  JJ 
j wegen  ad  — ßy  = 1 absolut  invariant: 


(2)  r,  df)  = a,  dt), 


da  sich  die  Differentiale  d^^  ^2  substituieren. 

Ist  nun  qj(^)  irgendeine  automorphe  Funktion  unseres  „FB“,  so 
gehören  zu  äquivalenten  d^'  gleiche  Differentiale  von 
Wir  gewinnen  demnach  in: 


(3) 


^2)  “ 


d<p(t) 


1 dtpij) 
d^ 


eine  automorphe  Form  (—  2)*^  Dimension  des  „FB‘%  welche 
gegenüber  allen  JJ  absolut  invariant  ist.  Wir  sagen,  die  Form 

9-2  Q 

entsteht  aus  qp(^)  durch  den  „Differentiationsprozeß“ . 
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Hat  der  „FB“  das  Geschlecht  i?  = 0,  und  ist  (p{^)  eine 
Hauptfunktion  (s.  S.  966),  so  nennen  wir 
„Eauptform'*.  Zufolge  der  rechten  Seite  von  (3)  ist  die  Haupt- 
form (p_  2 (^1 , ^2)  ganzen  „FB  endlich  und  von  0 ver- 
schieden, abgesehen  von  dem  einen  Pole  (erster  Ordnung)  der 
Haupt funktion  sowie  von  den  festen  Ecken  des  weil  in 

letzteren  die  Konformität  der  Abbildung  der  Ebene  auf  die 
Ebene  der  Hauptfunktion  z = Einbuße  erleidet.  Indem 

man  die  Reihenentwicklungen  (l)  S.  960  der  Hauptfunktion  (p{t) 
heranzieht,  stellt  man  leicht  fest;  Die  Hauptform  93_2(^i?  Ö 
hat  im  „FB**  einen  Pol  2.  Ordnung,  welcher  mit  dem  Pole  von 
cpiX)  zusammenfällt,  und  besitzt  in  der  einzelnen  festen  Ecke  des 


Winkels 


einen  Nullpunkt  der  Ordnung  , wobei 

Fall  parabolischer  Ecken  mit  Z = 00  eingeschlossen  ist. 


der 


§ 17.  Die  Prim-  und  Grundformen  im  Falle 
des  Geschlechtes  p = 0. 

Hat  der  eben  betrachtete  „EB“  des  Geschlechtes  j)  = 0 im 
ganzen  n feste  Ecken,  so  möge  die  ausgewählte  Hauptfunktion  j 
Z ==  g)(^)  in  denselben  die  Werte  ^ Cg»  • • *7  annehmen.^)  I 

2 ^ 

Der  Winkel  in  der  Ecke  e^^  sei  , wo  wieder  lj^=  00  im 
parabolischen  Falle  gilt.  Nach  dem  Schlußsatz  von  § 16  ist 

(^)  9^-2  (^11  ^2)  * ^ 

* = i 

auch  in  den  festen  Ecken  des  „FB“  endlich  und  von  0 ver-  f 
schieden.  Um  das  Verhalten  des  Produktes  (l)  im  Pole  der  I 
Hauptfunktion  z anzugeben,  bilden  wir  die  Summe:  | 


(2) 


deren  doppelt  genommenen  reziproken  Wert  wir  somit  v nennen  i 
wollen.  Das  Produkt  (1)  hat  im  Pole  von  z einen  Pol  der  Ord-  : 


1)  Wir  denken  die  Hauptfunktion  z so  gewählt,  daß  diese  Werte  | 
alle  endlich  sind.  1 


I 


I 


§17.  Die  Prim-  und  Grundformen  für  p — 0. 
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nung  bzw.  einen  Nullpunkt  der  Ordnung  ^ ^ , je  nach- 

dem V > 0 oder  < 0 ist;  sollte  indessen  die  Summe  (2)  ver- 
schwinden und  also  v ==  oo  sein,  so  ist  das  Produkt  (l)  im 
Pole  von  (p{^  endlich  und  von  0 verschieden. 

Schließen  wir  den  Fall  v = oo  zunächst  aus,  so  wird: 


V 


eine  in  der  Umgebung  jeder  Stelle  des  Netzes  N eindeutige  auto- 
morphe Form  der  Dimension  v,  welche  im  überall  endlich 

und  abgesehen  von  dem  einen  Nullpunkte  erster  Ordnung  im  Pole 
von  z = g){^)  auch  allenthalben  im  „FB*'  von  0 verschieden  ist. 
Eine  Form  dieser  Art  nennt  man  eine  „Primform'*  die  in  (3) 
hergestellte  Primform  möge  heißen.  Das  Produkt  der- 

selben mit  der  Funktion  z(^^  = liefert  offenbar  wieder  eine 
Primform : 

(4)  , J2)  = ^(0  * -2^2 (^1  ? ^2) 

und  zwar  eine  solche,  deren  Nullpunkt  mit  dem  der  Haupt- 
funktion z zusammenfällt.  Aus  z^  und  z^  stellen  wir  die  „binäre 
Schar  der  Primformen**  Dimension  unseres  „FB**: 

(5)  a«i(?i,  fa)  + fa)  “ (««  + *)  ' «afe.  Q> 

her,  wobei  wir  durch  zweckmäßige  Auswahl  des  „Parameters**  a : b 
den  Nullpunkt'  der  Form  (5)  an  jede  beliebige  Stelle  des  „FB** 
bringen  können.  Um  insbesondere  den  Nullpunkt  in  die  Ecke 
zu  lagern,  spalten  wir  den  Wert  Cj^  in  4^^:  4^^  und  bilden  die 
symbolisch  durch  {z,  e^^  zu  bezeichnende  Form: 

(6)  («. 

Im  „FB“  hat  dieselbe  an  der  fraglichen  Ecke  einen  Nullpunkt 
erster  Ordnung;  dagegen  liegt,  im  Netze  N der  Ebene  gemessen, 
falls  zunächst  eine  elliptische  Ecke  in  Betracht  kommt,  ein  Null- 
punkt der  Ordnung  Ij^  vor.  Demnach  wird  auch  noch: 

in  der  Umgebung  der  fraglichen  Stelle  ^ eindeutig  bleiben,  und 
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dasselbe  gilt  von  der  Form  (7)  an  allen  übrigen  Stellen,  wo 
endlich  und  von  0 verschieden  ist  (vgl.  die  Reihenent- 
wicklungen nach  t) . Auch  auf  die  parabolischen  Ecken  dehnen 
wir  diesen  Ansatz  aus;  nur  werden  wir  hier  nicht  = oo 
nehmen,  sondern  im  Anschluß  an  die  der  Formel  (9)  S.  972 
unmittelbar  voraufgehende  Bemerkung  den  Wurzelexponenten  Z^  | 
als  endliche  positive  ganze  Zahl  willkürlich  wählen.  Die  so  her-  \ 
gestellten  n Formen  ^2)  die  „Grund- 

formen*' unseres  „FB"  vom  Geschleckte  p = 0.  Die  offenbar  gül- 
tige Gleichung:  | 


(2) 

— 

ß) 

(2) 

- 

* ’ 

e^^ 

% 

==  0 

« ß) 

ß) 

o(2) 

^2  ? 

^k  ’ 

zeigt,  daß  zwischen  je  drei  Grundformen  des  „FB“  die  Relation 
besteht: 


(8) 


(e.,  6^)2'*  + (ej,  + (e^, 


I 


Im  Falle  n — Z lautet  die  Gleichung  (2): 


(9) 


^ + ^ + -^-1 


h 


Hier  kommen  wir  zu  den  in  § 9 besprochenen  Kreisbogendrei- 
ecken und  erkennen  aus  (2)  S.  943,  daß  v > 0,  =00  oder 
<0  ist,  je  nachdem  ein  Netz  von  Dreiecken  erster,  zweiter  t 
oder  dritter  Art  vorliegt. 

Bei  den  Dreiecken  erster  Art  stellen  wir  im  Anschluß  an 
die  Tabelle  S.  945  die  Dimensionen  v der  Primformen  und  die- 


jenigen Vi,V2>Vs 


der  Grundformen  tabellarisch  zusammen; 


V 

«'1 

«'s 

«'s 

Diedergruppe 

2Z 

l 

Z 

2 

Tetraedergruppe 

12 

6 

4 

4 

Oktaedergruppe 

24 

12 

8 

6 

Ikosaedergruppe 

60 

30 

20 

12 

Die  Bedeutung  der  Grundformen  Z^,  Z^,  Zg  ist  hier  leicht 
angebbar.  Z.  B.  im  Falle  der  Ikosaedergruppe  haben  wir  auf 


i‘, 

i 


§17.  Die  Prim-  und  Grundformen  für  p = 0. 
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der  ^-Kugel  das  in  Fig.  16,  S.  945  dargestellte  regulär-sym- 
metrische  Netz.  Die  Ecke  und  ihre  äquivalenten  Stellen  liefern 
hier  die  30  Halbierungspunkte  der  Ikosaederkanten,  und  ebenso 
führt  Cg  zu  den  20  Flächenmitten  des  Ikosaeders,  zu  den 
12  Ecken  desselben.  ist  somit  diejenige  rationale  ganze 
Form,  deren  Nullpunkte  die  Kantenmitten  des  Ikosaeders  sind  usw. 
Indem  man  die  Projektion  der  Ebene  auf  die  Kugel  zweck- 
mäßig vornimmt,  gelangt  man  zu  den  drei  bereits  in  Kap.  III, 
§ 11,  S.  240,  genannten  Formen: 

Zi  = fl®"  + fa’“  + 522  Ji» 

- 10005  +?/«), 

^2  = - Ji’»  - + 228  (J/o  - fs“)  - 494  Ji“  JjW, 

Die  zwischen  ihnen  bestehende  Eelation  (8)  hat  die  a.  a.  0. 
gleichfalls  angegebene  Gestalt: 

V+V— 1728^3^=0. 

In  den  drei  anderen  Fällen  gelten  entsprechende  Ergebnisse 
(vgl.  Klein,  Matli.Ann.  9,  183  und  „Vorlesungen  über  das  Ikosa- 
eder“, siehe  auch  Schwarz,  J.  f.  Math.  75,  323). 

Als  Beispiel  eines  Dreiecks  zweiter  Art  benutzen  wir  das- 
jenige mit  Zj==  2,  ^2=  3,  ?3  — 6 und  nehmen  wie  in  Fig.  17, 
S.  946  den  Grenzpunkt  der  Gruppe  bei  ^ = oo  gelegen  an.  Die 
Gruppe  r setzt  sich  dann  aus  lauter  elliptischen  und  paraboli- 
schen Substitutionen  mit  oo  als  Fixpunkt  und  also  mit  y = 0 
zusammen  (kongruente  Verschiebungen  der  Ebene  in  sich). 
Da  aber  an  elliptischen  Substitutionen  nur  solche  der  Perioden 
2,  3 oder  6 auftreten  können,  so  haben  die  homogenen  Substitu- 
tionen TI  der  F die  Gestalt: 

m 7t  i m 7t  i 

i3?2, 

mit  ganzzahligen  m. 

Aus  der  zweiten  dieser  beiden  Gleichungen  und  der  abso- 
luten Invarianz  der  durch  den  Differentiationsprozeß  zu  gewin- 
nenden Form  (3),  S.  973  folgt,  daß: 

Pascal,  Bepertorium.  I.  2.  2.  Aufl  62 
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gegenüber  der  homogenen  JT  bis  auf  etwaige  multiplikative 
sechste  Einheitswurzeln  invariant  ist.  Demnach  wird  die  sechste 
Potenz  von: 

(10)  — 

eine  automorphe  Funktion  unserer  Gruppe  F und  also  eine  ra- 
tionale Funktion  von  0 sein.  Aber  diese  Funktion  wird  für 
keinen  Wert  0 gleich  0 oder  gleich  00  (vgl.  S.  9 70  ff),  sie  ist  also 
eine  Konstante.  Wir  dürfen  ^ noch  um  einen  konstanten  Fak- 
tor ändern  und  denken  diesen  so  gewählt,  daß  der  Ausdruck  (9) 
mit  1 identisch  wird.  UmgeJcehrt  folgt  hieraus  für  ^ die  Dar- 
stellung als  Integral: 

(11)  Jj 

J Vi^  — {Z  — (0  — e,y 

Um  diese  Gleichung,  auf  deren  rechter  Seite  ein  im  „FB‘^ 
überall  endliches  Integral  steht,  zu  verstehen,  beachte  man,  daß 
die  parabolischen  Substitutionen  unserer  F für  sich  eine  Unter- 
gruppe bilden.  Hierbei  handelt  es  sich  um  eine  Gruppe  der  in 
§ 6 besprochenen  Art  mit  einem  die  Ebene  bedeckenden  Par- 
allelogrammnetze. In  Fig.  17,  S.  946,  lagere  man  um  eine 
Ecke  Cg  sechs  Dreiecke  zu  einem  größeren  gleichseitigen  Drei- 
ecke zusammen  und  füge  längs  einer  Seite  ein  ebensolches  Drei- 
eck an;  so  entsteht  ein  Ausgangsparallelogramm  der  fraglichen 
Untergruppe,  wobei  die  Gegenseiten  dieses  „DB“  einander  zu- 
geordnet sind.  Fs  liegt  das  Geschlecht  p = 1 vor^  und  in  (10) 
haben  wir  das  0ugehörige  Integral  erster  Gattung. 

In  den  beiden  anderen  Fällen  von  Dreiecken  zweiter  Art 
gelten  analoge  Betrachtungen. 

Bei  den  unendlich  vielen  Fällen  von  Dreiecken  dritter  Art 
sind  die  Dimensionen  der  Prim-  und  Grundformen  negativ. 
Ganzzahlige  Dimensionen  liegen  nur  in  wenigen  Fällen  vor,  die 
in  „AuV‘  2,  81  ff.  zusammengestellt  sind.  Daselbst  ist  auch 
festgestellt,  welche  Faktoren  die  Grundformen  gegenüber  den 
homogenen  U annehmen.  Es  zeigt  sich,  daß  nur  in  0wei  Fällen, 
nämlich  für  \ ==  2,  Zg  = 3,  = 7 und  \ =2,  1^=  l^  = 00  die 

Grundformen  durchweg  absolut  invariant  sind.  Für  die  Dimen- 
sionen gilt  in  diesen  beiden  besonderen  Fällen: 


(Zj , Zj , Zg) 

y 

— n 

— «'s 

— v^ 

(2,  3,  7) 

84 

42 

28 

12 

(2,  3,  Oü) 

12 

6 

4 

12 

§18.  Die  Poincaresclien  Reihen. 
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Für  die  parabolische  Ecke  des  zweiten  Falles  ist  der 
bei  Herstellung  der  Grundform  frei  wählbare  Wurzelexpo- 
pent  ^3  = 1 gesetzt.  Wie  aus  dem  an  Formel  (5)  angeschlossenen 
Satze  folgt,  erzielt  man  hierdurch  eine  Grundform,  welche  im 
„FB“  an  der  fraglichen  Ecke  einen  Nullpunkt  erster  Ordnung  hat. 

Der  Fall  =2,  ?2  — <x>  lieferte  uns  die  Modul- 

gruppe, die  in  § 10  betrachtet  wurde.  Legen  wir  das  Dreieck 
in  Gestalt  der  Fig.  21,  S.  951,  zugrunde,  so  wird  es  am  Platze 
sein,  die  Bezeichnung  co  statt  ^ aufzunehmen  und  für  ent- 

sprechend 0)^,  «2  zu  schreiben.  Die  zugehörigen  Funktionen  9>(tö) 
und  Formen  »2)  nennen  wir  „Modulfunläionen*‘  und  „Mo- 

dulformen‘\  Wollen  wir  bei  der  Durchführung  der  vorstehenden 
Ansätze  die  Modulfunktion  J (co)  als  Hauptfunktion  zugrunde  legen, 
so  wird  etwas  hinderlich,  daß  entgegen  unserer  allgemeinen  An- 
nahme der  Pol  dieser  Funktion  in  der  dritten  Ecke  des  „FB“ 
(Ecke  0)  — i cx)  des  Doppeldreiecks  der  Fig.  22,  S.  954)  liegt. 
Doch  stellt  man  leicht  fest,  daß  wir  hier  die  Grundformen  in 
der  Gestalt: 


(12) 


,{cD,d(o))  J{1  — ’ \(£ö,d!£a)/  /*(! — J)^ 

/dJ(a))Y  1 
\{(o,d(o)) 


ansetzen  können.  Wir  kommen  auf  diese  drei  Modulformen  der 
Dimensionen  — 4,  — 6 und  — 13  im  übernächsten  Paragraphen 
zurück. 

Weiteres  über  automorphe  Formen  findet  man  in  „Äut/"  2, 
81  ff.;  über  das  erste  Auftreten  der  Grundformen  bei  den  Drei- 
ecken dritter  Art  vgl.  Halphen,  C.  B.,  92  (1881). 


§ 18.  Die  Poincaresclien  Heihen. 

In  § 12  wurde  die  Existenz  automorpher  Funktionen  im 
Anschluß  an  Klein  mittels  Schwarz-Neumannscher  Methoden 
bewiesen.  Poincare  ist  zum  gleichen  Ziele  in  seinen  grund- 
legenden Arbeiten  (Acta  math.  1,  193  und  3,  49  (1882  ff.))  in 
der  Art  gelangt,  daß  er  in  ^ unmittelbar  konvergente  Reihen 
aufbaute  und  aus  ihnen  die  automorphen  Funktionen  herstellte. 
Poincare  selbst  bezeichnet  diese  Reihen  im  Anschluß  an  seine 
Gruppenterminologie  als  „Fuchssche“  und  „Kleinsche“  Theta- 
reihen. Indessen  ist  die  Aufstellung  der  fraglichen  Reihen  eine 
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originale  Leistung  Poincares,  so  daß  es  gerecht  erscheint,  die 
Benennung  der  Reihen  an  seinen  Namen  zu  knüpfen. 

Es  sei  eine  unserer  homogenen  Gruppen  F vorgelegt,  deren 
Substitutionen  JJ  in  irgendeine  Reihenfolge  gebracht  seien.  Die 
Ä*®  unter  ihnen  sei: 

(1)  + + 

Unter  verstehen  wir  eine  rationale  Form  (homogene  ? 

Funktion)  der  (ganzzahligen)  Dimension  d und  bilden  mittels  j 
die  auf  alle  Substitutionen  der  homogenen  F bezogene  Reihe:  | 

(2)  I 

k k i 


die  als  „PoincarescJie  Beihe''  bezeichnet  werden  soll.  Falls  diese  ] 
Reihe  im  Innern  des  Netzes  N absolut  und  gleichmäßig  kon-  i 
vergent  ist  und  bei  Annäherung  an  eine  etwaige  parabolische  j 
Spitze  das  Verhalten  einer  automorphen  Form  zeigt  (vgl.  S.  971  ff.),  j 
so  folgt  aus  der  Gruppeneigenschaft  der  Substitutionen  (l),  daß  ( 
die  Reihensumme  eine  eindeutige  automorphe  Form  unserer  F j 
liefert. 

Poincare  hat  'die  Konvergenzuntersuchung  seiner  Reihen 
nach  zwei  verschiedenen  Methoden  durchgeführt,  welche  mit 
geometrischen  Erwägungen  arbeiten  und  übrigens  von  der  Voraus-  * 
Setzung  ausgehen,  daß  Tcein  Pol  der  rationalen  Form  in  \ 
einen  G-rempunM  von  F fällt  Es  zeigt  sich,  daß  die  gewünschte  : 
Konvergens  für  alle  Dimensionen  d ^ — 3 besteht  wnd  in  jedem 
parabolischen  Zipfel  des  „FB^^  das  erforderliche  Verhalten  sutrifft. 
Hierbei  stellt  sich  insbesondere  noch  heraus,  daß  die  durch  (2) 
dargestellte  Form  in  jedem  parabolischen  Zipfel  des  „FB'‘  einen 
FullpunJct  hat.  Man  vgl.  neben  Poincare  a.  a.  0.  die  Darstel- 
lung in  „AuV^2j  138 ff. 

Poincare  selbst  arbeitet  übrigens  nicht  mit  homogenen  Funk- 
tionen von  ^2-  Setzen  wir  das  vom  Quotienten  f allein  ab- 
hängende Produkt  von  ^2)  gleich  jEZ’(^)  und 

wählen  überdies  d als  negative  gerade  Dimension  — 2 m,  so 
geht  die  Reihe  (2)  über  in: 

k i 


Die  hier  mit  multiplizierte  Reihe  stellt  Poincare  als 
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„Thetardhe‘'  0(^)  an  die  Spitze;  ihr  Verhalten  gegenüber  der 
Substitution  der  F bestimmt  sich  so: 

Die  Analogie  zum  Verhalten  der  Jacobischen  Thetafunktionen 
(vgl.  Kap.  XVI,  § l)  ist  für  die  Benennung  maßgeblich  gewesen. 

Die  homogene  Darstellung  der  Poincareschen  Reihen  ist 
von  Ritter  {Math.  Ann.  41,  1 (1892))  im  Anschluß  an  Vor- 
lesungen von  Klein  durchgeführt.  Dabei  werden  die  Reihen  1.  c. 
so  verallgemeinert,  daß  sie  zur  Darstellung  eindeutiger  auto- 
morpher Formen,  welche  sich  gegenüber  den  homogenen  TI  bis 
auf  konstante  Faktoren  reproduzieren  (vgl.  S.  972),  geeignet  sind. 
Heißt  der  zur  Substitution  (l)  gehörende  Faktor  so  hat  man 
an  Stelle  der  Reihe  (l)  einfach: 

(3) 

k 

ZU  benutzen.  Sind  die  Faktoren  dm’chweg  Zahlen  des  abso- 
luten Betrages  1 (vgl.  S.  972),  so  gelten  die  Poincareschen  Kon- 
vergenzbetrachtungen für  die  Reihen  (3)  ohne  weiteres  mit. 

Die  Poincareschen  Reihen  ( — 2)*®^  Dimension  sind  nicht 
mehr  absolut  konvergent,  falls  das  Netz  N eine  oder  unendlich 
viele  Grenzkurven  hat  {„Aut.'*  2,  153).  Dagegen  geht  aus  Unter- 
suchungen von  Schottky  {J.  f.  Math.  101,  227  (1887))  über 
Produktentwicklungen  bei  geivissen  Gruppen  mit  isoliert  liegenden 
Ghrempunkten  hervor,  daß  bei  ihnen  auch  die  Beihen  (—  2)*^^ 
Dimension  absolut  und  gleichmäßig  konvergieren  {„Aut."  2,  161). 
Die  absolute  u/nd  gleichmäßige  Konvergenz  der  Poincareschen 
Beihen  (—  'Ff  Dimension  für  alle  Hauptkreisgruppen  mit  iso- 
liert liegenden  Grenzpunkten  zeigten  Burnside  {Lond.  M.  S. 
Broc.  23  (1891))  und  Ritter  (Math.  Ann.  41,  1,  § 7 (1892)). 

Findet  für  die  ganzzahlige  negative  Dimension  d Kon- 
vergenz der  Reihen  (3)  statt,  so  entsteht  die  Frage,  ob  eine 
beliebig  vorgelegte  automorphe  Form  dieser  Dimension  If)-, 

deren  Multiplikatoren  durchweg  den  absoluten  Betrag  1 
haben,  und  die  in  etwaigen  parabolischen  Spitzen  des  „FB“  ver- 
schwindet, in  Gestalt  einer  Reihe  (3)  darstellbar  ist.  Um  hierauf 
zu  antworten,  baut  man  zuvörderst  „einpolige"  Reihen  auf,  d.  h. 
Reihen,  die  an  einer  vorgeschriebenen  Stelle  des  „FB“  einen  Pol 
erster  Ordnung  haben.  Hat  das  Netz  eine  oder  unendlich  viele 
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Grenzkurven,  so  wählt  man  ^2)  Nullpunkt 

des  Nenners  dieser  rationalen  Form  an  die  vorgeschriebene  Stelle 
des  „FB“  fällt,  während  die  übrigen  Nullpunkte  außerhalb  N 
liegen.  Bedeckt  das  Netz  N (bis  auf  die  Grenzpunkte)  die  ’ 
ganze  ^-Ebene,  so  wählt  man  den  ersten  Nullpunkt  wie  soeben, 
die  übrigen  aber  in  äquivalenten  Stellen  des  Netzes  N.  Durch 
richtige  Auswahl  des  Zählers  von  kann  man  bewirken,  daß  1 
sich  die  von  diesen  übrigen  Nullstellen  des  Nenners  herrührenden 
Pole  einzelner  Glieder  in  (3)  bei  der  Summierung  gegenseitig 
gerade  auf  heben  (cf.  „Autf'  2,  178  ff.).  Auch  die  Herstellung  von 
Keihen  mit  je  einem  Pole  höherer  Ordnung  im  „FB“  wird  in 
ähnlicher  Weise  vollzogen.  Man  kann  demnach  auch  ein  Ag- 
gregat von  Reihen  und  also  (durch  Summierung  der  auf  das 
einzelne  Tc  bezogene  Glieder)  eine  einzige  Reihe  hersteilen,  wel- 
ches genau  so  unendlich  wird  wie  die  vorgelegte  Form  ^2)»  1 

und  welches  somit  von 

^2) 

abgezogen  als  Differenz  eine  „polfreie“  Form  liefert.  Die  Unter- 
suchung ist  damit  auf  die  Frage  reduziert,  ob  jede  polfreie  Form 
durch  eine  Poincaresche  Reihe  darstellbar  ist.  1 

Nun  ist  zwar  der  Ansatz  polfreier  Poincarescher  Reihen 
nach  den  soeben  bei  den  einpoligen  Reihen  genannten  Prin- 
zipien nicht  schwierig.  Aber  es  tritt  hier  die  Möglichkeit  ein, 
daß  die  einzelne  so  angesetzte  Reihe  eine  identisch  verschwin- 
dende Summe  (3)  liefert.  Wie  man  nach  Poincare  die  hierin 
liegende  Schwierigkeit  überwindet,  sehe  man  bei  Poincare 
a.  a.  0.  oder  Ritter  a.  a.  0.  oder  in  „AuV‘  2,  186 ff.  nach.  Es  ^ 
besteht  der  Satz,  daß  hei  den  mlässigen  Dimensionen  d jede  ein-  : 
deuiige  automorphe  Form  mit  Nullpunlcten  in  den  paraholischcn  1 
Spitzen  und  mit  Multiplikatoren  vom  absoluten  Betrage  1 auch 
tvirklich  durch  eme  Poincaresche  Beihe  darstellbar  ist.  | 

§ 19.  Analytische  Darstellungen  der  Modulformen. 

Eine  doppeltperiodische  oder  elliptische  Funktion  des  kom- 
plexen Argumentes  u habe  die  beiden  „primitiven  Perioden“  Wj, 

(»2  (s*  Kap.  XVI,  § 5,  wo  2 a),  2 a)  statt  0)^,  0)3  geschrieben  ist). 
Sind  a,  j3,  y,  d ganze  Zahlen,  so  hat  sie  auch  die  Perioden: 

(1)  0)/=  «0)1 -b  ^0)2,  0)2'==  70)1 -h  Drog- 

ist überdies  aö  — ßy  = 1,  so  bilden  auch  o)/,  0)3"  ein  Paar 
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primitiver  Perioden,  insofern  sich  die  ursprünglichen  , cog  ihrer- 
seits wieder  ganzzahlig  durch  o>i',  aus  drücken.  Der  Übergang 
von  (»1,  cog  allen  Paaren  primitiver  Perioden  (1)  geschieht 
durch  die  gesamten  homogenen  Substitutionen  der  Modulgruppe 
(vgl.  § 10).  ^ 

Die  von  Weierstraß  mit  p{u\(o^y  Wg)  und  ^'(w|a)i  , cog)  be- 
zeichneten,  auch  schon  bei  Eisenstein  {J.  f.  Math.  35  (1847)) 
auftretenden  Funktionen  kann  man  durch  die  absolut  und  gleich- 
mäßig konvergenten  Reihen  geben: 

(2) 


(3)  — 2 

^ ' 5 Vw  I H 2/  ß,^ys  7 

wo  sich  die  Summen  auf  alle  Paare  ganzer  Zahlen  be- 

ziehen, jedoch  unter  Ausschluß  der  Kombination  = 0,  Wg  = 0 
in  (2),  was  hier  und  weiterhin  durch  einen  Index  am  Summen- 
zeichen angedeutet  sein  soll  (vgl.  Kap.  XVI,  § 7).  Setzt  man  in 
(2)  und  (3)  an  Stelle  der  co^,  Wg  irgendein  Paar  primitiver 
Perioden  (l)  ein,  so  tritt  nur  eine  ümordnung  der  Glieder  ein: 
Die  Weier straßschen  FunMionen  sind  homogene  Funktionen  (—  2^^^ 
und  (—  3)*'^*'  Dimension  der  Argumente  u,  «j,  «g,  die  gegenüber 
den  Substitutionen  der  Modulgruppe  das  Verhalten  von  Modul- 
formen zeigen: 

p(u\c(C0j^  + /Swg,  yco^  -f-  dwg)  = Wg), 

und  entsprechend  für  ^'(u). 

Um  eigentliche  Modulformen  zu  gewinnen,  entwickeln  wir 
die  Reihe  (2)  in  eine  in  der  Umgebung  von  u — X)  konvergente 
Potenzreihe  um: 

F W = + 3 ^ 

^ ^ W*  (Wj  Cöj  -f-  Wlg  tög)^ 

+ hu*  y''-. — ^ H — . 

.^mJ  töi  -j-  Wg  Oj)® 

Andererseits  lautet  die  Reihenentwicklung  der  ^-Funktion  bei 
Weierstraß  (vgl.  Kap.  XVI,  § 7): 

(4)  p{u)  = ^ + 2^  • 


^(w|(»i,  «1)  = ^ + 5 


1 


{u 


(Wj  «1  4"  ^2  ®2)' 
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Durch  Vergleich  beider  Reihen  findet  man  für  die  "beiden  Größen 
und  g^,  welche  als  allein  von  Wj  abhängig  unmittelbar  Mo^ 
dulformen  sind,  die  Darstellungen: 

(5)  + 

(6)  5r3  , c»,)  = 140^  , 

welche  im  Innern  der  positiven  o-Halbebene  (s.  Fig.  21,  S.  951) 
"konvergieren. 

Für  Potenzreihenentwicklungen  der  Modulformen  in  der  Um- 
gebung der  bei  w =.  i oo  gelegenen  Ecke  des  „FB“  (s.  Fig.  22, 
S.  954)  haben  wir  nach  (8)  S.  972  die  Entwicklungsgröße 
benutzen.  Dieselbe  ist  das  Quadrat  der  von  Ja- 
cobi  benutzten  Entwicklungsgröße  g — die  wir  später 

doch  gebrauchen  müssen  und  also  schon  hier  einführen.  Für 
die  Ableitung  p (u)  von  ^(u)  gilt  (vgl.  Kap.  XVI,  § 7,  S.  805): 


^'{u)  = - 2 Q' 


. nu 
ctg — 


sin^ 


.7CU 


16?g^ 


2 t 

m=l 


^ 2niau 

— sm- 


Hieraus  berechnet  man: 


Al  - A (ilY 4-  v.a!i!A 

u^iu  = o 15  W 


{f"'W 


— _l 


J M =0 


16 

7^ 


er— © 


6 

X I 1 gSm  > 

m = l 


WO  links  die  Werte  der  eingeklammerten  Funktionen  für  u — 0 
gemeint  sind.  Berechnet  man  diese  aus  (4),  so  folgt:  Die  Mo- 
dulformen g^  und  g^  gestatten  die  für  \q\<i  1,  d.  h.  im  Innern 
der  positiven  to- Halbebene  "konvergenten  Darstellungen: 


9% 


-©‘iA+‘>»2’r 


OO 

/2  5t\6  I 1 7 « 


m—l 


(7) 
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aus  denen  man  Keihen  nach  ansteigenden  Potenzen  von  leicht 
herstellt. 

Modulformen  ( — 4)*®’^  und  ( — 6^®’^  Dimension,  die  gegen- 
über allen  Substitutionen  der  Gruppe  invariant  waren,  hatten 
wir  auch  in  (12)  S.  979  gewonnen.  Berücksichtigen  wir,  daß 
im  parabolischen  Zipfel  des  „PB“  einen  Pol  erster  Ord- 
nung hat  und  also  daselbst  die  Darstellung  zuläßt: 

= a_i  «0  + • • -, 


so  berechnet  man  aus  (12),  S.  979  leicht,  daß  jene  beiden  ersten 
daselbst  angegebenen  Formen  im  parabolischen  Zipfel  endlich 
bleiben,  und  zw^ar  die  Werte: 


(8) 


i(o^ 


annehmen.  Die  erste  Form  (12),  S.  979  hat  im  „FB“  einen 
Nullpunkt  der  Ordnung  in  der  Ecke  hei  (o  = q (s.  Fig.  21, 
S.  951)  und  ist  sonst  überall  endlich  und  von  0 verschieden. 
Die  Form  cog)  ist  gleichfalls  überall  endlich  und  hat  zu- 
folge (7)  im  parabolischen  Zipfel  den  Wert  Teilt 

man  <iurch  jene  Modulform,  so  hängt  der  Quotient  nur  noch 
von  CD  ab  und  ist  gegenüber  F invariant.  Derselbe  stellt  also, 
sofern  er  nicht  mit  einer  Konstanten  identisch  ist,  eine  Modul- 
funktion und  also  eine  rationale  Funktion  von  J dar.  Aber 
diese  Funktion  würde  nur  einen  hei  g)  = q (und  also  *7=0) 
gelegenen  Pol  im  „FB“  aufweisen , dessen  Ordnung  ^ -J-  sein 
müßte.  Da  dies  unmöglich  ist,  muß  unser  Quotient  konstant 
sein;  seinen  Wert  bestimmt  man  aus  den  Werten  von  Zähler 
und  Nenner  im  parabolischen  Zipfel.  Durch  Ausdehnung  der 
gleichen  Überlegung  auf  und  die  zweite  Form  (12)  S.  979 
ergibt  sich:  Die  oben  durch  den  Differentiationsprozeß  gewonnenen 
beiden  ersten  Modulformen  (12)  S.  979  sind  bis  auf  konstante 
Faktoren  mit  den  Modulformen  g^^  g^  identisch^  und  zwar  gilt: 


(9) 

II 

3 

/ dJ  \ 

2 

\(ro , da))} 

’ 3/(1— J)’ 

(10) 

"2)  = 1 

{ " \ 

27/2(1  — /) 

Für  die  Modulform  ( — 12)*®'  Dimension: 
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(11)  ^((»1,  coj)  = 21  g^^ 

berechnet  man  aus  (9)  und  (10): 

(12)  Af  \ / dJ  TT® 

^(wi,  Wg)  — ((«^^0))/  27/^1  -Jf  ‘ 

Hier  steht  abgesehen  von  einem  konstanten  Faktor  rechts  die 
dritte  Form  (12)^  S.  979,  die  im  „FB‘*  einen  einfachen  Null- 
punM  an  der  parabolischen  Ecke  hat})  Die  Modulform  Wg) 

besitzt  die  für  | g'  | < 1 , d.  h.  im  Innern  der  positiven  (o-Ealh- 
ebene  konvergente  FroduMentwicMung : 

00 

(13)  //(«,„  0,,)  = (^)'%^JJ(1  - 2^“)^. 

m=l 

Wegen  der  etwas  umständlicheren  Ableitung  dieser  Gleichung  : 
aus  den  Grundformeln  der  Theorie  der  elliptischen  Funktionen 
vgl.  man  Hurwitz,  Math.  Ann.  18,  551  (1881),  oder  „Mod*‘ 

1,  153. 

Als  Darstellung  der  Hauptfunktion  J (m)  in  den  Modul- 
formen g^,  g^,  A resultiert  aus  (9) ff.: 

(14)  J:(J-l):l=g,^:27g,^:A. 

Aus  (7)  und  (13)  gewinnt  man  als  Anfangsglieder  der 
Potenzreihe  von  /(ro)  in  der  Entwicklungsgröße  q: 

(16)  = + 

Diese  Reihe  ist  für  | g|  < 1 konvergent;  die  durch  | g' | = 1 ge- 
gebene Peripherie  des  Konvergenzkreises  in  der  gr- Ebene  ent- 
spricht der  reellen  co- Achse  und  stellt  also  bereits  die  „natür-  j 
liehe  Greme*'  der  Funktion  J dar.  j 

Die  analytischen  Darstellungen  der  Modulformen  und  Mo-  | 
dulfunktionen  sind  vorstehend  aus  den  Formeln  der  Theorie  der 


1)  Für  die  zwischen  p{iC)  lind  p' {u)  bestehende  Relation  (vgl. 
Kap.  XVI,  § 7): 

P'W  = 4 p{uY—g^  p{u)  — 

ist  A die  „Diskriminante“  der  rechter  Hand  stehenden  ganzen  Funk- 
tion dritten  Grades,  womit  die  Bezeichnung  A ihre  Begründung  findet. 
Das  Verschwinden  von  A zieht  Ausartung  der  elliptischen  Funktionen 
in  trigonometrische  nach  sich;  hierfür  ist  also  J = oo  oder  (o  — ioo  ■ 
charakteristisch. 
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elliptischen  Funktionen  entnommen.  Neben  dem  Legendre-Jaco- 
bischen  „IntegralmoduV  kann  man  in  dieser  Theorie  den  Perioden- 
quotienten CO  als  „ModuV*  des  einzelnen  „elliptischen  G-ebildes*^ 
benutzen.  Die  Invarianten  des  zugrunde  liegenden  „algebraischen 
Gebildes*"  werden  dann  in  Abhängigkeit  von  co  Funktionen  des 
Moduls  oder  „ModulfunMionen** , genauer  „elliptische  ModulfunTc- 
tionen**.  Gebraucht  ist  diese  Benennung  zuerst  von  Dedekind 
(vgl.  J.  f.  Math.  83,  265  (1877)  und  Riemanns  Werhe,  1.  Auf!., 
S.  438). 

§ 20.  Die  Kongruenzuntergruppen  der  Modulgruppe. 

Zwei  Substitutionen  ^ ^ “ (y'’  ^') 

sprünglichen  (nicht  homogenen)  Modulgruppe  JT  sollen  nach 
dem  ganzzahligen  positiven  Zahlmodul  n „kongruent“  heißen: 
Y'  = F,  (mod.  w),  falls  die  vier  Kongruenzen: 

(1)  a=±a,  ß'=±p,  /=±y,  d'=±i,  (mod.«) 

bei  gleichzeitiger  Gültigkeit  entweder  der  oberen  oder  der  un- 
teren Zeichen  zutreffen.  Sind  insbesondere  V und  V'  mit  der 
identischen  Substitution  1 kongruent,  so  folgt  aus  (6)  S.  916, 
daß  auch  F • F'  = 1,  (mod.  n)  ist:  Alle  mit  der  identischen  Sub- 
stitution mod.  n Tcongruenten  Substitutionen  von  F bilden  eine 
Untergruppe,  welche  als  „Haupthongruenzgruppe  n*"^^  Stufe“  be- 
zeichnet wird.  Der  Index  dieser  Untergruppe  werde  g,(n)  oder 
kurz  g,  genannt,  diese  selbst  JT^. 

Ist  F'^  1,  (mod.  n)  und  F beliebig,  so  ergibt  sich  aus 
(6)  S.  916,  daß  F'  F wie  auch  FF'  mit  F kongruent  ist.  Weiter 
ist  F“^*  F'  F mit  F“^  • F = 1 kongruent  und  also  wieder  in  F^ 
enthalten  sein.  Für  F^  gilt  F“^r^F  ===  wo  F eine  beliebige 
Substitution  von  F ist:  Die  Hauptkongruenzgruppe  F^  ist  eine 
ausgezeichnete  Untergruppe  von  F. 

Behalten  wir  F und  F'  in  der  gleichen  Bedeutung  bei, 
und  ist  Y"  irgendeine  mit  F kongruente  Substitution  von  F, 
so  folgt  wieder  aus  (6)  S.  916,  daß  F"F“^=1,  (mod.  n)  ist. 
Setzen  wir  also  F"F“^=  F',  so  folgt  F"==  F' F.  Es  ist  so- 
mit Y'  Y nicht  nur  stets  = F,  (mod.  w),  sondern  wir  gewinnen, 
wenn  wir  F'  im  Produkte  Y'  Y die  ganze  F^  durchlaufen  lassen, 
alle  mit  F kongruenten  Substitutionen  und  offenbar  jede  ein- 
mal. Y erstehen  wir  demnach  unter  Fo==  1,  F^,  Y^, . . .,  F^_j 
ein  System  modulo  n inkongruenter  Substitutionen  von  F,  so  ge- 
stattet F die  Zerlegung: 
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(2)  r = r^+r^r^  + r^r^+---  + r^r^_^. 

Der  Index  fi  unserer  Untergruppe  ist  gleich  der  Anzahl  modulo 
n inkongruenter  Substitutionen  und  damit  gleich  der  Ämahl  in- 
hongruenier  ganzzahliger  Lösungen  der  Kongruenz: 

ad  — /3y  = 1,  (mod.  w), 

wobei  zwei  Lösungen,  die  durch  gleichzeitige  Zeichenwechsel  der 
vier  ganzen  Zahlen  a,  ß,  y,  6 ineinander  übergehen,  als  nicht 
verschieden  gelten}) 

Ist  n = 2,  so  haben  wir  sechs  inkongruente  Lösungen  von 

(2) ,  die  wir  gleich  in  der  Gestalt: 

1,0\  /1,1\  /1,0\  /0,1\  /1,1\  /0,1 
0,1/  \0,1/  \1,1/  '^1,0/  \1,0/  \1,1 

zusammenstellen.  Auch  für  eine  ungerade  Primzahl  n ist  die 
Anzahl  fi(n)  leicht  abzuzählen.  Die  beiden  Zahlen  a und  ß 
dürfen  nicht  zugleich  = 0 sein,  sind  aber  übrigens  beliebig 
wählbar,  so  daß  wir  (n^—  l)  Restepaare  a,  ß haben.  Ist  beim 
einzelnen  Paare  cc  nicht  = 0,  so  kann  y unter  den  n Resten 
willkürlich  gewählt  werden,  worauf  d aus  ad  = 1 -j-  ßy  be- 
stimmt ist.  Haben  wir  aber  a = 0,  so  bleibt  d willkürlich,  und 
für  y gilt  y = — ß~\  Bei  jedem  Restepaare  a,  ß haben  wir 
somit  n inkongruente  Lösungen  von  (2).  Die  gesamten  n (n^ — 1) 
Lösungen  sind  aber  zu  je  zwei  als  identisch  anzusehen,  da 

a,ß,y,ä  und  — a,  — ß,  — y,  — ä 

nicht  als  verschieden  gelten  sollten.  Im  Falle  einer  ungeraden 
Primzahl  n ist  der  Index  fi(n)  der  Hawptkongruenzgru^ppe  ge- 
geben durch: 

(3)  = = 

Im  Falle  einer  beliebigen  zusammengesetzten  Zahl  ist  die 
Bestimmung  von  g,{n)  etwas  umständlicher  (vgl.  Jordan,  „TraiU 
des  substitutions  etc.‘*,  S.  93  (Paris,  1870)  oder  „Mod''  1,  396). 
Ist  M > 2,  so  zerlege  man  n in  seine  Primfaktoren; 


1)  Der  Angabe  des  Textes  liegt  der  Satz  zugrunde,  daß  zu  | 
jedem  die  Kongruenz  (2)  befriedigenden  Quadrupel  a,  ß^  y,  d auch 
wirklich  kongruente  Substitutionen  F existieren,  was  nicht  schwer 
zu  zeigen  ist. 
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Der  Index  |ü(w)  der  Hauptkongruemgruppe  Stufe  ist  dann 
gegeben  durch: 

<*) 

Sehen  wir  modulo  n kongruente  Substitutionen  als  nicht 
verschieden  an,  so  reduziert  sich  die  gesamte  Modulgruppe  F 
auf  die  verschiedenen  Substitutionen  1,  Fg»  • • •» 

Die  Kombination  von  zweien  unter  ihnen  ist  mit  einer 

bestimmten  unter  ihnen  F^  kongruent:  Y^Yj^~  F^  (mod. 

In  diesem  Sinne  bilden  die  1,  F^,  Fg,  . . F^_j  wieder  eine 
Gruppe,  die  wir  nennen  wollen:  Die  Modulgruppe  F redu- 
ziert sich  modulo  n auf  die  Gruppe  G^  endlicher  Ordnung  g,  der 
inkongruenten  Substitutionen  1,  F^,  Fg, . . ., 

Es  sei  jetzt  Gf^  irgendeine  Untergruppe  der  Ordnung  — 

X 

und  also  des  Index  t in  Dann  können  wir  r Substitutionen, 
die  wir  in  der  Reihe  1,  Fj,  Fg,  . . . etwa  an  den  Anfang  ge- 
setzt denken,  aus  G^  herausgreifen,  so  daß: 

G^  -f  G,^Y,-{-G^Y,-Y  • • • + G^F,_i 

t t t t 

gilt.  Ist  F^  der  Inbegriff  aller  Substitutionen  von  F,  deren  jede 
mit  einer  von  G^i  kongruent  ist,  so  folgt  aus  der  Gruppeneigen- 

t 

Schaft  von  6r^,  daß  auch  F^  eine  Gruppe  darstellt.  Dabei  er- 

X 

weitert  sich  offenbar  die  letzte  Gleichung  zu: 

r=  r,+  + r,Fj  + • • • + 

SO  daß  F^  eine  Untergruppe  des  Index  x von  F wird.  Wir 
nennen  auch  F^  eine  ^^Kongruenzgruppe  n*^^  Stufe  ^ insofern  wir 
diese  Gruppe  dadurch  erklären  können,  daß  sie  alle  Substitu- 
tionen von  F umfaßt,  welche  mit  denen  von  kongruent  sind. 

X 

Man  sieht  auch  leicht  umgekehrt,  daß  man  zu  jeder  solchen 
Kongruenzgruppe  n*^^  Stufe  gelangt,  wenn  man  G^  in  ihre  ge- 
samten Untergruppen  G^  zerlegt  tmd  der  einzelnen  entsprechend 

X 

die  F^  herstellt.  Die  vollständige  Zerlegung  der  G^  zuerst  für 
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Primzahlen  sodann  für  Potenzen  ungerader  Primzahlen  ist  von 
Gierster  (Math.  Änn.  18,  319,  (1881)  und  26,  309  (1885)) 
geleistet.  Einige  Angaben  über  die  Untergruppe  von  müssen 
hier  genügen. 

Behält  man  für  die  Substitution  Q’  die  S.  953  einge- 
führte Bezeichnung  S bei,  so  gilt  S''  = und  also  S^~l 

(mod.  w),  so  daß  S eine  zyklische  Untergruppe  von  6r^  er- 
zeugt. Um  festzustellen,  in  wieviel  gleichberechtigte  Gruppen 
V~^G^Y  diese  G^  transformierhar  ist,  zeige  man  durch  Rech- 
nung, daß  eine  Substitution  V die  dann  und  nur  dann  in 
sich  transformiert: 

wenn  der  Koeffizient  y von  V mit  0 kongruent  ist.  Die  Substi- 
tutionen mit  7 = 0 (mod.  n)  bilden  offenbar  eine  G^  umfassende  i 
Untergruppe,  deren  Ordnung  man  leicht  zu: 

bestimmt})  Dividiert  man  mit  dieser  Ordnung  in  |a(w),  so  ent- 
springt als  Anzahl  gleichberechtigter  zyklischer 

(6)  ^(„)=»(i  + l)(i+l).... 

Aus  den  Gestalten  der  mit  8 gleichberechtigten  Substitu- 
tionen: I 

rsr-dXfJ:.) 

folgt,  daß  die  aus  S erzeugte  zyklische  6r„  unter  den  ilf(n)  | 
gleichberechtigten  die  einzige  ist,  welche  in  der  durch  y = 0 
charakterisierten  Untergruppe  der  Ordnung  (5)  enthalten  ist. 
Den  t\)(n)  Gruppen  G„  entsprechen  demnach  ebenso  viele  Gruppen 
der  Ordnung  (5)^  innerhalb  deren  je  eine  G^  ausgezeichnet  ent- 
halten ist  (vgl.  Serret,  C.  B,  1859  und  1860  sowie  „Cours  d'al- 
gebre  sup*'  2,  363).  Den  aufgefundenen  Gruppen  entsprechen 
I 

1)  Es  ist  nämlich  a einer  der  w ^1  — ^1  — • • • gegen  n 

primen  Reste;  mit  a ist  ^ bestimmt,  während  § beliebig  bleibt. 
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in  der  Modulgruppe  F nach  obigen  allgemeinen  Angaben  ffj(n) 
gleichberechtigte  Kongruenzgrupjpen  Stufe  des  Index  'tfj  (n) , 
von  denen  der  Satz  gilt,  daß  sie  im  allgemeinen  die  bei  der 
Stufe  n auftretenden  Kongruenzgru;ppen  von  niederstem  Index  sind^ 

Aber  dieser  Satz  gilt  nicht  ausnahmslos,  und  zwar  bat 
man  bei  Primzablstufen  n drei  ÄusnahmefäUe,  welche  mit  einem 
S.  1006  unter  dem  Texte  genannten  Satze  Zusammenhängen,  der 
von  Galois  (Brief  an  Chevalier  vom  29.  Mai  1832)  aufgefunden 
und  zuerst  von  Betti,  Änn.  di  seien,  matem..,  3 (1853),  be- 
wiesen wurde.  Gierster  fand  in  der  ersten  S.  990  genannten 
Abhandlung,  daß  für  Primzahlen  n der  Gestalt  w = 8/j  + 3 in 
der  ein  System  von  ^n{n^ — 1)  Gruppen  Gjg,  welche 

mit  der  Tetraedergruppe  isomorph  sind,  enthalten  ist,  daß  ferner 
für  Primzahlen  n der  Gestalt  8/^  ± 1 die  ein  System  von 

^w(w* — l)  Gruppen  vom  Oktaedertypus  enthält,  während 
sich  für  Primzahlen  ?^==10Ä  + l in  der  ein  System  von 

^n(w^— 1)  Gruppen  Ggo  vom  Ikosaedertypus  findet.  Die 
liefern  Kongruenzgruppen  des  Index  ^n(n^  — 1),  der  für  w = 5 
selbst  gleich  5 und  also  <0^(5)  = 6 ist;  die  liefern  Kon- 
gruenzgruppen des  Index  ^ n{n^ — 1),  der  für  n=7  selbst 
gleich  7 und  also  ip(7)  = 8 ist;  endlich  liefern  die  Gqq  Kon- 
gruenzgruppen  des  Index  n = ll  selbst 

gleich  11  und  also  < 'ip(ll)  = 12  ist.  Bei  allen  übrigen  Prim- 
zahlstufen n aber  sind  die  die  Kongruenzgruppen  von  Mein^ 
stem  Index. 

§ 21.  Die  Modulfunktionen  und  Modnlformen  Stufe, 

Den  in  der  positiven  w -Halbebene  gelegenen  Teil  des  „DB“ 
der  r^{n)  bezeichnen  wir  als  ,.,FB^^  der  HauptJcongruenzgruppe 
n*^^  Stufe.  Sind  Fq=  1,  Pi,  P2?  • • - j in  § 20  irgend 

g>{n)  modulo  n inkongruente  Substitutionen,  so  werden  zufolge 
der  Zerlegung  (2)  S.  988  von  F das  Ausgangsdoppeldreieck 
Fq  = 1 und  die  (ft  — 1)  den  Substitutionen  F^,  Fg,  . ..  , F^_j 
zugehörigen  Doppeldreiecke  des  Netzes  der  Fig.  21,  S.  951) 
einen  „FB“  von  liefern.  Sollte  dieser  „FB“  zunächst  aus 

getrennten  Stücken  bestehen,  so  können  bei  keinem  einzelnen 
unter  diesen  Stücken  die  Randkurven  nur  wieder  durchweg  auf 
Randkurven  des  gleichen  Stückes  bezogen  sein;  denn  ein  solches 
Stück  würde  von  sich  aus  bereits  zu  einer  vollständigen  Über- 
deckung der  w-Halbebene  führen.  So  lange  also  noch  mindestens 
zwei  getrennte  Stücke  vorliegen,  ist  nach  der  S.  955  f.  allgemein 
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bezeichneten  Überlegung  mittels  des  Ersatzes  von  Stücken  durch 
äquivalente  Stücke  eine  Reduktion  der  Anzahl  der  Stücke  mög- 
lich. Der  „FB**  der  Hauptkongruenzgruppe  w'®'"  Stufe  läßt  sich 
als  ein  einziges  Stück  aus  g,(n)  Doppeldreiecken  der  (o-Halhebene 
zusammensetzen. 

Es  besteht  der  Satz:  Für  n'^  1 enthält  die  r^(^n)  pa- 
rabolische und  hyperbolische  Substitutionen.  Die  elliptischen  Y 
der  Periode  2 haben  nämlich  d = — a,  so  daß  aus  a = d = + 1 , 
(mod.  n)  leicht  n = 2 als  einzige  Zahl  ^ > 1 übrig  bleibt.  Soll 
aber  ein  solches  V in  der  F^(2)  enthalten  sein,  so  müßten  ß und 
y gerade  sein,  und  also  wäre 

— ßy  = 1 — ad  = 1 -b  0,  (mod.  4), 


was  unmöglich  ist,  da  das  Quadrat  der  ungeraden  Zahl  a mod.  4 
mit  1 kongruent  ist.  Die  weiter  in  der  Modulgruppe  noch  auf- 
tretenden elliptischen  V haben  die  Periode  3,  und  bei  ihnen 
kann  man  d = 1 — a setzen.  Aus  a = d = + 1 , (mod.  n)  fol- 
gert man  leicht  n — Z und  a = — 1 (mod.  3).  Soll  aber  Y in 
der  ^ i<(3)  enthalten  sein,  so  würden  ß und  y Multipla  von  3 sein 
und  also  müßte: 


— ßy  = 1 — ad  = 1 — a + a^=  0,  (mod.  9) 


gelten;  jedoch  gibt  es  keine  diese  Kongruenz  befriedigende  Zahl  a. 
Am  „FB“  kommen  dieserhalb  keine  festen  Ecken  elliptischer 

Charakters  vor.  Dagegen  hat  jedes  Doppeldreieck 


des  „FB“  eine  parabolische  Spitze,  und  an  die  gleiche  Spitze 
ragen  mit  jenem  Doppeldreieck  benachbart  auch  noch  die  in- 
äquivalenten Doppeldreiecke  der  Substitutionen: 


/a,^-f  a\ 

/a,^-f2a\ 

/o',ß-h(n 

\y,dH-y;’ 

’ \y>d-f(n 

heran,  während  das  folgende  mit  dem  ersten,  K,  äquivalent  wird. 
Der  „FB“  ist  so  gestaltet,  daß  an  parabolische  Bwnkte  je 

■ein  Kranz  von  n Doppeldreiecken  heranragt. 

Transformieren  wir  den  „FB“  durch  eine  beliebige  Substi- 
tution F von  P,  so  ist  der  Bereich  F(„FB“)  ein  „FB“  für  die 


mit  I gleichberechtigte  Gruppe  YF  Y~^.  Aber  die  Haupt- 


kongruenzgruppe ist  eine  ausgezeichnete  Untergruppe  von  P. 
Somit  ist  F („FB“)  wieder  ein  „FB“  für  P^  selbst.  Dies  ist 


Blä 


k 
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selbstverständlich,  wenn  V der  selbst  angehört;  dagegen  er- 
halten wir  eine  wichtige  Eigenschaft  unseres  „EB“,  wenn  wir  Y 
der  Reihe  nach  mit  unseren  ^ inkongruenten  Substitutionen: 

Eqj  Ej, . . ., 

gleich  setzen.  Indem  F („FB“)  durch  „erlaubte  Abänderung“ 
(s.  S.  933)  wieder  in  ,,FB“  überführbar  ist,  ergibt  sich:  Der 
„FB'*  der  Haupfkongruenzgruppe  gestattet^  den  inkongruenten 
Substitutionen  Fo==l,  • • •>  entsprechend y g,  Transfor- 

mationen in  sichy  welche  eine  neue  Darstellungsform  unserer  in 
§ 20  betrachteten  Gruppe  G/u^n)  liefern. 

Man  kann  hier  sogar  noch  einen  Schritt  weiter  gehen  und 
benutzen,  daß  F,,  auch  durch  die  Substitution  zweiter  Art: 

r' 

(o'  = — (ö 

der  erweiterten  F (Spiegelung  an  der  imaginären  co- Achse)  in 
sich  transformiert  wird.  Man  erkennt:  Der  ,yFB*‘  der  Haupt- 
j kongruenzgruppe  F^  besitzt  sogar  eine  Gruppe  G^/x  von  Trans- 
\ formationen  in  sichy  welche  aus  der  G^  &arch  Kombination  mit 
I der  Spiegelung  a)'=  — w hervorgeht. 

Diese  Sätze  haben  wichtige  Folgen  für  die  zu  ge- 

hörenden Funktionen  9?(a)),  welche  wir  als  „Modulfunktionen 
n^^’'  Stufe*‘  bezeichnen  wollen.  Von  diesen  Funktionen  kennen 
vir  unmittelbar  die  Funktion  J{io)y  welche  zur  Gesamtgruppe  F 
und  also  auch  zu  jeder  Untergruppe  gehört.  Diese  Funktion  J 
ist  im  „FJ3“  ft -wertig  und  bildet  den  „FB“  somit  nach  S.  965 
auf  eine  g, -blättrige  Biemannsche  Fläche  F/^  ab,  wobei  das  ein- 
zelne Blatt  dem  einzelnen  der  g,  Doppeldreiecke  entspricht.  Aus 
der  Beziehung  der  J"- Ebene  auf  das  einzelne  Doppeldreieck  und 
den  obigen  Angaben  über  feste  Ecken  am  „FB“  folgt:  Die  Ver- 
zweigungspumkte  der  F^  liegen  ausnahmslos  bei  J = Oy  1 und  oo  ; 
und  zwar  finden  sich  ^ g,  dreiblättrige  Verzweigu/ngspunkte  bei 

J = Oy  ^ g,  zweiblättrige  bei  J = 1 wnd  — g,  Yerzweigungspwnkte 

n 

mit  je  n zusammenhängenden  Blättern  bei  J = oo.  Diese  Fläche 
gestattet  nun  g unsere  G^i  bildende  Transformationen  in  sich 
(die  identische  Transformation  mitgezählt),  bei  denen  die  g 
Blätter  Permutationen  erfahren,  und  von  denen  die  einzelne  da- 
durch fixiert  werden  kann,  daß  man  angibt,  in  welches  der  g 
Blätter  ein  erstes  übergehen  soll:  Die  F^i  ist  demnach  um  jedes 
ihrer  Blätter  genau  so  herumgelagert  wie  um  jedes  andere  und 

Pascal,  Eepertorium.  1.2.  2.  Aufl.  63 
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heißt  dieserhalh  nach  Klein,  Math.  Änn.  14,  148  und  458  (1878) 
und  DycTc,  Math.  Ann.  17,  473  (1880)  und  20,  1 (1881) 
„regulär^*;  nimmt  man  auch  noch  die  g,  Transformationen  „zweiter 
Art“  der  hinzu,  denen  der  tjhergang  vom  Werte  J zum 
honjugiert  Komplexen  Werte  J zugehört,  so  ist  dementsprechend 
sogar  als  „regulär-symmetriscF'  zu  bezeichnen. 

Die  (um  nur  bei  dieser  zu  verweilen),  kann  man  auch 
in  algebraischer  Gestalt  darstellen.  Ist  z = g)(co)  eine  zweite  Modul- 
funktion Stufe  und  also  eine  zur  F^  gehörende  algebraische 
Funktion  von  J,  so  dürfen  wir  z so  gewählt  denken,  daß  das 
einzelne  System  zusammengehöriger  Werte  z,  J nur  in  einem 
Punkte  von  F^  eintritt.  Die  nach  (5)  S.  966  bestehende  al- 
gebraische Gleichung: 

(1)  G{g,J)  = 0 

Grades  in  z ist  dann  irreduzibel,  und  jede  weitere  Modul- 
funktion Stufe  gestattet  nach  (4)  S.  966  rationale  Darstel- 
lung B{z,J^  in  z und  J.  Nun  geht  z = cpip)  durch  die  (i  in- 
kongruenten Substitutionen  Fq  ^ • • •? 

schiedenen  Funktionen: 

(2)  = 9’(Fo(®))>  %=  • * •:  ^^-1= 

über,  wobei  z^  zur  Gruppe  V^^F^  also  selbst  wieder  zur  F^ 
gehört.  Demnach  gewinnen  wir  für  die  fi  Funktionen  (2)  (i 
rationale  Darstellungen : 

(3)  Zi=Bi(z,J), 

von  denen  die  erste  die  Identität  Zq=  z ist.  Hier  haben  wir 
eine  algebraische  Ausdruchsform  unserer  Gruppe  G^  der  Trans- 
formationen der  Biemannschen  Fläche  in  sich  gewonnen. 

In  (2)  liegen  die  g,  Wurzeln  der  Gleichung  ft*®^  Grades  (l) 
für  z vor.  Da  jede  unter  ihnen  zufolge  (3)  rational  in  einer 
ersten  und  J darstellbar  ist,  so  bezeichnen  wir  die  Gleichung  (l) 
als  eine  „Galoissche  Gleichung''  (vgl.  Kap.  4,  § 10);  sie  ist 
ihre  eigene  „Galoissche  Besolvente.'"^' 

Das  Geschlecht  p der  Fläche  F^  bestimmt  man  nach  der 
bekannten  Regel  (Kap.  XVII,  § 2): 

(4)  i)  = — p + 1 + ’ 

WO  sich  die  Summe  auf  die  Verzweigungspunkte  bezieht  und  v 
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die  Blätteranzahl  des  einzelnen  ist.  Aus  der  oben  angegebenen 
Verzweigung  der  folgt  sofort: 


i?  =-  1 — 


i¥ 


Für  die  niedersten  Stufen  berechnet  man  folgende  Werte: 


n 

2 

3 

4 

5 

6 

7 i 

1 

8 

9 

10 

11 

6 

12 

24 

60 

72 

168 

192 

324 

360 

660 

P 

0 

0 1 

1 0 

0 

1 

3 1 

1 5 

10 

13 

26 

Die  ersten  vier  Fälle  ~ 2 , 3,  4 und  5 liefern  also  = 0 . 
Wählt  man  hier  s ==  9>(c£))  als  Haupt funMion ^ so  werden  die 
fl  Funktionen  0^  rational,  und  zwar  linear  in  0 darstellbar: 


* + di 

Die  hier  eintretenden  Gruppen  6rg,  G^^^  G^^^  G^^  erkennt  man  als 
die  Gruppen  des  Dieders  (für  n = 3),  des  Tetraeder s^  des  Okta- 
eders und  des  Ikosaeders  wieder.  Die  konforme  Abbildung  der  F^ 
auf  die  Kugel  liefert  hier  unmittelbar  die  S.  945  besprochenen 
regulären  Kugelteilungen  die  Dieders  usw.  wieder  (cf.  Klein, 
Mafh.  Ann.  14-,  148  (1878)  und  „Mod/'  1,  612 ff.). 

Über  die  Behandlung  der  Hauptkongruenzgruppe  Stufe, 
welche  keine  besonderen  Schwierigkeiten  bietet,  sehe  man  „Mod/‘  1, 
679 ff.  Für  n/>  ^ kann  man  zeigen,  daß  keine  unter  den  Flä- 
chen F^  hyperelliptisch  ist  Zur  Darstellung  der  Funktionen  der 
einzelnen  ist  es  dann  nicht  zweckmäßig,  die  Funktion  J{p) 
mit  heranzuziehen,  da  die  Wertigkeit  fi  derselben  zu  hoch  ist. 
So  wird  z.  B.  bei  n—1  die  Funktion  J die  Wertigkeit  168 
haben,  während  auf  der  ■^168  dreiwertige  Funktionen  existieren. 

Um  einen  in  jedem  Falle  n^l  passenden  Ansatz  zu  ge- 
winnen, gehen  wir  auf  ein  System  von  p linear-unabhängigen 
Integralen  erster  Gattung  unserer  Fläche  F zurück  und  nennen 
dieselben  als  Funktionen  von  co  etwa  ii(cö),  ••  •».?))(“)♦ 

Dieselben  sind  eindeutige  Funktionen  von  co  (s.  S.  968),  welche 
sich  gegenüber  den  Substitutionen  der  F^  bis  auf  additive  Kon- 
stante reproduzieren.  Demnach  haben  wir  in: 


djkito)  ^ __  1 djj,{G)) 
co^dco^  — (o^  dcoj^  «1  d(o 

63* 


(6)  9Pi(coi,  »a)  = 
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p eindeutige  Modulformen  (—2)*^’'  Dimension  unserer  die  man 
„Modulformen  n*^^  Stufe''  nennt.  Nach  bekannten  Sätzen  (vgl. 
Kap.  XVII,  § 5 u.  6)  ist  der  Quotient  zweier  linearer  homogener 
Kombinationen  der  p Formen  , Wg),  welcher  eine  Modulfunktion 

n^^^  Stufe  liefert,  auf  der  eine  (2p  — 2)-wertige  Funktion. 
Statt  daß  wir  aber  zwei  solche  Quotienten  zur  Darstellung  aller 
Funktionen  der  F wählen,  ist  es  der  Symmetrie  halber  richtig, 
alle  p Formen  «2)  koordiniert  nebeneinander  zu  behalten, 

welche  alsdann  durch  ihre  Verhältnisse  (p  — 1)  Funktionen  re- 
präsentieren, und  zwischen  denen  somit  {p  — 2)  homogene  Re- 
lationen; 


(7)  <?.(7'i>9>2i9>3i---»9>p)  = 0,  .=1,2,  ■.•,p-3)  l 


(7) 


bestehen  werden.  Dieser  Ansatz  gestattet  eine  die  Sprechweise 


sehr  erleichternde  geometrische  Deutung.  Interpretieren  wir  die 
9>i’)  9^2')  ' ' homogene  Koordinaten  eines  Baumes  B^_^ 

von  (p  — 1)  Dimensionen^  so  wird  durch  die  (p  — 2)  Relationen  (7) 
eine  „Kurve"  des  Bp_^  dargestellt^  welche  ein  eindeutiges  Abbild 
der  F^  ist,  und  welche  demnach  vom  Grade  (2p  — 2)  ist, 
sofern  eine  lineare  Verbindung  • • • + in  (^P  — 

Punkten  der  und  also  in  ebenso  vielen  Punkten  der  Ku; 
verschwindet.  Die  Kurve  werde  demnach  durch  K2JJ-2  bezeichi 
Wie  wir  oben  sahen,  gestattet  die  Riemannsche  Fläche  (i  Tra 
formationen  in  sich.  Bei  der  einzelnen  derselben  geht  das  In 
gral  jf  stets  wieder  in  ein  solches  über,  so  daß; 


Ji  = ^»0  + ^iJu+  H ^ ^ijp 


gelten  wird.  Auf  die  Modulformen  Wg)  übt  jene  Tra 

formation  also  die  Wirkung  aus; 


(8)  cpi'  = 4-  a,-2  ^2  + • * ■ + ^ip9pi  (»  = 1, 2,  • • • , 


so  daß  unsere  Kurve  K^p_^  im  Bp_^  jenen  fi  Transformatm 
entsprechend  g,  Kollineationen  in  sich  zuläßt.  Die  Funktion  J ( 
wird,  in  den  (p^  dargestellt,  eine  absolute  Invariante  der  Ko 
neationen  (8)  ergeben.  Man  wird  im  Anschluß  an  (14)  S.  9 
eine  Darstellung; 


(9)  /:(/  — 1):1  = <P(9i,  9)2,..):  9>2.--)  : 9>2>' 


anstreben,  wo  die  homogenen  Funktionen  O,  ^F,  X der  gleii 
falls  Invarianten  der  Substitutionen  (8)  sind,  die  entweder  s 
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solut  sind  oder  gegenüber  (8)  denselben  Faktor  annehmen  (vgl. 
Klein,  Math.  Ann,  17,  62ff.  sowie  „Mod.''  1,  589ff.). 

Im  niedersten  Falle  n = 7 haben  wir  ei  Modulformen 
Wg),  die  durch  eine  homogene  Gleichung  (7)  vom  vierten 
Grade  aneinander  gebunden  sind.  Durch  diese  Gleichung  wird 
eine  ebene  Kurve  vierten  Grades  mit  168  Kollineationen  in  sich 
dar  gestellt.  Auf  Grund  der  oben  angegebenen  Verzweigung  der 
Fläche  und  der  bekannten  geometrischen  Theorie  der 

Kurven  gelang  es  Klein,  Math.  Ann.  14,  428 ff.  (1878), 
die  Theorie  jener  speziellen  K^  mit  168  Kollineationen  bis  ins 
einzelne  durchzubilden.  Bei  zweckmäßiger  „Auswahl  des  Koordi- 
natensystems“ wird  die  Gleichung  (7): 

(10)  9P1V2  + = 0 . 

Auch  gelang  es  Klein,  die  in  der  Relation  (9)  rechtsstehenden 
drei  Invarianten  der  168  Kollineationen  durch  invariante  Pro- 
zesse aus  der  linken  Seite  der  Gleichung  (lO)  zu  gewinnen  (s. 
auch  „Mod."  1,  732ff.). 

Mit  größer  werdendem  n steigen  die  Schwierigkeiten  der 
analogen  Betrachtung  schnell.  Dagegen  gibt  es  noch  zwei  von 
den  bezüglichen  Hauptkongruenzgruppen  verschiedene  ausgezeich- 
nete Kongruenzgruppen  8*^’'  und  16^^^  Stufe,  welche  leichter  zu- 
gänglich erscheinen.  Die  bei  ^^  ==  8 auftretende  enthält 

eine  ausgezeichnete  Gg,  bestehend  aus  den  Substitutionen  1 und 

(0  5)’  M = 16  auftretende  Gjggg  eine  ausgezeichnete  G4, 

bestehend  aus  den  Substitutionen  1,  An- 

gaben, die  man  leicht  durch  Rechnung  beweist.  Entsprechend 
haben  wir  eine  ausgezeichnete  Kongruenzgruppe  8^*"  Stufe  Fqq  und 
eine  ebensolche  16^^^  Stufe  ■^384* 

Die  eingehende  Untersuchung  zeigt,  daß  man  zu  den  Funk- 
tionen dieser  Gruppen  durch  Wurzelziehungen  von  der  Haupt- 
funMion  der  Kongruenzgruppe  2^^  Stufe  Pg  gelangen  kann.  Aus 
der  Theorie  der  elliptischen  Funktionen  ist  bekannt,  daß  der 
Legendre-Jacobische  Integralmodul  als  Funktion  des  Perioden- 
quotienten CO  aufgefaßt,  eine  eindeutige  Modulfunktion  ist,  die 
bei  den  mod.  2 mit  1 kongruenten  Substitutionen  unverändert 
bleibt  (vgl.  Kap.  XVI,  § 7).  Diese  Funktion  Ä®(co)  ist,  wie 
schon  Gauß  bekannt  war  (s.  die  historischen  Notizen  am 
Schlüsse),  geradezu  diejenige  Funktion,  welche  wir  hier  als 
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Hauptfunktion  der  Fq  zweiter  Stufe  zu  bezeichnen  haben.  Neben 
k^{p)  könnten  wir  auch  den  „komplementären  IntegralmoduF* 
k'^ip)  ■=  1 — W(p)  als  solche  Hauptfunktion  brauchen.  In  den 
drei  parabolischen  Spitzen  des  „FB“  nimmt  k'{p)  die  Werte 
0,  1,  cx)  an,  und  dasselbe  gilt  demnach  von  k'^{p).  Aus  den 
Eindeutigkeitssätzen  (S.  967ff.)  kann  man  demnach  den  Schluß 
ziehen,  daß  auch  und  eindeutige  Modulfunktionen  sind. 
Von  diesen  Funktionen  sind  nun  Ä,  h'  sowie  Yk'  und  end- 
lich seit  lange  in  der  Theorie  der  elliptischen  Funk- 

tionen aufgetreten.  Die  beiden  durch  die  Relation: 

(11)  {yiy+iYky^i 

veriundenen  Funktionen  l/F  sind  Modulfunküonen  8“''  Stufe 
der  und  die  beiden  durch: 

(12)  (t/fc)«+(|/F)*=l 

aneinander  gebundenen  Funktionen  f'k,  f''k'  sind  Modulfunk- 
tionen  16^^^  Stufe  der  F^^^  (vgl.  „Mod'‘  1,  656).  Versteht  man 
unter  homogene  Koordinaten  in  der  Ebene  und  setzt 

erstlich 

Tti 

: (Tg : iCg  = ]/ä  : ]/ä'  : e ^ , 

so  folgt  aus  (11): 

(13)  x^  + xl-\-  0, 

wodurch  eine  Kurve  vierter  Ordnung  vom  Geschlechte  jp  = 3 
dargestellt  wird,  die  96  leicht  angebbare  Kollineationen  in  sich 
zuläßt;  dieselbe  ist  eindeutig  auf  die  Riemannsche  Fläche  JFgg 
bezogen,  deren  Geschlecht  man  nach  der  Regel  (4)  leicht  zu 
= 3 bestimmt.  Setzt  man  andrerseits: 

Tti 

X-^ : x^  : x^  — "j/ Ti  : k i e ^ , 
so  liefert  (12)  die  durch: 

(14)  xl  -{-xl  + xl==0 

dargestellte  als  Abbild  der  Fläche  ^384»  wobei  man  das  Ge- 
schlecht der  Kurve  und  der  Fläche  übereinstimmend  zu  jp  = 21 
findet.  Die  384  Kollineationen  derselben  in  sich  gehen  aus  den 
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Formeln  bervor,  welche  Hermite,  0.  B.  46,  508 ff.  (1858), 
über  das  Verhalten  der  von  ihm  mit 


bezeichneten  Funktionen  gegenüber  den  Substitutionen 


aufstellte  (vgl.  Königsberger,  Yorles.  ü.  d.  Theorie  d.  ellipt 
Funkt,  2,  112  (1874)  und  „ModJ^  1,  670).^) 

§ 22.  Herstellung  von  Modulformen  aus  elliptischen 
Funktionen. 

Für  die  Stufe  kann  man  aus  der  Weierstraßschen  Fimk- 
tion  cog)  folgende  Art  Modulformen  herstellen. 

Man  verstehe  unter  X und  ft  zwei  nicht  zugleich  verschwin- 
dende ganze  Zahlen  der  Eeihe  0,  1,  2,  . . .,  w — 1 und  trage  an 

. Ico, -i-M-Cö,  . , 

lur  noch  von 


welche  homogen  (— Dimension  in  den  co^,  ist,  erweist 
sich  (zufolge  leichter  Eechnung)  als  31odulform  n*^^  Stufe  und 
heißt  insbesondere  eine  ganze  Modulform,  weil  man  zeigen  kann, 
daß  dieselbe  im  „FB“  der  nicht  unendlich  wird.  Diese 

,,Teilwerte^^  der  Funktion  sind  von  Kiepert,  Math,  Ann.  26, 
369  (1885)  näher  untersucht.  Hurwitz,  Math.  Ann,  25,  183 
(1884)  und  Leipz.  Der.  vom  4.  Mai  1885,  gründete  auf  die 
Teilwerte  eine  in  „Mod.''  2,  557  ff.  dargestellte  Theorie  zur  Ge- 
winnung von  Potenzreihen  nach  ^ für  die  p Integrale 

erster  Gattung  bei  Primzahlstufen  n.  Wie  sich  hierbei  ergab, 
kann  man  die  Integrale  stets  so  wählen,  daß  die  p aus  ihnen 
durch  Differentiation  her  vor  gehenden  Modulformen  (—  2)^^  Dimeyi- 
sion  (6)  S.  995  durchweg  ganzzahlige  Entwicklungskoeffizienten 
bekommen.  Dieser  für  die  Theorie  der  Modularkorrespondenzen 


1)  Klein  behauptete  {Math.  Ann.  17,  65  (1879)),  daß  unter  den 

gesamten  Funktionen die  oben  genannten  ä;,  j/fc,  die  einzigen 
seien,  deren  Untergruppen  Tjj.  durch  Kongruenzen  darstellbar  seien; 
bewiesen  ist  diese  Behauptung  gleichzeitig  durch  Pick,  Math.  Ann. 
28,  119  (1886)  und  Fricke,  Math.  Ann.  28,  99  (1886). 
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grundlegende  Satz  werde  für  n = 1 erläutert;  die  drei  hier  ein- 
tretenden Formen  qpgi  93  darstellbar  durch: 

2 — 

(2)  öj)  = ’ , 

m = Ä:^ 

wobei  sich  die  Summe  auf  alle  ganzen  positiven  mod.  7 mit 
kongruenten  Zahlen  bezieht  und  eine  von  m abhängige 

ganze  Zahl  ist.  Um  diese  ,,mhlentheoretische  Fwiktion‘‘  '^(m)  zu 
erklären,  hat  man  alle  Darstellungen  von  4m  in  der  Gestalt: 

4m  = a;2-|-  ly^ 

durch  positive  oder  negative  ganze  Zahlen  a;,  y herzustellen; 
dann  ist: 

(3)  4^(m)=2(f)*> 


WO  sich  die  Summe  auf  alle  jene  Darstellungen  bezieht  und 
(x\ 


(?) 


^ das  Legendresche  Zeichen  aus  der  Theorie  der  quadrati- 
schen Eeste  ist. 

Die  „Teilwerte''  der  Weier  str  aß  sehen  FtmMion  6 (u  | Wg) 
hat  Klein,  Leipz.  Äbh.  13,  339  (1885),  in  folgender  Weise 
zu  Modulformen  ausgestaltet: 


S;i  (<»1,«),)  = 


(Xü)i+/x(Oi) 

2«2  5^; 


«15  «2) 


Hier  sind  17^ , die  Perioden  des  elliptischen  Normalintegrales 
zweiter  Gattung,  welche,  als  Funktionen  der  Wi,  Wj  aufgefaßt, 
gegenüber  den  Substitutionen  der  Modulgruppe  die  gleichen  Sub- 
stitutionen erfahren  wie  Wj,,  Wg.  Die  ganzen  Zahlen  1,  ft  durch- 
laufen dieselben  Wertepaare  wie  in  (l).  Die  Beziehung  der  6- 
Funktion  zur  Jacobischen  '9-^- Funktion  (vgl.  Kap.  XVI,  § l)  liefert 
für  die  Modulform  (4): 


(5)  (01,6)2) 


Aus  den  a.  a.  0.  angegebenen  analytischen  Darstellungen  von 
ü’j  folgt  als  Fotenzreihe  für  oog): 
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(6) 


«a) 

= iT/i 

r I 


7ti^{X  + n)  +00 


771  + 


2X  + ny 

27»  ) 


sowie  als  ProduUentwicklung : 


niiu{X  — n)  X(X  — n)  1 

(7)  • 


00 

m 

771  = 0 


iin/ii 

e " 


277»  + 


-).nG 


i=i 


iiJt/Li 


WO  z/  Überall  die  in  (13)  S.  986  gegebene  Modulform  erster 
Stufe  ist.  Aus  (7)  folgt:  Die  Modulform  (5^,^  (©i,  0)2)  im 
„FB**  der  cibff^sehen  von  den  parabolischen  Spitzen  über- 
all endlich  wnd  von  0 verschieden.  Die  Formen  ©2) 

sind  zur  Darstellung  der  in  § 21  betrachteten  Funktionen  in 
Reihen  oder  in  Produkten,  die  nach  Potenzen  von  g fortschreiten, 
sehr  geeignet;  z.  B.  gilt  für  die  Funktionen  Yh  und  Yk'  in 
den  zu  w = 2 gehörenden  (dx,  fi' 


1/ä  = 


7t  i 


e^ 


(^17^2/ 


Klein  hat  seine  S.  997  genannten  Untersuchungen  über 
die  Stufe  w = 7 ohne  Zuhilfenahme  der  elliptischen  Funktionen 
auch  noch  auf  die  nächste  Primzahlstufe  w = 11  ausgedehnt 
(Math.  Änn.  15,  533  (1879)).  Jedoch  arbeitet  er  hier  nicht 
mit  (p  ==)  26  Modulformen,  welche  durch  Differentiation  aus  den 

Integralen  erster  Gattung  entstehen,  sondern  mit  ^ = 5 

Modulformen,  deren  Quotienten  20- wertige  Funktionen  im  zu- 
gehörigen „FB“  sind.  Sie  substituieren  sich  gegenüber  den  Sub- 
stitutionen der  Modulgruppe  linear  und  homogen  liefern  dabei 
eine  zur  Gqqq  isomorphe  Gruppe  solcher  Substitutionen. 

Diese  Entwicklungen,  welche  ihre  wesentliche  Bedeutung 
insbesondere  in  der  Theorie  der  Modulargleichung  für  den  elften 
Transformationsgrad  (vgl.  § 23)  fanden,  hat  Klein,  Leipz.  Abh, 
13,  339  (1885),  unter  Benutzung  von  Sätzen  über  doppelt- 
periodische Funktionen  für  beliebiges  n verallgemeinert.  Das 
Ziel  ist,  bei  der  einzelnen  Stufe  eine  möglichst  kleine  Anzahl 
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von  Modulformen  so  zu  wählen,  daß  sie  sich  gegenüber  den 
Substitutionen  der  Modulgruppe  F homogen  und  linear  substi-  ^ 
filieren.  Nach  einem  Satze  von  Hermite  (Brief  an  Jacobi  ^ 
vom  August  1844,  J.  f.  Math.  32),  der  als  Spezialfall  des 
Kiemann-Rochschen  Satzes  (vgl.  Kap.  XVII,  § 6)  angesehen  werden  * 
kann,  gibt  es  bei  gegebenem  Periodenparallelogramm  nur  (n  — l) 
linear- unabhängige  wertige  doppeltperiodische  Funktionen  mit 
gegebenen  n Polen.  Stellt  man  diese  Funktionen  in  bekannter 
Weise  durch  Quotienten  w-gliedriger  6 -Produkte  gleicher  Resi- 
duensummen dar,  so  spricht  sich  der  Hermitesche  Satz  dahin 
aus,  daß  unter  allen  6 -Produkten: 

(8)  6(w  — a^^(u  — flg)  ■ * * ö(^^  — a^) 

mit  gegebener  Residuensumme  («j  + ^*2  ' ' * "f"  ^ linear- 

unabhängige wählbar  sind,  in  denen  dann  alle  übrigen  linear 
und  homogen  mit  von  u unabhängigen  Koeffizienten  darstellbar 
werden. 

Nun  wählt  Klein  a.  a.  0.  zunächst  für  beliebige  ungerade 
Stufen  n linear-unabhängige  Produkte  (8)  aus,  welche  in  ge- 
wissen Perioden-w-teilen  ^ verschwinden.  Hierdurch  wird 

n 

erzielt,  daß  nach  Zusatz  geeigneter,  nur  noch  von  co^,  ab- 
hängender Exponentialfaktoren  n Funktionen  entstehen,  die  gegen- 
über den  Substitutionen  der  invariant  sind  und  also  Mo- 

dulformen Stufe  liefern.  Übt  man  aber  irgendeine  nicht  in  der 
enthaltene  Substitution  von  JT  aus,  so  geht  die  einzelne 
Funktion  in  ein  neues  Produkt  (8)  über,  das  nach  dem  Hermite- 
schen Satze  linear  und  homogen  in  den  ausgewählten  n Funk- 
tionen darstellbar  ist.  Die  gewählten  n Funktionen  sind  die  von 
Klein  a a.  0.  mit 

Xo(w|  Wi,  Wg),  Xi(wl(»i,  Wg),  . . .,  X„_i(w|o)i,  wg)  t 

bezeichneten  Größen.  Für  ihr  Verhalten  gegenüber  den  beiden 
Erzeugenden^)  der  homogenen  F Modulgruppe  findet  Klein: 


(9) 


7tiX(n  — X) 


f (»1  + Wg , Wg)  = e 

” X;i(w|  »1,(02), 

n—  1 

«-1 

2i7tXu 

1 

J 

8 

T 

IWj 

1)  S.  die  S.  953  mit  S und  T bezeichneten  Erzeugenden  der 
Modulgruppe. 
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Die  Funktion  verschwindet  für  w ==  0,  da  sie  den 

Faktor  6(w)  selbst  bat.  Die  (n  — 1)  übrigen  X(u)  verschwinden 
für  u = 0 nicht,  jedoch  wird: 

^»-.(0)  = - ^,{01  ^„-*(0)  = - x,(0),  • - ^ 

so  daß  man  nur  noch  ---  --  verschiedene  „Nullwerte“  erhält. 

Jt 

Diese  sind  dann  von  coi,  allein  abhängig  und  stellen  uns 
^ ^ Modulformen  n^^^  Stufe: 

i 

(11)  (»2)  = X;;(0  I (»1,  6)2) 

dar,  welche  sich  gegenüber  den  Substitutionen  der  Gruppe  F ho- 
mogen und  linear  substituieren;  speziell  folgt  aus  (9)  und  (10): 

z^(coi  -f  »2,  tog)  ==  e ^^(«1,  Wg), 

n-l 

— 2 / 2iftX/u.  2i7tXju\ 

/U  = l 

Durch  Rückgang  auf  die  Reihe  findet  Klein  als  Reihendar- 
stellung seiner  Funktion  Z;i_: 

+00  ((27n  + l)7i-2^)^ 

(12) (M\  = (-iy+‘«y«]/^^(-i)’“2  • 

TW.  = flO 


Für  n = 7 sind  die  drei  Produkte  A direkt  die  drei  S.  997 
mit  tOg)  bezeichneten  Formen  ( — 2)*®'  Dimension,  und  für 

= 11  gelangt  man  zu  den  5 von  Klein  a.  a.  0.  benutzten 
Modulformen  zurück. 

Hurwitz,  Math.  Ann.  27,  183  (1885),  gab  die  entspre- 
chende Theorie  für  beliebiges  gerades  n und  Verallgemeine- 
rungen für  alle  Stufen  n.  Übrigens  sei  auf  „Mod.“  2,  236  ff. 
sowie  auf  die  Übertragung  des  Prinzips  der  Stufeneinteilung  auf 
die  gesamte  Theorie  der  elliptischen  Funktionen  verwiesen,  welche 
in  Kap.  XVI,  § 23,  S.  845  erwähnt  ist. 
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§23.  Modulargleichungen  und  Modularkorrespondenzen. 
Unter  U verstehen  wir  die  Transformation  der  Periode  2: 

(1)  fr(„)  = =i,  (1/^=1). 

Die  Modulgruppe  F werde  durch  U in  die  Gruppe 

r'=  u-^ru 

transformiert,  die  ihrerseits  wegen  1 durch  TI  wieder  in  F 

zurücktransformiert  wird.  Für  die  einzelne  Substitution  von  F 
berechnet  man: 


so  daß  jT"  aus  allen  Substitutionen  der  Determinante  1 besteht,  , 
in  denen  der  erste  und  vierte  Koeffizient  cc,  6'  ganzzahlig  sind, 
während  ß'  der  w*®  Teil  einer  ganzen  Zahl  und  y das  w- fache 
einer  solchen  ist.  Die  beiden  Gruppen  F und  F'  sind  Tcommen- 
surdbel  (vgl.  Kap.  III,  § d.  h.  sie  haben  eine  gemeinsame 
Untergruppe  von  endlichem  Index.  In  der  Tat  gehören  alle 
Substitutionen  (2)  mit  ganzzahligen  ß'  auch  der  F an  und 
bilden  in  ihr  die  durch  y = 0 (mod.  w)  erklärte  Kongruenz- 
gruppe w*®'  Stufe  deren  Index  wir  S.  990  zu; 

(3)  = + 

berechneten.  Die  Gruppe  F^^^y  die  mfolge  (2)  durch  die  Sub- 
stitution U in  sich  transformiert  wird,  ist  die  gemeinsame  Unter- 
gruppe von  F und  F'. 

Die  zur  Gruppe  F'  gehörende  Hauptfunktion; 

(4)  r{o>)  = Jimco))  = /(^)  = /(»«.) 

ist  demnach  zugleich  eine  zur  F^^  gehörende  Modulfunktion  w*®' 
Stufe  und  ist  also  nach  (5)  S.  966  mit  J((o)  durch  eine  irre- 
duzibele  Gleichung: 

(5)  G (/'(«), /(«))  = 0 

! 

verbunden,  welche  in  J'  vom  Grade  ^^(n)  ist.  Trägt  man  U((a)  | 
für  CO  in  (5)  ein,  so  folgt  wegen  U^  — 1 offenbar  1 
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G(J{co)),J\co))==0, 

so  daß  die  Gleichung  (5)  hei  Vertauschung  von  J u/nd  J'  in 
sich  seihst  ubergeht  und  also  auch  J in  (5)  auf  den  Grad  'i\f(n) 
steigt  Im  Anschluß  an  die  Stufe  1 von  J{(o)  und  die  Zahl  n 
heißt  die  Gleichung  (5)  Modulargleichu/ng  erster  Stufe  für  Trans- 
formation w*’”  Grades. 

Setzt  man  in  (5)  statt  oj  eine  beliebige  Substitution  F(ci)) 
der  Modulgruppe  ein,  so  folgt  wegen  J{V{o}))  — /(cd): 

/(a>))  = 0. 

Man  gewinnt  bereits  alle  Lösungen  J'  der  Modulargleichung 
in  der  Gestalt: 

(6)  /«(«,)  = 

wenn  man  1,  Tg»  • • •?  ein  System  bezüglich  r^{n) 

inäquivalenter  Substitutionen  wählt.  Offenbar  gehört  als 

Modulfunktion  Stufe  zur  Gruppe  so  daß 

die  7p  (n)  Lösungen  der  Modulargleichung  Funktionen  liefern, 
welche  zu  den  7p (n)  gleichberechtigten  Gruppen: 

r ' = r r " ^r(v^) 

gehören  (s.  S.  990).  Diese  7p  (n)  Gruppen  sind  kommensurabel 
und  enthalten  als  gemeinsamen  Bestandteil  die  Hauptkongruenz- 
gruppe Legen  wir  nach  S.  994  für  letztere  neben  J eine 

Funktion  z{(o)  zugrunde,  welche  dann  mit  J durch  eine  etwa: 

(7)  g{s,  /)  = 0 

ZU  nennende  irreduzibele  Gleichung  Grades  in  z verbunden 
ist,  so  haben  wir  für  die  7p  (n)  Funktionen  rationale  Dar- 
stellungen: 

(8)  «=■  /),  v = l,2,  • ■ »,ip{n) 

in  z und  J",  während  andrerseits,  falls  wir  für  die  Modulfunk- 
cionen  n^^^  Stufe  zur  rationalen  Darstellung  derselben  neben  J 
die  Funktionen  (’')((»)  zugrunde  legen,  insbesondere  für 

Z^cif)  eine  Darstellung: 

(9)  « = it(j,  r, . . j-w) 

entspringt.  Die  zur  rationalen  Funktion  (9)  gehörende  „Eesol- 
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venU^''  (7)  der  Modulargleicimng  (5)  hat  die  Eigenschaft^  daß 
ihre  sämtlichen  Wurzeln  z (als  Modulfunktionen  n^^^  Stufe)  in 
einer  unter  ihnen  und  J rational  darstellbar  sind,  sowie  daß 
alle  'if;  Wurzeln  der  Modulargleichung  (5)  rational  in  jener  ersten  \ 
Wurzel  z und  J sind;  nach  Kap.  IV,  § 10  erkennen  wir  in 
giz.,  J)  = 0 die  ^^Galoissche  Mesolventd''  der  Modular gleiehwig  \ 
und  also  in  der  Gruppe  G^  die  ,.,Galoissche  Gruppe^^  derselben.'^)  J 
Die  ersten  Andeutungen  über  die  Modulargleichungen  (5)  [ 

finden  sich  bei  Dedekind,  J.  f.  Math.  83,  265 ff.  (1877).  Klein, 
Math.  Ann.  14,  141  (1878),  geht  zur  Gewinnung  der  Modular- 
gleichungen vom  Studium  des  „FB“  der  aus,  indem  er  < 

denselben  auf  eine  t/;(w)- blättrige  Riemannsche  Fläche  über  , 
der  /-Ebene  abbildet.  Z.  B.  hat  man  für  w = 7 eine  8 -blätt- 
rige JFg  folgender  Verzweigung:  Bei  J = 0 liegen  2 dreiblättrige 
Verzweigungspunkte  übereinander,  während  daselbst  2 Blätter  < 
getrennt  verlaufen;  bei  J=1  liegen  4 zweiblättrige  Verzweigungs-  i 
punkte  übereinander;  bei  / ==  oo  findet  sich  ein  siebenblättriger 
Verzweigungspunkt,  während  das  8.  Blatt  dort  unverzweigt  ver- 
läuft. Aus  Formel  (4)  S.  994  folgt  als  Geschlecht  dieser  F^  ' 
leicht  ^ ==  0.  Es  existiert  also  eine  Hauptfunktion  der  Fg,  die 
Klein  in  geeigneter  Weise  auswählt  und  ^(co)  nennt.  In  diesem  x ’■ 
ist  dann  J eine  rationale  Funktion  8*®“  Grades,  deren  Gestalt 
aus  der  Verzweigung  der  F^  durch  rein  algebraische  Erwägungen 
wie  folgt  sich  findet: 

/ : (/  - 1)  : 1 = (t2  + 13t  -4-  49)  (r^  + ot  -f  l)^ 
:(i‘+14iä+63i2+ 70t -7)^:  1728t. 

Setzen  wir  jetzt  Z7(k>)  statt  w und  schreiben  T(Z7(a)))  = /(w), 
so  folgt  dieselbe  Relation  zwischen  J'  und  t'.  Da  aber  F^  ^ 
durch  U in  sich  transformiert  wird,  so  ist  auch  x'  Hauptfunk- 
tion der  JPg  und  als  solche  linear  in  x darstellbar.  Die  Unter- 
suchung zeigt,  daß  tt'=  49  die  Beziehung  zwischen  x und  x' 


1)  Die  Zerlegung  der  Gfi  in  ihre  sämtlichen  Untergruppen  ge-  ^ 
stattet  demnach  die  Auffindung  aller  Resolventen  der  Modularglei- 
chung. Die  Angaben  von  S.  989  f.  über  die  Kongruenzgruppen  nieder- 
ster Stufen  liefern  den  S.  991  erwähnten  Satz  von  Galois,  daß 
unter  allen  Primzahlgraden  n nur  bei  den  drei  Graden  w = 5,  7,  11 
Resolventen  auftreten,  deren  Grade  kleiner  als  die  Grade  der  Modular- 
gleichung sind.  Nur  in  diesen  drei  Fällen  hat  die  Modulargleichung 
(n  -f- 1)*®“  Grades  eine  Resolvente  w*®“  Grades.  Wegen  Aufstellung  ' 
dieser  Resolventen  vgl.  Hermite,  Ann.  di  Mat.  2,  59  (1860)  und 
Klein,  Math.  Ann.  14,  417  (1878)  u.  15,  533  (1879). 
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ist.  Die  Elimination  von  x und  x'  aus  den  drei  so  gewonnenen 
Gleichungen  liefert  die  Modulargleichung  (5);  da  dieselbe  in- 
dessen etwas  kompliziert  ausfällt,  so  sieht  Klein  jene  drei  Glei- 
chungen. als  Ersatz  der  Modulargleichung  an. 

Nach  dieser  Methode  behandelt  Klein  a.  a.  0.  die  Fälle 
w = 2,  3,  4,  5,  7,  13,  die  sämtlich  p = 0 haben,  und  Gierster, 
Math.  Ann.  14,  537  (1878^,  die  auch  noch  zu  ^ = 0 ge- 
hörenden w = 6,  8,  9,  10,  12,  16,  18,  25.  Ausgedehnte  Ent- 
wicklungen über  weitere  Fälle  w,  die  daun  j?  > 0 haben,  führte 
Kiepert,  Math.  Ann.  32,  1 (1887),  aus.  Fr  icke,  Math.  Ann. 
40,  469  (1891),  untersuchte  die  Fälle  w,  bei  denen  die  durch  TJ 
erweiterte  r^(n)  iiocli  p = 0 hat  und  also  die  Fläche 
der  J"- Ebene  elliptisch  oder  hyperellip tisch  wird;  s.  auch  Fricke, 
„Die  elliptischen  Funktionen  imd  ihre  Anwendungen“  2,  S.  342  ff. 
(Leipzig  1922). 

Ein  nur  scheinbar  allgemeinerer  Ansatz  für  die  „Transfor- 
mation n^^  Grades“  wird  durch  die  Substitution: 

(11)  ra  = I7(ra)  =1^^,  ad  — bc==n 

gewonnen,  wo  a,h,  c,  d irgend  vier  ganze  Zahlen  der  Determi- 
nante n sind.  Setzen  wir  wieder  /'(«)==  J(Z7(d))),  so  werden, 
falls  wir  V die  gesamte  Modulgruppe  F durchlaufen  lassen, 
offenbar  alle  Transformationen  w*®“  Grades: 


(12) 


V = {c^a  ßc)  o)  {ab  -j-  ß d) 


dieselbe  transformierte  Funktion  liefern.  Für  alle  diese  Trans- 
formationen (12)  brauchen  wir  demnach  nur  eine  als  „Beprä- 
sentanten“  auszuwählen,  und  zwar  durch  zweckmäßige  Wahl 
von  V.  Ist  A der  größte  gemeinsame  Teiler  von  a und  c,  so 
ist  A ein  Teiler  von  w,  und  zwar  sei  n = A-D.  Setzt  man  nun: 


so  sind  y und  ö zueinander  relativ  prime  ganze  Zahlen,  so  daß 
man  die  Gleichung: 


in  ganzen  Zahlen  a,  ß lösen  kann;  und  zwar  ist  die  allgemeinste 
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Lösung  in  einer  ersten  «q,  ßg  mittels  einer  beliebigen  ganzen 
Zahl  V in  der  Gestalt: 


darstellbar.  Für  die  Koeffizienten  von^(l2)  findet  sich  jetzt: 
aa  ßc  — Aj  ya  + dc==0,  yb dd  — 
ccb  -j-  ßd  = (agb  + ßgd)  -f  vJD. 


Wählt  man  demnach  v derart,  daß  der  zuletzt  angegebene 
zweite  Koeffizient  der  Transformation  (12)  eine  Zahl  der  Reihe 
0,  1,  2,  . . .,  2)  — 1 wird,  so  ist  damit  V und  also  der  zu  wäh- 
lende Bepräsentcmt: 

(13)  a = , AD=m,  5 = 0, 1,  2,  •••,  D-1 


bestimmt.  Aus  den  beiden  hinzugefügten  Gleichungen  zählt 
man  ab : Die  Anzahl  der  verschiedenen  Repräsentanten  für  Trans- 
formation Grades  ist  gleich  der  Teilersumme  der  Zahl  w, 
welche  durch  0(n)  bezeichnet  werde. 

Man  sagt,  die  Transformation  gehöre  .^^eigentlich^'  zum  n^^ 
Grade,  wenn  die  vier  ganzen  Zahlen  a,  b,  c,  d oder,  was  auf 
dasselbe  hinauskommt,  die  drei  Zahlen  A,  B,  D Tceinen  gemein- 
samen Teiler  > 1 haben.  Liegt  aber  ein  solcher  Teiler  <?  vor, 
so  ist  n dm'ch  6^  teilbar,  und  die  Forthebung  des  Teilers  liefert 

eine  eigentlich  zum  Grade  gehörende  Transformation.  Die 

Anzahl  der  eigentlich  zum  Grade  n gehörenden  Repräsentanten  ist 
'ip(n).  Man  kann  nämlich  nicht  nur  jede  der  'tff(n)  in  (6)  be- 
nutzten Transformationen  TI  = offenbar  eigent- 

lich zum  Grade  n gehört,  wie  oben,  durch  einen  Repräsentanten 
(13)  mit  teilerfremden  A^  D ersetzen,  sondern  auch  um- 
gekehrt von  jedem  solchen  Repräsentanten  durch  ein  geeignet 
gewähltes  V zu: 


CC  Cö  ß 

y'ca  -f-  <5'  ’ 


mit  cc' d'  — ß'y  = 1 gelangen  (cf.  „Mod.''  2,  47)  gelangen.  Die 
Transformationen  Grades  im  allgemeinen  Sinne  setzen  sich 
demnach  aus  allen  Transformationen  zusammen^  welche  eigentlich 
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ZU  den  Graden  ^ gehören,  wo  alle  quadratischen  Teiler  von  n 

unter  Einschluß  von  o*  = 1 zu  durchlaufen  hat.  Für  die  Teiler- 
summe  (i>(w)  ergibt  sich  hieraus: 

a 

wobei  sich  die  Summe  auf  alle  quadratischen  Teiler  von  n 
bezieht,  (?*==  1 eingeschlossen.  Die  Funktionen 

d.  h.  alle  unterschiedenen  durch  Transformationen  w*®“  Grades 
herstellbaren  Funktionen  J j sind  die  Lösungen  einer 

„Modulargleichung“,  welche  reduzibel  ist,  so  oft  n quadrati- 
sche Teiler  >>  1 hat,  und  welche  einfach  das  Produkt  aller 

irreduzibelen  Gleichungen  (5)  der  Grade  ^ darstellt. 

Die  Transformation  der  Modulfunktionen  höherer  Stufe  ist 
nicht  wesentlich  komplizierter  als  diejenige  von  /(w),  sobald 
nur  der  Transformationsgrad  n gegen  die  etwa  durch  m zu 
bezeichnende  Stufenzahl  relativ  prim  ist.  Es  sei  entweder  die 
bisher  so  bezeichnete  Hauptkongruenzgruppe  des  Index  fi  = 
oder  irgendeine  ausgezeichnete  Kongruenzgruppe  m*®’^  Stufe  des 
Index  fl]  die  Substitutionen  von  F^  seien  etwa  durch 

Vq^  1,  v^,  v^,... 

bezeichnet,  während  in  1,  7^,  Tgi  • • n System  bezüg- 

lich jTy  inäquivalenter  Substitutionen  vorliege.  Der  „FB“  der 
F^  werde  durch  eine  zugehörige  Funktion  z = ^(w),  z.  B.  die 
Funktion  J(co)^  auf  eine  Riemannsche  Fläche  abgebildet,  die 
genannt  werde,  und  welche  nach  S.  993 ff.,  da  F^  ausgezeichnete 
Untergruppe  sein  sollte,  den  fi  Substitutionen  entsprechend 
fl  Transformationen  in  sich,  eine  Gruppe  G^  bildend,  zuläßt. 

Es  sei  nun  zunächst  w irgendein  Punkt  in  der  «-Halb- 
ebene  und  n eine  positive  ganze  gegen  m teilerfremde  Zahl. 
Setzt  man  (o'=n(Oy  so  ist  dadurch  eine  gegenseitig  eindeutige 
Beziehung  zwischen  zwei  Punkten  «,  «'  der  Halbebene  erklärt. 
Wir  wollen  diese  Beziehung  auf  die  Riemannsche  Fläche 
übertragen,  welche  wir  dem  „FB“  der  F^  entsprechend  über  der 

Pagcal,  Kepertorium.  I.  2.  2.  Aufl.  64 
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Ebene  einer  zugehörigen  Funktion  z = cpito)  lagerten.  Einem 
ersten  Punkte  co  entspreche  die  Stelle  z = x der  Fläche,  dem 
zugeordneten  Punkte  (o  die  Stelle  z ^ y. 

Um  aber  die  hiermit  gewonnene  Beziehung  oder,  wie  man 
sagt,  „Korrespondenz*"  der  Stellen  x und  y auf  der  in  ihrer 
vollen  Bedeutung  zu  erfassen,  lassen  wir  die  Stelle  x von  ihrer 
Anfangslage  irgendwelche  geschlossenen  Umläufe  auf  der 
ausführen.  Diese  Umläufe  übertragen  sich  in  der  w- Halbebene 
auf  die  Wege  von  co  zu  den  äquivalenten  Punkten 


so  daß  die  Frage  entsteht,  wie  viele  und  welche  unter  den 
Punkten 

woj,  nv^(co),  nv2((o)y  ... 


bezüglich  inäquivalent  sind.  Aus  dem  Umstande,  daß  n 
teilerfremd  gegen  m ist,  folgt  für  die  Hauptkongruenzgruppf 
jr^(^),  sowie  z.  B.  auch  für  die  ausgezeichneten  Gruppen 
und  r’384  der  Stufen  8 und  16  (s.  S.  997),  daß  nm  und  nv(ci)) 
stets  und  nur  dann  bezüglich  äquivalent  sind,  wenn  der  dritte 
Koeffizient  y von  v mit  0 (mod  n)  kongruent  ist.  Damit  ge- 
langen wir  zu  einer  Untergruppe  des  Index  'ip(n)  in  F^,  so  daß 
wir  nur  inäquivalente  Stellen: 


1 

I 

I 


(14)  ca  = nco,  co"  ~ ca"' = nv2(co),  ‘ i 

(0^=  «»^_j((b) 

gewinnen.  Sie  mögen  die  Stellen  yo=  yu  • • F^^ 

liefern,  so  daß  also  durch  u/nsere  Korrespondenz  jeder  Stelle  x ’ 
der  F^  ein  System  von  t\)(n)  Stellen  y^^y-i^  . . zugeordnet  ist.  | 

Man  ziehe  jetzt  die  g,  Transformationen  der  F^  in  sich 
heran.  Die  der  Substitution  entsprechende  führe  das  Punkt-1 
System  y^,  y^,  . . y^_i  über  in  y«  2^«, . . .,  Wir  ge-* 

winnen  auf  diese  Weise  im  ganzen  Korrespondenzen , durch, 
deren  einzelne  der  Stelle  x das  Stellensystem  y^l\  . . .,  yS^^_i)  j 
zugeordnet  ist.  Man  kann  diese  Korrespondenz  auch  dadurch 
festlegen,  daß  man  der  Stelle  w die  'tp(n)  bezüglich  F^  in  äqui- 
valenten Stellen: 

(15)  ß)'=-wFXw),  (Ä)"=nv^(V.((a)),- • = nv^_i(Vf(ca)) 

entsprechen  läßt.  Setzen  wir  derBeihe  nach  i = 0,l,...,|ti  — 1, 
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$0  erschöpfen  wir,  wie  sich  leicht  zeigen  läßt,  damit  alle  „eigent- 
lich*' zum  Grade  n gehörenden  Transformationen, 

Invertieren  wir  jetzt  die  zuerst  betrachtete  Korrespondenz, 
indem  wir  dem  Punkte  der  co  entsprechen  mag,  den  Punkt 

der  entspricht,  zuordnen,  so  haben  wir^hier- 

bei  wieder  eine  eigentlich  zum  Grade  n gehörende  Transfor- 
mation vor  uns  und  gelangen  also  zu  einer  bestimmten  anderen 
unter  den  g,  Korrespondenzen  (15).  Wir  erkennen,  daß  die  In- 
version gleichfalls  wieder  zu  einer  'i^(w)-deutigen  Korrespondenz 
führt.  JEs  handelt  sich  also  hier  um  tp{n)-'eg(n)-deutige  Kor- 
respondenzen zwischen  PunMsystemen  (Xq^  x^,  . . x und 
Vi»  • ' Vxp-i)  einer  unter  diesen  Korrespon- 

denzen gehen  die  (ft  — 1)  übrigen  hervor,  indem  man  etwa  bei 
festliegenden  Stellen  (xq,  x^^,  . . das  System 

(2/0»  2^1  ? • • •?  Vip—i} 

den  (ft  — 1)  von  der  Identität  verschiedenen  Transformationen 
der  Gruppe  G^  unterwirft.  Denken  wir  hierbei  durch  den 
Übergang  von  der  ersten  zur  Korrespondenz  vollzogen , so 
können  wir  durch  Ausführung  einer  gewissen  Transformation 
von  G^  auf  (xq,  zur  ersten  Korrespondenz  zurück- 

gelangen. Es  folgt;  Die  einzelne  Korrespondenz  gestattet  ft  Trans- 
formationen in  sich,  hei  deren  einzelner  auf  die  Punktsysteme 
(xq,  x^,  . . .,  x^_^)  und  («fo,  y^,...,  y^^t)  gleichzeitig  die  Trans- 
formationen und  V^  auszuühen  sind.  Der  einfachste  Fall  ist 
der,  daß  Fj=  F^  ist,  wo  diso  beide  Punktsysteme  gleichzeitig 
dieselbe  Transformation  erfahren;  dieser  Fall  heißt  in  „Mod." 
2, 133  der  „Fall  der  Kogredienz",  man  sehe  das  Nähere  a.  a.  0.  nach. 

Hat  die  Fläche  das  Geschlecht  p — 0,  so  gibt  es  eine 
zur  gehörende  Hauptfunktion  9(0)),  die  die  G^  als  eine 
Gruppe  von  ft  linearen  Substitutionen  darzustellen  gestattet. 
Die  einzelne  Korrespondenz  wird  alsdann  durch  eine  algebraische 
Gleichung: 

(16)  G(9),  9)')  = 0 

Grades  sowohl  in  cp  wie  cp'  dargestellt,  welche  als  „Modu- 
largleichung m*^^  Stufe  für  Transformation  n^”'  Grades'’^  bezeichnet 
wird.  Liegt  der  Fall  der  Kogredienz  vor,  so  geht  die  Glei- 
chung (16)  in  sich  selbst  über,  falls  man  cp  und  cp'  gleich- 
zeitig den  Substitutionen  der  G^  unterwirft.  Hierauf  gründet 
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I 

1 

sich  eine  invariantentheoretische  Methode  zur  Aufstellung  der  ul 
Gleichung  (16).  i 

Die  Modulargleichungen  zweiter  Stufe  für  Ä^(ß))  sind  in  jj 
anderer  Gestalt  am  frühesten  betrachtet;  denn  sie  gehen  aus  | 
jenen  Modulargleichungen  hervor,  zu  denen  Jacobi  in  den  || 
ersten  Artikeln  der  „Fundamenta  nova‘*  (1829)  für  die  Funk-  i{ 
tion  u = yic  geführt  wurde,  und  die  im  Anschluß  an  ihn  durch  j 
Sohnke,  J.  f,  Math.  16  (1836)  weiter  untersucht  wurden.  Wird  1 
die  transformierte  Funktion  mit  v — ^1  bezeichnet,  so  gilt  z.  B.  | 
für  M = 3; 

— u^—2uv{v^u^ — l)  = 0 

und  für  n ==  li 

— IQv^u^iyu  — 1)^ — — 1)^  ^ 

— ^vu{vu  — l)®=0.  ^ 

Eine  merkwürdig  einfache  Form  nimmt  die  erste  dieser  I 
Gleichungen  an,  wenn  man  neben  und  P noch  die  komple-  I 
mentären  Moduln  1 — und  = 1 — P einführt.  Man  \ 

rechne  die  Gleichung  in: 

(t;* — — l)^ 

und  von  hier  aus  in: 

(1  ~t^«)(l  - «;«)  = (!  -^^V)" 

um;  geht  man  jetzt  auf  die  Bezeichnungen  l'^  zurück, 

so  folgt  nach  Ausziehen  die  4.  Wurzel: 

(17)  yiyr -\-YwyT’ ==1, 

eine  bereits  bei  Legendre  auftretende  Gleichung.  Eine  ent- 
sprechend einfache  Gestalt  existiert  für  die  Modulargleichung 
des  7.  Transformationsgrades.  Die  für  n — 1 angegebene  Glei- 
chung gestattet  die  Umrechnung  auf: 

(1  — u^)  (1  — v^)  = (1  — wv)®; 

durch  Ausziehen  der  8.  Wurzel  folgt  die  von  Gützlaff,  J,  f. 
Math.  12  (1832),  angegebene  Gestalt  der  Modulargleichung: 

(18)  = 1.  \. 
über  die  weitere  Literatur  vgl.  „Mod“.  2,  14711'. 
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Die  wahre  Bedeutung  dieser  Gleichungen  ist  erst  durch 
Hurwitz,  Gott.  Nachr.,  1883,  aufgedeckt  und  ergibt  sich  aus 
der  Darstellung  unserer  Korrespondenzen,  falls  die  Fläche 
ein  Geschlecht  i?  > 0 hat.  Nehmen  wir  als  Beispiel  die  Haupt- 
kongruenzgruppe zugehörige  Funktionen  etwa^ie 

— - Modulformen  von  S.  1003,  so  können  wir  diese  (vgl. 


S.  996)  als  homogene  Koordinaten  eines  Raumes  von  — 3) 
Dimensionen  interpretieren  und  finden  in  diesem  Raume  die 
Fläche  Fj^  auf  eine  Kurve  K abgebildet,  welche  fi  Kollineationen 
in  sich  (der  G^  entsprechend)  gestattet.  Auf  dieser  Kurve  K 
liefert  alsdann  die  eimzelne  unserer  Korrespondenzen  eine  'i/;-!/;- 
deutige  sogenannte  „Modularliorrespondenz*%  zu  deren  algebraischer 
Farstellumg  man  (wegen  der  simultanen  Kollineationen  der 
Korrespondenz  in  sich)  wieder  die  Brauchbarkeit  invarianten- 
theoretischer Methoden  erhennt.  Bei  den  ausgezeichneten  Gruppen 
■^96  und  ^884  der  8.  und  16.  Stufe  haben  wir  entsprechend  die 
durch 


z\ z\ zi  ^ 0 und  zl zl  zl  0 


gegebenen  Kurven  und  Kg  zugrunde  zu  legen  (s.  S.  998). 
Auf  der  K^  liefert  alsdann  die  Gleichung  (17)  für  die  4-4- 
deutige  Korrespondenz  bei  w = 3 einfach  die  Darstellung: 


+ ^2^2  + ^32^3  = 0, 

wenn  die  einander  korrespondierenden  Punkte  die  Koordinaten 
iCj , iCg ? yt')  yz  ii^iben.  Entsprechend  haben  wir  auf 

der  Kg  als  Darstellung  der  8-8-deutigen  Modularkorrespondenz 
bei  n — 1 zufolge  (18)  wieder: 

+ ^3^3=  0. 


Einen  wesentlichsten  Schritt  zur  Entwicklung  der  Modular- 
korrespondenzen sowie  überhaupt  der  Theorie  der  algebraischen 
Korrespondenzen  hat  Hurwitz,  Leipz.  Ber.  vom  11.  Jan.  1886 
und  Math.  Ann.  28,  561  fi.,  durch  Heranziehung  der  Integrale 
erster  Gattung  getan,  wobei  insbesondere  das  Korrespondenz- 
prinzip., die  Anzahl  der  Koinzidenzen,  d.  i.  der  sich  selbst  ent- 
sprechenden Punkte,  betreffend,  in  seiner  endgültigen  Gestalt 
aufgedeckt  wurde.  Speziell  wegen  der  Modularkorrespondenzen 
sehe  man  Hurwitz,  Math.  Awn.  25,  183  (1884)  und  Leipz. 
Ber.  vom  15.  Dez.  1884.  Die  Anzahl  der  Koinzidenzen  der 
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Modularkorrespondenz  w*®*"  Stufe  für  den  n*®“  Grad  ist  dabei  auf 
zwei  Weisen  abzahlbar,  und  zwar  erstlich  aus  der  algebraischen 
Darstellung  der  Korrespondenz,  wobei  diese  Anzahl  in  Abhän- 
gigkeit von  n dargestellt  wird  durch  die  Teilersumme  0{n)  und 
ähnliche  FunTctionen  von  sowie  durch  jene  zahlentheoretischen 
Funktionen  von  w,  die  als  ganzzahlige  Entwicklungskoefßzienten 
hei  den  Integralen  erster  Gattung  m^^  Stufe  auftreten  (s.  S.  9 99 ff). 
Die  zweite  Abzählung  der  Anzahl  der  Koinzidenzen  geschieht 
auf  transzendentem  Wege  aus  dem  Ansatz  der  Transformationen 
w*®^  Grades 

f aco  — h 


durch  Diskussion  der  Gleichung  co'  = co , wobei  sich  die  Koindi- 
denzenanzahl  als  eine  Summe  von  Klassenanzahlen  ganzzahliger 
quadratischer  Formen  von  negativer  Determinante  darstellt.  Durch 
Gleichsetzung  beider  Ausdrücke  derselben  Anzahl  entstehen  die 
sogenannten  „Klassenzahlrelationen“^  deren  Theorie  Hurwitz  all- 
gemein begründete,  nachdem  Kronecker,  J.  f.  Math.  57  (1860) 
spezielle  Kelationen  dieser  Art  aus  den  Jacobischen  Modular- 
gleichungen und  Gierster,  Gött.  Nachr.  von  1879  und  Math. 
Ann.  17,  71,  ebensolche  aus  den  Modulargleichungen  3.  und  5. 
Stufe  abgeleitet  hatte.^) 

§ 24.  Die  polymorphen  Funktionen  und  ihre  Differential- 
gleichungen. 

In  § 13  bildeten  wir  einen  beliebigen  „FB“  durch  eine 
zugehörige  ^-wertige  automorphe  Funktion  z ==  q){^  auf  eine 
ft  - blättrige  geschlossene  Riemannsche  Fläche  F über  der  z- 
Ebene  ab.  Die  Randkurven  des  „FB‘^  erscheinen  dabei  auf  JP  .} 
zu  Paaren  zusammengeheftet  und  liefern  ein  Querschnittsystem  ' 
der  Fläche;  die  so  zerschnittene  Fläche  möge  durch  F'  be- 
zeichnet werden.  Hat  der  „FB“  feste  Ecken,  etwa  in  der  An- 
zahl w,  so  mögen  diese  die  n Punkte  e^^  Cg,  • • Fläche 

liefern;  auf  F'  endet  in  jedem  dieser  Punkte  ein  Querschnitt. 

Die  zu  z = cp{^  inverse  Funktion  möge  durch  ^ — f{z) 
bezeichnet  werden.  Sie  ist  auf  F'  eindeutig,  hat  jedoch  auf  der 
unzerscJinittenen  Fläche  F an  den  n Stellen  , . . . , Yerztod- 
gungspunkte  und  setzt  sich  hei  irgendeinem  nicht  gerade  durch 


1)  In„Mod.‘^2  findet  man  alle  Einzelheiten  der  Transformations- 
theorie und  ihrer  zahlentheoretischen  Anwendungen. 
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einen  Verzweigimgspun'kt  hindurchlaiif enden  geschlossenen  Wege 
auf  F in  eine  bestimmte  lineare  Fu/nktion  ihrer  selbst  fort: 


(1) 


In  der  Tat  gelangen  wir  hier  zu  jenen  Substitutionen  der 
zugehörigen  F zurück,  welche  den  „FB“  in  die  äquivalenten 
Bereiche  des  zugehörigen  zusammenhängenden  Netzes  N über- 
führen. Im  Anschluß  an  die  durch  die  Gleichung  (1)  zum  Aus- 
druck kommende  Grundeigenschaft  der  Funktion  t = f{z)  heißt 
dieselbe  eine  ,dinear-^olymor^he‘*  oder  kurz  „polymorphe^'  Funk- 
tion auf  der  Riemannschen  Fläche  F. 


Sind  t"'=f"'{^)  die  drei  ersten 


Ableitungen  der  polymorphen  Funktion  so  zeigt  sich  (vgl. 
H.  A.  Schwarz,  J.  f.  Math.  75,  292  (1872)),  daß  der  sym- 
bolisch durch  zu  bezeichnende  Differentialausdruck; 


gegenüber  jeder  linearen  Substitution  von  also  insbesondere 
gegenüber  unseren  Substitutionen  (l)  invariant  ist.  Somit  ist 
auf  F eindeutig,  und  die  nähere  Untersuchung  (vgl.  „Äut" 
2,  48)  zeigt,  daß  es  sich  um  eine  zu  F gehörige  algebraische 
Funktion  handelt.  Bedienen  wir  uns  (wie  S.  967)  zur  Darstel- 
lung der  algebraischen  Funktionen  von  F neben  z einer  ge- 
eignet gewählten  Funktion  tu  der  Fläche  F,  so  entspringt  für 
eine  rationale  Darstellung  in  w und  z: 


(3) 


Die  polymorphe  Funktion  ^ = /’(^)  ist  eine  Löswng  dieser  Diffe- 
rentialgleichung dritter  Ordnwng. 

Hat  z.  B.  der  „FB“  das  Geschlecht  p — ^ und  liegen  n 
2 ^ 2 

feste  Ecken  der  Winkel  vor,  so  wähle  man  z als 

q ln 

Hauptfunktion  derart,  daß  die  in  den  festen  Ecken  vorliegenden 
Werte  = «i,  • . durchweg  endlich  sind.  In  diesem  Falle 
ist  der  mit  der  polymorphen  Funktion  ^ = f(z)  gebildete  Aus- 
druck rational  in  z allein,  und  auf  Grund  der  Reihenent- 
wicklungen für  is;  = (p{^)  stellt  man  diese  Funktion  B(z)  fol- 
gendermaßen dar  (vgl.  „Äut."  2,  49): 
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(4) 


k = l 


Hierbei  ist  g(s)  das  folgende  Produkt  von  Linearfaktoren: 

_ e,)  cj, 


während  für  « = 3 fortfällt  und  für  « > 3 eine  zu- 

nächst  nicht  näher  bestimmbare  ganze  Funktion  (n  — 4)*®""  Grades 
von  iS  darstellt  (vgl.  2,  50). 

Schreibt  man  die  Substitution  (l)  unimodular  (vgl.  S.  920), 
so  gilt  (vgl.  Riemann,  Werke,  1.  Aufl.,  415)  der  Satz,  daß 
sich  die  beiden  Ftmldionen: 


(») 


v§ 


bei  demjenigen  Umlaufe  von  z,  der  ^ in  den  in  (1)  dar  gestellten 
Zweig  unserer  polymorphen  FunUion  überführt,  in  der  Gestalt: 


(6) 


(xZ^  -|“  -^2  — 7^1  4"  ^-^2 


binär  substituieren.  Stellt  man  aus  Z^  und  Z^  mittels  zweier 
Parameter  A,  B die  Funktionenschar: 


(7) 


Z AZ^  BZa 


her  und  differenziert  diese  Gleichung  zweimal  nach  z,  so  folgt 
durch  Elimination  von  A und  B: 


Z,,  Z, 
•>  ^2 


- Z' 


^1  "i  ^2 


^x  'y 


1 


0. 


Durch  Eintragung  der  Ausdrücke  (5)  für  Z^,  Z^  nehmen  die 
drei  hier  auftretenden  Determinanten  die  Werte: 


an:  Die  polymorphe  FunUion  t läßt  sich  als  Quotient  der  beiden 
Größen  Z^,  Z^  dar  stellen,  welche  als  spezielle  Fu/nUionen  der 
Schar  (7)  partikuläre  Integrale  der  linearen  homogenen  Diffe- 
rentialgleichung zweiter  Ordnung: 

(8)  J?(«,,r)2r=0 
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dar  stellen^  deren  allgemeines  Integral  in  (7)  vorliegt.  Im  Falle 
p = 0 und  n ==  3 verlege  man  die  drei  Stellen  nach: 


= 0,  1,  CX), 

SO  daß  der  dritte  Punkt  e^  nicht  mehr  im  Endlichen  liegt.  Der 
Ausdruck  ändert  sich  dann  ein  wenig;  die  Differential- 

gleichung zweiter  Ordnung  nimmt  die  Gestalt  an: 


(9) 

^ V 42' 


‘-i 


+ 


4(2—1)*  ' 42(2  — 1) 

Führen  wir  statt  Z die  folgende  Funktion: 


0. 


(10) 


H=Z-z 


.rhH) 


(2-1) 


-\H) 


ein  und  schreiben  zur  Abkürzung: 


so  geht  die  Gleichung  (9)  in  die  hy per  geometrische  Differential- 
gleichung: 

(12)  2(2-l)^H-[(«  + ^ + l)2-y]^  + «^H-0 


Über.  Die  bei  i?  = 0,  n — 3 auftretenden  polymorphen  Funk- 
tionen ^ lassen  sich  demnach  als  Quotienten  hypergeometrischer 
Reihen  darstellen  (vgl.  H.  A.  Schwarz,  J.  f.  Math.  75  (1872)). 
Man  vgl.  Übrigens  Riemann,  Gött.  Äbh.  7 (1857)  oder  TFcrÄe, 
1.  Aufl.,  62,  Klein,  Math.  Ann.  38,  144  (1890),  sowie  wegen 
der  weiteren  Literatur  die  ausführliche  Darstellung  in  „AuV%  2, 
109  ff.  und  die  Angaben  im  Encyklopädiereferat  „Autom.  Funkt, 
u.  Modulfunktionen'%  Encyklopädie  2,  2,  432  ff. 


§ 25.  Existenzsätze  der  polymorphen  Funktionen. 

Die  große  Bedeutung  der  polymorphen  Funktionen  ^ = /’(js) 
auf  den  Riemannschen  Flächen  F beruht  auf  den  Eindeutigkeits- 
sätzen von  S.  967  ff.,  nach  denen  die  algebraischen  Funktionen  der 
Flächen  jF,  sowie  beim  Zutreffen  gewisser  Voraussetzungen  die 
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Integrale  der  drei  Gattungen  und  die  Lösungen  linearen  Diffe-1 
rentialgleichungen  (2)  S.  968  eindeutige  Funktionen  von  ^ werden.  | 
Eine  Funktion  ^ = f{£)  heißt  demnach  auch  wohl  eine  „uni- ; 
formisierende  Variable*^  der  Riemannschen  Fläche  F^  und  die  s 
Sätze  über  die  Existenz  von  polymorphen  Funktionen  der  ver- 
schiedenen  Arten  auf  Riemannschen  Flächen  heißen  in  diesem  t 
Sinne  auch  „TJniformisierungssäUe'\  Eine  Reihe  wichtiger  Sätze  v 
dieser  Art  ist  von  Klein  Anfang  der  achtziger  Jahre  vorigen 
Jahrhunderts  aufgestellt.  Sie  wurden  von  ihm  als  Fundamental- 1 
theoreme  bezeichnet,  weil  Klein  in  ihnen  mit  Recht  wichtige  ] 
und  abschließende  Sätze  der  Riemannschen  Funktionentheorie  sah.  y 
Die  spätere  ausführliche  Darstellung  in  „Äut/*  2,  S.  283 ff.  | 
hat  für  die  verschiedenen  Theoreme  spezielle  und  sachlich  be-^ 
gründete  Namen  eingeführt,  die  sich  nach  der  Art  des  zu-^ 
gehörigen  Polygonnetzes  in  der  ^Ebene  richten.  Man  hat  also  ] 
auf  die  S.  95 7 ff.  unter  I,  1 usw.  gegebene  Klassifikation  derf 
Gruppen  zurückzugehen.  Der  dortigen  Gruppenart  1, 1 entspricht  ^ 
das  von  Klein  in  den  Math.  Ann.  19,  565  aufgestellte  JEtück-  ; 
kehrschnittheorem:  Eine  beliebige  Riemannsche  Fläche  F eines  , 
Geschlechtes  jp  > 0 sei  mit  p einander  nicht  schneidenden  und  jp|i 
nicht  serstückenden  Rückkehrschnitten  versehen.  Dann  gibt  es  f 
eine  und  im  wesentlichen  auch  nur  eine  polymorphe  Funktion  A 
die  die  zerschnittene  Fläche  auf  einen  Gruppen- „DB'‘  mit  2p  ge-^^ 
trennt  verlaufenden,  einander  paarweise  zugeordneien  Randkurvenff 
abbildet.  Ein  zweites  Theorem  schließt  sich  an  die  S.  957  unter 
I,  2 genannte  Gruppenart  an,  wo  der  „DB“  einen  Hauptkreis  1 
hat  und  durch  ihn  in  zwei  symmetrische  Hälften  zerschnitten  f, 
wird.  Das  Theorem  bezieht  sich  auf  sogen.  orthosymmetrischeM 
Riemannsche  Flächen  F.  Eine  solche  Fläche  gestattet  eine  sym-,H 
metrische  Umformung  in  sich,  bei  der  Übergangs-  oder  Sym-B 
metrielinien  in  gewisser  Anzahl  und  von  der  Art  auftreten,  daß* 
die  Zerschneidung  von  F längs  dieser  Linien  zwei  getrenntew 
symmetrische  Flächenhälften  herstellt.  Auf  einer  solchen  Fläche^ 
mag  man  dann  noch  2n  paarweise  symmetrische  Punkte  mar-? 
kieren,  die  elliptische  oder  parabolische  Ecken  des  „DB“  werden!; 
sollen,  wobei  im  ersteren  Falle  die  Periode  der  betreffenden) 
elliptischen  Substitution  frei  wählbar  ist.  Auf  diese  Voraus-', 
Setzungen  bezieht  sich  das  erst  in  „Aut.*'  2,  283  ff.  heraus-^" 
gearbeitete  Hauptkreistheorem:  Eine  wie  bezeichnet  mit  2n  Punk-% 
ten  signierte  orthosymmetrisdie  Riemannsche  Fläche  F besitzt  ei/neE 
und  im  wesentlichen  nur  eine  polymorphe  Funktion  die  die% 
geeignet  zerschnittene  Fläche  auf  einen  Gruppen- „DB''  mit  Haupt-^; 
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Icreis  von  der  unter  I,  2 Genannten  Art  ahUldet.  An  die  S.  958 
unter  11,  2 genannten  Gruppen  schließt  sich  das  Grenzkreistheorem 
an,  zu  dem  Klein  sehr  früh  geführt  wurde  (s.  Math.  Ann,  20, 
49).  Eine  Fläche  F mit  beliebigem  j?  sei  mit  n Punkten  für 
elliptische  oder  parabolische  Ecken  signiert.  Farm  gibt  es  jine 
wnd  im  wesentlichen  nur  eine  polymorphe  Funktion  die  die  ge- 
eignet  verschnittene  Fläche  F auf  einen  Gruppen-„FB“  mit  Grenz- 
kreis von  der  8.  958  unter  II,  2 gemeinten  Art  dbbildet.  Der  ur- 
sprüngliche Ausspruch  des  Theorems  bei  Klein  bezieht  sich  auf 
den  Fall  n — 0,  Daß  ^ in  jedem  Falle  „im  wesentlichen“  ein- 
deutig bestimmt  ist,  ist  so  gemeint,  daß  mit  ^ jede  lineare 


Funktion 


die  als  nicht  wesentlich  von  J verschieden 


gilt,  eine  gleichartige  Abbildung  der  verschnittenen  Riemann- 
schen Fläche  leistet. 


Die  drei  genannten  Theoreme  stellen  die  einfachsten  und 
wichtigsten  Uniformisierungssätze  dar.  Über  sie  hinaus  hat 
Klein  in  den  Math.  Ann.  20,  49  noch  ein  allgemeines  Theorem 
aufgestellt,  welches  sich  an  die  S.  958  unter  III  genannte 
Gruppengattung  mit  unendlich  vielen  Grenzkreisen  anschließt. 
Alle  diese  Theoreme  beziehen  sich  auf  die  Existenz  polymorpher 
Funktionen  auf  endlichblättrigen  geschlossenen  Riemannschen 
Flächen.  Sie  sind  also  Uniformisierungssätze  für  irgendwelche 
algebraische  Kurven,  indem  sie  Darstellungen  der  Koordinaten 
der  Kurvenpunkte  als  eindeutiger  automorpher  Funktionen  liefern. 
Poincare  hat  kurze  Zeit  später  im  Bull.  Soc.  M.  11,  112  eine 
Verallgemeinerung  des  Grenzkreistheorems  aufgestellt,  das  im 
gleichen  Sinne  die  Uniformisierung  beliebiger  analytischer  Kur- 
ven lehrt. 

Für  die  Fundamentaltheoreme  sind  drei  Beweisarten  ent- 
wickelt. Die  ursprünglichen  Beweisansätze  von  Klein  und 
Poincare  arbeiten  mit  Kontinuitätsbetrachtungen.  (Vgl.  Klein 
in  den  Math.  Arm.  20,  206  oder  Ges.  mafJi.  Abh.  3,  704  und 
Poincare  in  den  Acta  math.  4,  201.  S.  auch  die  spätere  Dar- 
stellung in  „AuV^  2,  285.)  Beide  sind  insofern  verschiedene 
Wege  gegangen,  als  Klein  mit  dem  Kontinuum  der  zerschnit- 
tenen Flächen  und  entsprechend  mit  dem  Kontinuum  beliebiger 
Gruppen-„DB“  arbeitet,  Poincare  dagegen  mit  dem  Kontinuum 
der  unzerschnittenen  Flächen,  dem  ein  Kontinuum  „reduzierter“ 
„DB“  entspricht.  Poincare  wollte  auf  diese  Weise  „geschlossene“ 
Kontinua  erzeugen.  In  jedem  Falle  gilt  es  die  umkehrbar  ein- 
deutige Beziehung  beider  Kontinua  aufeinander  festzustellen. 
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Die  Schwierigkeiten  der  Kontinnitätsmethode  veranlaßte  später 
(1912)  Brouwer  und  Ko  ehe  zu  erneuten  wichtigen  Unter- 
suchungen. (S.  den  zusammenfassenden  Bericht  von  Klein  in 
den  Ges.  math.  Äbh.  3,  734  ff.) 

Ein  zweiter  Beweisansatz,  der  mit  der  sogen.  „Überlage- 
rungsfläche'* arbeitet,  ist  von  H.  A.  Schwarz  angegeben  und 
von  Ko  ehe  mit  größtem  Erfolge  zum  endgültigen  Beweise  aller 
von  Klein  und  Poincare  aufgestellten  Uniformisierungssätze 
entwickelt.  (Vgl.  die  zahlreichen  Abhandlungen  Koebes  seit 
1907  in  den  GöU.  Nachr.,  den  Math.  Ann.  67,  69,  72,  75,  dem 
J.  f.  Math.  138,  139  usw.)  Es  wird  der  Ausgang  genommen 
von  einer  oo-fachen  Überlagerung  der  gegebenen  Fläche  F",  wie 
sie  einem  zugehörigen  Polygonnetze  entsprechen  würde.  Auf 
dieser  oo -blättrigen  „Überlagerungsfläche“  wird  dann  durch  einen 
konvergenten  Prozeß  auf  die  Existenz  einer  polymorphen  Funk- 
tion ^ = f{z)  geschlossen.  Eine  erschöpfende  Darstellung  dieser 
Beweismethode  zunächst  für  das  Hauptkreis-  und  das  Grenz- 
kreistheorem, sodann  für  das  Rückkehrschnittheorem  findet  man 
in  „Aut."  2,  439  ff. 

Ein  dritter  gleichfalls  von  Schwarz  herrührender  Beweis- 
ansatz beruht  auf  dem  Existenzbeweise  von  Lösungen  der  Diffe- 
rentialgleichung:  , 0^  _ „ „ 


mit  vorgeschriebenen  Unstetigkeitsbedingungen  auf  beliebig  ge- 
gebenen Flächen  F.  Der  Beweis  bezog  sich  ursprünglich  nur 
auf  das  Grenzkreistheorem  und  ist  in  diesem  Umfange  zur 
Durchführung  gebracht  durch  Arbeiten  von  E.  Picard  im  J.  de 
Math.  (4)  9,  273  (1893)  und  Poincare  im  J.  de  Math.  (5) 
4,  137  (1898).  Die  Ausdehnung  der  Methode  auf  das  Haupt- 
kreistheorem gelang  L.  Bieberbach,  („z/w  = e“  und  die  auto- 
morphen Funktionen“,  Gött.  Nachr.  von  1912,  S.  599.)  Übrigens 
sei  noch  allgemein  wegen  der  Fundamentaltheoreme  auf  das 
Referat  des  Verf.  in  Bd.  II,  Teilband  2,  S.  445  der  „FncyTdo- 
pädie  der  mathematischen  Wissenschaften  mit  Einschluß  ihrer  An- 
wendungen" hingewiesen. 


§ 26.  Gesehichtliclie  Notizen.^) 

Die  in  § 2 bis  11  behandelten  geometrischen  Vorstel- 
lungen sind  für  die  Entwicklung  der  Theorie  der  automorphen 


1)  Vgl.  hierzu  auch  die  Ausführungen  von  Klein  in  „Ges.  math 
Abh.‘‘  3,  1,  477  und  577. 
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Funktionen  grundlegend  gewesen.  Zu  einer  Zeit,  als  diese  geo- 
metrischen Vorstellungen  noch  nicht  allgemein  bekannt  waren, 
mußte  demnach  das  Verständnis  derjenigen  besonderen  Modul- 
funktionen, auf  welche  die  Theorie  der  elliptischen  Funktionen 
geführt  hatte,  noch  zu  wünschen  übrig  lassen.  So  findet  sich 
z.  B.  schon  1828  bei  Jacobi,  WerTce,  1,  263,  der  Satz,  daß 
die  Funktion  Ä*(o))  bei  allen  Substitutionen  unverändert  bleibt, 
welche,  in  unserer  Terminologie  gesprochen,  die  Hauptkongruenz- 
untergruppe 2.  Stufe  bilden.  Aber  die  Beschaffenheit  dieser 
Funktion  ä^(cö),  wie  sie  oben  aus  dem  Dreiecksnetze  der  frag- 
lichen Gruppe  folgt,  bleibt  im  einzelnen  noch  undurchsichtig. 
Den  gleichen  Standpunkt  nehmen  im  wesentlichen  auch  einige 
spätere  rein  analytische  Entwicklungen  ein,  zu  denen  man  auch 
die  S.  999  genannten  Arbeiten  von  Hermite  zu  rechnen  hat. 

Eine  tiefere  Kenntnis  nicht  nur  der  analytischen,  sondern 
auch  der  geometrischen  Verhältnisse  unserer  Funktionen  hat 
Gauß  besessen,  der  von  seinen  Untersuchungen  über  das  arith- 
metisch-geometrische Mittel  und  die  Transformation  der  ellip- 
tischen Funktionen  zu  den  Modulfunktionen  geführt  wurde.  Meh- 
rere aus  dem  Nachlaß  von  Gauß  veröffentlichte  Fragmente 
(Gauß,  Werlce  8,  99ff.)  zeigen,  daß  Gauß  den  Charakter  der 
Abbildung  der  Ebene  von  z = auf  das  zugehörige  Drei- 

ecksnetz der  w- Halbebene  klar  erkannt  hat,  das  Prinzip,  durch 
symmetrische  Reproduktion  eines  Kreisbogendreiecks  Netze  sol- 
cher Dreiecke  herzustellen,  allgemein  erfaßte  und  vermutlich 
daraufhin  auch  das  Auftreten  von  natürlichen  Grenzen  bei  ana- 
lytischen Funktionen  gesehen  hat. 

Von  Riemann  ist  zu  bemerken,  daß  sich  die  Theorie  der 
Modulfunktionen  und  der  automorphen  Funktionen  wesentlich 
auf  der  Grundlage  seiner  funktionentheoretischen  Prinzipien  ent- 
wickelt hat.  Es  kommen  hier  erstlich  die  Grundsätze  in  Be- 
tracht, welche  Riemann  in  seiner  Dissertation  {WerTce^  S.  l) 
entwickelt  hat,  und  weiter  die  Ausführungen  über  die  hyper- 
geometrische Reibe  (Gött.  Äbh.  7 (1857),  WerTce,  1.  Aufl.,  62), 
sowie  die  aus  dem  Nachlaß  herausgegebenen  Entwicklungen 
über  lineare  Differentialgleichungen  (^Werke,  1.  Aufl,,  357  (da- 
tiert 20.  Febr.  1857)).  Aber  die  Theorie  unserer  Funktionen 
kann  nicht  nur  als  eine  Art  Fortsetzung  der  Riemannschen  Funk- 
tionentheorie angesehen  werden,  sondern  Riemann  hat  diese  Fort- 
setzung zum  guten  Teile  bereits  selbst  besessen.  Neben  einigen 
schon  früher  aus  Riemanns  Nachlaß  bekannt  gewordenen  Ar- 
beiten (^WerkCy  1.  Aufl.  413  und  427)  ist  diese  Sachlage  am 
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deutlichsten  bewiesen  durch  eine  im  Wintersemester  1858/59 
von  Eiemann  gehaltene  Vorlesung  über  die  hypergeometrische 
Keihe  (herausg.  von  Wirtinger  in  B.  Riemanns  Werken,  Nach- 
träge (1902)). 

Die  nächste  wichtige  Arbeit  ist  die  S.  1017  genannte  Unter- 
suchung von  Schwarz,  J.  f.  Math.  75,  (1872).  Der  Titel  der 
Arbeit  wendet  sich  zwar  nur  an  diejenigen  Funktionen,  welche 
im  Sinne  der  Sprechweise  von  S.  944  zu  Dreiecksnetzen  erster 
Art  gehören.  Die  Arbeit  bringt  aber  sehr  wesentliche  'Auf- 
schlüsse auch  über  die  Funktionen  der  Dreiecksnetze  zweiter 
und  dritter  Art.  Eine  weitere  bedeutungsvolle  Arbeit  veröffent- 
lichte Schottky,  J.  f.  Math.  83,  300  (1877),  über  diejenigen 
Funktionen,  welche  zu  Bereichnetzen  der  in  Fig.  23,  S.  958, 
skizzierten  Art  gehören,  also  zu  solchen  Netzen,  bei  denen  feste 
Ecken  des  einzelnen  „DB“  nicht  auftreten  und  bei  denen  die 
ganze  Ebene  von  einem  einzigen  Netze  bis  auf  isoliert  lie- 
gende Grenzpunkte  überspannt  ist.  Noch  etwas  früher  hatte 
sich  Fuchs  in  einem  an  Hermite  gerichteten  Briefe  (J.  f.  Math. 
83,  13  (1876))  über  einige  die  Theorie  der  Modulfunktionen 
betreffenden  Punkte  ausgesprochen,  an  welche  er  von  seiten  der 
Theorie  der  Differentialgleichungen  herangeführt  war.  Die  Ver- 
öffentlichung der  Fuchsschen  Untersuchung  hatte  die  erfreuliche 
Folge,  daß  Dedekind  in  einem  Briefe  an  Borchardt,  J.  /.  Math. 
83,  265  (1878)  zur  Veröffentlichung  seiner  tief  dringenden 
Untei*suchungen  über  elliptische  Modulfunktionen  hervortrat. 

Zeitlich  unmittelbar  hieran  schließt  sich  die  glänzende  Reihe 
der  ‘Untersuchungen  Kleins  über  die  Modulfunktionen  und  die 
automorphen  Funktionen,  welche  beginnen  mit  der  Arbeit  über 
„Elliptische  Funktionen  und  Gleichungen  5.  Grades“  in  Math. 
Ann.  14,  111  (1879)  und  ihren  Höhepunkt  in  der  Arbeit 
„Neue  Beiträge  zur  Riemannschen  Funktionentheorie“  in  Math. 
Ann.  21,  141  (1882)  finden.  Endlich  beginnen  mit  dem  An- 
fang der  achtziger  Jahre  die  bewunderungswürdigen  Unter- 
suchungen Poincares,  welcher  namentlich  durch  Fuchs'  Unter- 
suchungen über  lineare  Differentialgleichungen  und  durch  Her- 
mites  Einfluß  angeregt  selbständig  an  die  Theorie  der  auto- 
morphen Funktionen  herankam.  Die  rasch  aufeinanderfolgenden 
Arbeiten  Poincares,  Acta  math.  1,  1 und  193,  3,  40  usw. 
(1882  ff.)  legen  Zeugnis  von  der  Schnelligkeit  der  Auffassung 
und  der  Produktionskraft  ihres  Verfassers  ab. 

Klein  und  Poincare  sind  im  Sommer  1881  miteinander 
persönlich  in  Fühlung  gekommen.  Ihr  Briefwechsel  ist  von 
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Nörlund  in  den  Äct  matli.  39  veröfifentlicht  (abgedruckt  in 
„Ges.  mafJi.  3,  587  ff.)  und  gibt  einen  interessanten  Ein- 

blick in  die  Entstehungsgeschichte  der  Theorie  der  automorphen 
Funktionen.  In  einer  äußerlichen  Hinsicht  ist  eine  Unstimmig- 
keit zwischen  Klein  und  Poincare  bestehen  geblieben.  Poin- 
care  war  durch  eine  Abhandlung  von  Fuchs  über  Differential- 
gleichungen zu  seinen  ersten  Untersuchungen  über  automorphe 
Funktionen  geführt.  Diese  Zufälligkeit  veranlaßte  Poincare 
zur  Wahl  der  Benennung  „Fonctions  fuchsiennes“,  ein  Umstand, 
der  nur  dadurch  möglich  wurde,  daß  Poincare  in  jener  Zeit 
noch  unbekannt  mit  der  gesamten  voraufgehenden  deutschen 
Literatur  des  Gegenstandes  war.  Wenn  Poincare  auch  die 
überzeugenden  sachlichen  Gründe,  die  Klein  gegen  die  gewählte 
Personalbenennung  geltend  machte,  anerkannt  hat  (Brief  an 
Klein  vom  27.  Juni  1881),  so  hat  er  doch  seine  Benennung 
beibehalten.  Klein  hat  späterhin  den  Namen  „Automorphe 
Funktionen“  vorgeschlagen,  der  beifällige  Aufnahme  gefunden  hat. 

Die  weitere  Entwicklung  hat  die  Beweise  der  Existenz- 
theoreme der  polymorphen  Funktionen,  über  die  bereits  in  § 25 
berichtet  wurde,  sowie  die  beiden  Werke  gebracht,  die  auf  den 
voraufgehenden  Seiten  als  „Mod.“  und  „Aut.“  häufig  zu  nennen 
waren.  Aber  auch  heute  darf  man  sich  der  Äußerung  Kleins 
aus  dem  vorigen  Jahre  (1923)  anschließen  {Ges.  matJi.  Äbh.  3, 
586):  „Trotz  den  erreichten  Fortschritten  muß  das  unbefangene 
Urteil  lauten,  daß  die  Theorie  der  automorphen  Funktionen 
heute  keineswegs  abgeschlossen  ist  und  der  künftigen  Forschung 
noch  ein  weites  Feld  bietet.“ 
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